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Zusammenfassung

Sphérische Gauf3-Laguerresche Basisfunktionen, kurz SGL-Basisfunktionen, sind
Funktionen auf R3 von der Form anLgfll_/ ?)(TQ)T‘I}/Zm(’ﬂ,Cp). Sie bilden eine
Orthonormalbasis des gewichteten L2-Raums mit radialem Gewicht exp(—r?).
In dieser Arbeit werden auf drei verschiedene Weisen verallgemeinerte schnelle
Fourier-Transformationen (FFTs) fiir die SGL-Basisfunktionen entwickelt. Die
erste Klasse wird ausgehend von einer Quadraturformel fiir die SGL-Fourier-
Koeffizienten bandbegrenzter Funktionen hergeleitet. Mittels einer Separation der
Variablen wird die Transformation dabei in eine radiale und eine sphérische Teil-
transformation aufgeteilt, welche anschlieBend beschleunigt werden. Die zweite
und dritte Klasse sind iterative Verfahren, die sich aus der jeweiligen schnel-
len inversen Transformation und ihrer Adjungierten ergeben. Im Unterschied zur
ersten Klasse miissen die Punkte, an denen die Daten hier vorliegen, nicht not-
wendigerweise auf einem speziellen Gitter liegen und ihre Anzahl ist nicht fest
vorgegeben. Bei der zweiten Klasse wird die bandbegrenzte Funktion von Inter-
esse an den gegebenen Punkten in die Form eines dreidimensionalen trigonome-
trischen Polynoms gebracht, welches anschlieffend mit der inversen nichtaquidi-
stanten FFT (NFFT) von Potts et al. effizient ausgewertet wird. Bei der dritten
Klasse wird demgegeniiber die Idee der NFFT unmittelbar auf den SGL-Fall
iibertragen. Konkret bedeutet dies, dass ein Approximant an die Funktion be-
stimmt wird, der sich mit weniger Aufwand auswerten lisst, als die Funktion
selbst. Die SGL-Fourier-Koeffizienten des Approximanten stimmen dabei bis zu
einer vorgegebenen Bandbreite mit den SGL-Fourier-Koeffizienten der Funkti-
on iiberein. Die schnellen Algorithmen wurden in der Programmiersprache C++

implementiert und ausfiihrlich getestet. Die Ergebnisse werden hier vorgestellt.
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Einleitung

Seit ihrer Aufarbeitung durch Cooley und Tukey [1965] hat die schnelle Fourier-Transfor-
mation! (FFT) auf dem Einheitskreis T viele Verallgemeinerungen auf andere Definitions-
bereiche mit zugehorigen Basisfunktionen erfahren. Anwendungen in der Signalverarbei-
tung etwa profitieren heutzutage von der Erweiterung der FFT auf den d-dimensionalen
Torus T¢, wobei multivariate trigonometrische Polynome in Analogie zum eindimensio-
nalen Fall verwendet werden (s. z.B. [Dudgeon und Mersereau, 1984, Abschn. 2]). Ein
weiteres Beispiel ist die zweidimensionale Einheitssphiire S? (s. [Driscoll und Healy, 1994;
Healy et al., 2003; Kunis und Potts, 2003; McEwen und Wiaux, 2011]). Hier werden
die Kugelflachenfunktionen (engl.: spherical harmonics) als orthonormale Basisfunktionen
des Raums L?(S?) der iiber S? quadratintegrierbaren Funktionen benutzt. Dies hat auch
die Entwicklung schneller Fourier-Transformationen auf der dreidimensionalen Rotations-
gruppe SO(3) eingeleitet (s. [Kostelec und Rockmore, 2008; Potts et al., 2009; McEwen
et al., 2015]). Dabei iibernehmen die sogenannten Wigner-D-Funktionen? die Rolle der
Kugelflichenfunktionen. Kiirzlich wurden spezielle Produkte von Kugelflichenfunktionen
und verallgemeinerten Laguerre-Polynomen® mit einem exponentiell abfallenden radia-
len Gewicht als Orthonormalbasis fiir den Raum L?(B?) der iiber der dreidimensionalen
Einheitskugel B* quadratintegrierbaren Funktionen verwendet. Auch in diesem Fall wur-
de eine schnelle Fourier-Transformation entwickelt (s. [Leistedt und McEwen, 2012] fiir
weitere Informationen).

In dieser Arbeit stellen wir schnelle Fourier-Transformationen auf dem gesamten An-
schauungsraum R? vor. Auf der einen Seite erweitert dies die obige Familie von Defi-
nitionsbereichen auf natiirliche Weise. Aufgrund der Nichtkompaktheit von R? befinden
wir uns andererseits in einer neuartigen Situation. Aktuelle Beispiele fiir verallgemeinerte
FFTs auf nichtkompakten Rdumen finden sich des Weiteren in der kiirzlich erschienenen
Monographie [Chirikjian und Kyatkin, 2016].

Natiirlich muss die fehlende Kompaktheit des Definitionsbereichs kompensiert werden.
Wiéhrend es denkbar ist, Basisfunktionen zu verwenden, die ein geeignetes Abklingverhal-
ten zeigen, statten wir den Raum L?(R3) in dieser Arbeit mit der Gaufschen’ Gewichts-
funktion exp(—||z||3) aus. Diese Gewichtsfunktion wird auch als multivariates Hermite-
Gewicht® bezeichnet. Hierbei und im Folgenden ist || - ||z die 2-Norm auf R3. Genauer
betrachten wir den gewichteten L?-Raum

(E.1) H = {f :R3>— C : f Lebesgue-messbar® und/ |f(x)\2e*H"””§dx < oo},
R3
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ausgestattet mit dem inneren Produkt
(E.2) (f,9u = / f@)g@)e ¥3dz,  fgeH,
R3

und der induzierten Norm || - ||z = /(-, ). In diesem Kontext werden Funktionen als
gleich angesehen, wenn sie fast iiberall identisch sind.

FEin grofler Vorteil des Raums H besteht darin, dass er es uns erlaubt, mit strukturell so
einfachen Funktionen wie Polynomen zu arbeiten. Genauer machen wir uns das folgende,
kiirzlich von Maizlish und Prymak [2015, Abschn. 1] bemerkte Resultat zunutze, welches
entscheidend fiir alles Weitere ist:

Satz E.1. Der Raum II(R3) der komplezwertigen Polynome auf R ist dicht in H, d. h.
jede Funktion f € H lisst sich beziiglich || - || beliebig genau durch Polynome anndhern.

Der obige Satz motiviert den Einsatz von Orthogonalpolynomen als Basis fiir den
Hilbert-Raum” H. Es ist dabei zu beachten, dass solche Polynome im multivariaten Fall
nicht eindeutig bestimmt sind. Tatséchlich findet man in der Literatur verschiedene Satze
von Orthogonalpolynomen im Raum H, die sich aus unterschiedlichen Konstruktions-
ansétzen ergeben (vgl. [Dunkl und Xu, 2001, Abschn. 5.1.3]). Durch eine Separation der
Variablen wurde von Ritchie und Kemp [2000] ein vollsténdiger Satz von Orthogonalpoly-
nomen in H aus den Kugelflichenfunktionen Y}, (Abschn. 1.1) und den verallgemeinerten
Laguerre-Polynomen Ll (Abschn. 1.4) konstruiert. Diese sind von der Form

Hy (1,9, 0) = N L2 (02) 7 Y3 (0, 0)

und werden von uns sphdrische Gauf-Laguerresche Basisfunktionen, kurz SGL-Basisfunk-
tionen, genannt. In ihrer urspriinglichen Form, d.h. mit dem zusétzlichen radialen Ab-
klingfaktor exp(—r?) und im ungewichteten Raum L?(R3), heifien die Funktionen GTO-
Basisfunktionen (GTO fiir Gaussian-type orbital). Die SGL-Basisfunktionen und ihre Ei-
genschaften untersuchen wir im ersten Kapitel dieser Arbeit.

Das Hauptanliegen dieser Dissertation ist neben der Untersuchung der SGL-Basis-
funktionen die effiziente numerische Berechnung der SGL-Fourier-Koeffizienten fnlm =
(f, Hpim) g sogenannter bandbegrenzter Funktionen f € H, d.h. endlicher Linearkom-
binationen der SGL-Basisfunktionen. Mit anderen Worten entwickeln wir in dieser Ar-
beit schnelle SGL-Fourier-Transformationen, also verallgemeinerte FFTs fiir die SGL-
Basisfunktionen. Wir unterscheiden dabei zwei verschiedene Klassen: schnelle Transforma-
tionen fiir reguldre Daten, deren Entwicklung das zweite Kapitel gewidmet ist, und solche
fiir gestreute Daten, die wir im dritten Kapitel vorstellen. Alle diese diskreten Transfor-
mationen haben gemeinsam, dass sie die SGL-Fourier-Koeffizienten fnlm bandbegrenzter
Funktionen f aus gegebenen Daten f(x;), d.h. aus endlich vielen Abtastwerten der jewei-
ligen Funktion f, berechnen.

Die SGL-Fourier-Transformationen fiir regulére Daten (FSGLFTs) entwickeln wir, wie
dies bei verallgemeinerten FFTs hiaufig getan wird, ausgehend von einer Quadraturfor-
mel fiir die Fourier-Koeffizienten bandbegrenzter Funktionen. Diese Funktionen haben
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den entscheidenden Vorteil, dass sie nur endlich viele von Null verschiedene SGL-Fourier-
Koeffizienten besitzen (vgl. Def. 2.1.1). Dies erlaubt es uns, die SGL-Fourier-Koeffizienten
bandbegrenzter Funktionen ezxakt, d.h. fehlerfrei bei angenommener exakter Arithmetik,
zu berechnen. Unser dabei zum Einsatz kommendes SGL-Abtasttheorem (Satz 2.1.12) mit
der oben erwdhnten Quadraturformel hat den Vorteil, dass die Quadraturgewichte positiv
sind (Folg. 2.1.13). Regulér bedeutet nun, dass die Punkte x;, an denen die Daten f(x;)
gegeben sind, die Knotenpunkte eines Gitters von speziellem Typ sein miissen, der unse-
rer Quadraturformel zugrunde liegt. Dieser Gittertyp ergibt sich, wie die Quadraturformel
selbst, durch eine Separation der Variablen, bei der der Radius r von den Winkeln ¥ und ¢
getrennt wird (vgl. Abb. 1.1). Die besondere Gitterstruktur nutzen wir algorithmisch aus,
indem wir die sich ergebende naive Transformation in eine radiale und sphdrische Teil-
transformation aufteilen. Die radiale Teiltransformation beschleunigen wir dann mithilfe
des Clenshaw-Algorithmus® (Abschn. 2.2.5), wihrend wir fiir die sphirische Teiltransfor-
mation eine schnelle sphérische Fourier-Transformation (FSFT, Abschn. 2.2.4) verwenden.
Auf natiirliche Weise ergeben sich so auch schnelle inverse Transformationen.

Bei den schnellen SGL-Fourier-Transformationen fiir gestreute Daten (NFSGLFTSs)
miissen die Punkte z;, an denen die Daten f(z;) hier vorliegen, nicht notwendigerwei-
se auf einem speziellen Gitter liegen, und ihre Anzahl ist nicht fest vorgegeben. Schnelle
Fourier-Transformationen dieses Typs wurden im Fall der klassischen FFT von Potts et
al. entwickelt (s. [Potts et al., 2001; Potts, 2003; Kunis, 2006]). Die nichtdquidistante FFT
(NFFT, Abschn. 3.1) ist heute in der Praxis fest etabliert. Wir stellen in dieser Arbeit
zwei verschiedene Varianten von schnellen SGL-Fourier-Transformationen fiir gestreute
Daten vor, wobei wir jeweils mit der inversen Transformation beginnen. Bei der ersten
Variante A wird die bandbegrenzte Funktion f an den gegebenen Punkten z; in die Form
eines dreidimensionalen trigonometrischen Polynoms gebracht, welches anschliefend mit
der inversen NFFT effizient ausgewertet werden kann. Diese Strategie wurde im Fall der
Einheitssphire S? und der Rotationsgruppe SO(3) bereits erfolgreich angewandt (s. [Kunis
und Potts, 2003] bzw. [Potts et al., 2009]). Bei der zweiten Variante B iibertragen wir die
Idee der NFFT von Potts et al. unmittelbar auf den SGL-Fall. Konkret bedeutet dies,
dass wir einen Approximanten an die bandbegrenzte Funktion f bestimmen, der sich mit
weniger Aufwand auswerten lésst, als die Funktion f selbst. Als Ansatz wihlen wir hier
eine Linearkombination von Translaten einer Gauflschen Ansatzfunktion, da eine solche
mithilfe einer schnellen Gaufi-Transformation (FGT, Abschn. 3.3.2) effizient ausgewertet
werden kann. Die Skalierungskoeffizienten fiir die Translate werden so bestimmt, dass die
SGL-Fourier-Koeffizienten des Approximanten bis zu einer vorgegebenen Bandbreite mit
den SGL-Fourier-Koeffizienten von f tibereinstimmen. Dies erreichen wir, indem wir spezi-
elle Ansatzpunkte fiir die Translate der Gaulischen Ansatzfunktion wahlen, wofiir wir uns
insbesondere die Theorie der schnellen Fourier-Transformation auf der Rotationsgruppe
SO(3) zunutze machen (FSOFT, Abschn. 3.3.1).

Die schnellen SGL-Fourier-Transformationen fiir gestreute Daten sind, im Gegensatz
zu den exakten Transformationen fiir reguldre Daten, approzimative Algorithmen, deren
Ergebnissen selbst in exakter Arithmetik ein Fehler innewohnt. Daher spielt bei unseren

8Charles William Clenshaw (%1926 in Southend-on-Sea, Grofibritannien, +2004 in Preston in der Graf-
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Untersuchungen der Zusammenhang zwischen dem Fehler der schnellen Algorithmen und
deren Rechenaufwand eine besonders wichtige Rolle.

Bevor wir mit der Entwicklung der schnellen SGL-Fourier-Transformationen beginnen,
motivieren wir die in dieser Arbeit vorgestellten Algorithmen anhand eines typischen An-
wendungsbeispiels: Fiir zwei geeignete Funktionen f,¢ : R?> — C maximiere man den
Absolutbetrag des gewichteten Uberlappungsintegrals

(E.3) I(R,t) = f(R 1z — t)@e_””’"ug dz
R3

in Abhiingigkeit von der Rotation R € SO(3) und dem Translationsvektor ¢+ € R3. Dieses
Problem kann auf folgende Art und Weise angegangen werden. Nehmen wir an, dass die
Funktionen f und g sich als endliche Linearkombination der SGL-Basisfunktionen — also
als bandbegrenzte Funktionen — darstellen lassen,

f = anm fnlmHnlma

g = anm gnlmHnlma

wobei jeweils {iber die entsprechenden beschrinkten Indexbereiche der SGL-Basisfunktio-
nen summiert wird. Die Koeffizienten fy;,, = (fy Hpim) i und gnim = (9, Hpim ) g sind die
SGL-Fourier-Koeffizienten von f bzw. g. Indem wir die obigen Darstellungen von f und
g in (E.3) einsetzen, nimmt das Uberlappungsintegral I die Form

_ pooa -1, _ o —llzll3
(E4) I(R,t) = anmzn/l,m, Fnim Gn/vrm /Ranlm(R r—t) Hyry (z)e” 1"12de

an. Dieser Ansatz hat den entscheidenden Vorteil, dass die SGL-Fourier-Koeffizienten von
f und g nur einmal berechnet werden miissen, um das Integral I fiir viele verschiede-
ne Rotationen und Translationen auswerten zu konnen. Als zentrales Ergebnis dieser
Arbeit stehen zu diesem Zweck nunmehr die hier entwickelten schnellen SGL-Fourier-
Transformationen zur Verfiigung. Dariiber hinaus ist es moglich, das von f und g un-
abhéngige Integral auf der rechten Seite von (E.4) auf effiziente Art und Weise auszu-
werten. Dies liegt daran, dass das Verhalten der SGL-Basisfunktionen unter Rotationen
besonders einfach ist; es wird durch die oben bereits erwédhnten Wigner- D-Funktionen be-
schrieben (Satz 1.6.1). Mit Satz 1.6.2 werden wir in dieser Arbeit als wichtiges Resultat
auch eine einfache Beschreibung des Verhaltens der SGL-Basisfunktionen unter Transla-
tionen herleiten. Damit steht von nun an eine effiziente algorithmische Maschinerie zur
Verfiigung, um Probleme der obigen Art in der Praxis effektiv zu l6sen.

Abbildung E.1 zeigt eine Ubersicht iiber die in dieser Arbeit verwendeten Klassen von
schnellen Algorithmen. Diese schematische Darstellung zeigt insbesondere auch die Be-
ziechungen dieser Klassen zueinander, welche den Aufbau und die Struktur der Arbeit
bestimmen. Eine Liste mit den in dieser Arbeit verwendeten Abkiirzungen findet sich auf
Seite ix direkt nach Kapitel 3.



Konventionen

Zur qualitativen Beurteilung der in dieser Arbeit vorgestellten Algorithmen ziehen wir
nicht nur die in den numerischen Tests gemessene Laufzeit und den Fehler zu Rate, sondern
bestimmen insbesondere auch die Rechen- und Speicherkomplezitit der Algorithmen. Diese
charakterisieren das Wachstum des Rechenaufwands bzw. Speicherbedarfs in Abhéngig-
keit von Problemgréie. Wie iiblich geben wir die Komplexitit jeweils in Landau-Notation®
an, wie sie etwa in [Berg, 1968, Kap. 1] eingefiihrt wird. Die O-Ausdriicke besitzen dabei
stets fiir alle natiirlichen Zahlen (m, n, B, M, etc.) Giiltigkeit. Der Rechenaufwand ist die
Anzahl an benottigten Rechenschritten, wobei ein Rechenschritt bzw. eine Operation aus
einer komplexen Multiplikation und anschlieBenden Addition besteht. Der Speicherbedarf
ist die Anzahl an benétigten Bits; acht Bits bilden zusammen ein Byte. Wir geben diese
Einheiten in der O-Notation nicht explizit an. Bei der Speicherkomplexitéit wird jeweils we-
der der Speicherplatz fiir die Eingabedaten, noch der fiir die Ausgabedaten beriicksichtigt,
da dieser Bedarf unabhingig von dem verwendeten Algorithmus ist. Wir unterscheiden im
Text nicht explizit, ob eine Klasse von Algorithmen gemeint ist, oder spezielle Vertreter
dieser Klasse; dies ist jeweils direkt aus dem Kontext zu entnehmen. So schreiben wir
etwa ,Die FFT ldsst sich direkt auf den mehrdimensionalen Fall verallgemeinern [...]“,
aber auch ,Die heute in der Praxis verwendeten FFTs [...]“. In dieser Arbeit werden des
Ofteren zwei- und dreidimensionale Indexbereiche linearisiert. Wir geben dann stets auch
die Formeln an, mit deren Hilfe die urspriinglichen Indizes aus dem linearen zuriickge-
wonnen werden konnen (z.B. Gln. 2.20 oder Gln. 3.34). Auf eine Darstellung der recht
linglichen Herleitung dieser Formeln, die ausnahmslos mit elementaren Mitteln erfolgt,
verzichten wir aber. Die Zahlenbereiche N, Ny, Z, R und C sind wie iiblich definiert. Fiir
n € Ny ist II,,(R?) der Raum der komplexwertigen Polynome auf R? vom Grad héchstens
n. Die Réume II,([—1,1]) und II, ([0, 00)) sind analog definiert. Unter dem Grad eines
dreidimensionalen Polynoms verstehen wir in dieser Arbeit den Totalgrad. Die nicht ex-
plizit angegebenen Eintrége in Matrizen sind stets gleich Null. Mit 4, bezeichnen wir wie

iiblich das Kronecker-Symbol'?,

1, wenn j =k,
5jk =
0 sonst.
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Abbildung E.1. Ubersicht iiber die in dieser Arbeit behandelten Klassen von schnel-
len Algorithmen mit ihren Beziehungen zueinander. Die gestrichelten
Pfeile zeigen alternative Herleitungsmoglichkeiten. Die rot unterlegten,
umrandeten Klassen sind neu und bilden das Zentrum dieser Arbeit.






1 Sphirische Gauf3-Laguerresche Basisfunktionen

In diesem Kapitel fithren wir die SGL-Basisfunktionen ein (Def. 1.5.1) und untersuchen
sie auf ihre Eigenschaften. Es handelt sich bei diesen Funktionen um einen vollstdndigen
Satz von Orthogonalpolynomen in dem in (E.1) definierten gewichteten Hilbert-Raum H.
Diese Orthogonalpolynome gehen aus einem speziellen Konstruktionsansatz hervor, bei
dem der Anschauungsraum R? geometrisch in das Produkt aus Radius und Sphére zerlegt
wird. Die SGL-Basisfunktionen setzen sich aus zwei wesentlichen Bestandteilen zusammen:
einem verallgemeinerten Laguerre-Polynom im Radialteil und einer Kugelflichenfunktion
im Winkelteil. Im Folgenden behandeln wir in Abschnitt 1.1 zunéchst die Kugelflichen-
funktionen. Es folgt ein kurzer Abschnitt iiber die hypergeometrische Reihe (Abschn. 1.2)
und eine Besprechung der sphérischen Bessel-Funktionen (Abschn. 1.3). Danach fithren
wir in Abschnitt 1.4 die verallgemeinerten Laguerre-Polynome ein. In Abschnitt 1.5 kon-
struieren wir dann die SGL-Basisfunktionen und weisen in Satz 1.5.2 ihre Basiseigenschaft
nach. Im letzten Abschnitt dieses Kapitels untersuchen wir das Spektralverhalten der SGL-
Basisfunktionen unter Rotationen (Satz 1.6.1) und Translationen (Satz 1.6.2), da dies wie
eingangs gezeigt fiir die Anwendung von besonderer Bedeutung ist. Im verhéltnisméafig
aufwendigen Beweis von Satz 1.6.2 kommen dabei die in den Abschnitten 1.2 und 1.3
vorgestellten analytischen Hilfsmittel erstmals zum Einsatz.

1.1 Die Kugelflichenfunktionen (spherical harmonics)

Die Kugelflichenfunktionen spielen eine wichtige Rolle in der Approximationstheorie auf
sphirischen Geometrien im Anschauungsraum R3. Auch in dieser Arbeit sind die Kugel-
flichenfunktionen von besonderer Bedeutung. In diesem Abschnitt sollen daher die wich-
tigsten Eigenschaften zusammengefasst werden. Eine ausfiihrliche Darstellung der Theorie
findet sich in [Freeden et al., 1998] und [Dai und Xu, 2013].

Definition 1.1.1. Wir definieren die zweidimensionale Finheitssphdre als
S? = {z e R3: ||z|]2 = 1}.
Jedem Punkt z = [€, &1, &) € R3 ordnen wir die Kugelkoordinaten r, 9 und ¢ zu, sodass

& = rsind cosp,
& = rsind sin g,
& = rcosd.
Der Radius r € [0,00) entspricht der Norm |[|z||2 des Vektors x, der Winkel ¥ € [0, 7]

ist der sogenannte Polarwinkel und ¢ € [0,27) der Azimutalwinkel (vgl. Abb. 1.1). Man
beachte, dass diese Zuordnung nicht iiberall eindeutig ist, was in dieser Arbeit aber nicht



Abbildung 1.1. Kugelkoordinaten im R3.

weiter von Belang ist. Fiir z € S? gilt offensichtlich r = 1. Stets ohne Verwechslungsgefahr
schreiben wir in dieser Arbeit x = [r, 9, ¢], wenn r, ¥ und ¢ die Kugelkoordinaten des
Punktes x sind, und identifizieren im Folgenden 7 mit || - ||2.

Wir betrachten nun den Raum der iiber S? quadratintegrierbaren Funktionen,

LX(S?) = {f :S? - C : f o-messbar und / |f (w)*do(w) < oo},
S2

wobei o das OberflichenmaB auf S? bezeichne. Dieser Raum trigt das Skalarprodukt
(*;+)2(s?), welches sich mithilfe der oben eingefiihrten Kugelkoordinaten als

L) (g Lzsz>—// F(0,9) 900, p)dpsinddd,  f,g€ L3S,

darstellen lisst. Der Raum L?(S?) ist ein Hilbert-Raum mit induzierter Norm || - || 12(s2),
innerhalb dessen o-fast iiberall identische Funktionen als gleich angesehen werden.

Unter einem Polynom auf S? bzw. einem sphérischen Polynom verstehen wir ein Poly-
nom auf R?, das auf S? eingeschréinkt wurde. Fiir n € Ny setzen wir I1,,(S?) := IT,,(R3)]s2
und bezeichnen die Elemente von IT,,(S?) als Polynome vom Grad hochstens n auf S2. Die
Gesamtheit aller sphirischen Polynome bezeichnen wir mit IT1(S?) := II(R?)|s2. Ohne zu
sehr ins Detail zu gehen, halten wir fest, dass die Zuordnung p + p|s2, p € II(R3), nicht
injektiv ist: fiir ein gegebenes Polynom p auf R? ist némlich 72*p, k € N, stets ein von p
verschiedenes Polynom, das auf S? mit p zusammenfillt. Wir konnen jedoch ein gegebenes
Polynom p auf S? eindeutig als dreidimensionales Polynom in den Variablen sin cos ¢,
sin¥sin ¢ und cos? schreiben. Den Grad von p definieren wir dementsprechend als den
Grad dieses eindeutig bestimmten Polynoms. Da die Einheitssphire S? kompakt ist, folgt
mit dem bekannten Satz von Stone-Weierstraf!, dass der Raum II1(S?) dicht in L?(S?) ist.

'"Marshall Harvey Stone (1903 in New York, NY, USA, +1989 in Madras, heute Chennai in Indien), Karl
Weierstrafl (x1815 in Ostenfelde, heute ein Stadtteil von Ennigerloh im Miinsterland, +1897 in Berlin)

10



Wir kommen nun zu den Kugelflichenfunktionen. Um diese zu definieren, fithren wir
erst die Legendre-Polynome? und anschlieBend die zugeordneten Legendre-Polynome ein.

Definition 1.1.2. Das Legendre-Polynom vom Grad | € Ny ist definiert als

1 d

Pil=L1 =R R = gpraa

(-1

Definition 1.1.3. Das zugeordnete (oder assoziierte) Legendre-Polynom vom Grad | € Ny
und der Ordnung m € {—I[,...,l} wird definiert als

)2 dl+m

dettm (52 o l)l'

P - [= R P — (_1)m 2
lm - [ 171] — K, lm(é-) T ll' (1 § )
Man beachte, dass die zugeordneten Legendre-Polynome nur fiir gerade Ordnung m
wirklich Polynome sind (vgl. auch Abschn. 2.2.3). Sie werden daher bisweilen als zuge-
ordnete bzw. assoziierte Legendre-Funktionen bezeichnet. Es gilt offenbar P = P,. Die
zugeordneten Legendre-Polynome geniigen der speziellen Orthogonalitétsrelation [Abra-
mowitz und Stegun, 1972, Gln. 8.14.11 u. 8.14.13]
2 (I+m)!

2l+1m(5kl7 k,l ENO, ‘m| Smln{k,l}

1
(1.2) / Pl Prn(€)d€

Dariiber hinaus geniigen die zugeordneten Legendre-Polynome einer speziellen Drei- Term-
Rekursion: Es gilt fiir € € [—1,1]

(L3)  (I+1=m)Pu1m(§) = Q+1)EPm(E) — (+m)Pi1m(§),  [m[<leN

[Abramowitz und Stegun, 1972, Gl. 8.5.3]. Die zugeordneten Legendre-Polynome sind glo-
bal beschrankt:

Lemma 1.1.4. FEs gilt

I —m)! 1, wenn m = 0,

U B <

(I+m)! 1/v2, wenn |m| > 1.

Beweis. Im Fall m = 0 folgt die Aussage aus der bekannten Abschitzung |P(§)| < 1
[Freeden et al., 1998, Gl. 3.2.2]. Fiir den Fall |m| > 1 vergleiche man die Aussage mit
[Lohofer, 1998, Gl. 5]. O

Im Verlauf dieser Arbeit benttigen wir ferner eine Abschiitzung fiir den Betrag der
Funktionen (1 — ¢2)~Y2P,,,(¢). Um eine solche herzuleiten, verwenden wir das folgende
Lemma, das zwar bekannt ist, dessen Beweis wir aber in der Literatur nicht finden konnten.

Lemma 1.1.5. Fir 1 <|m| <1 gilt

1) TR = P+ (D= m 42 P ©)

2 Adrien-Marie Legendre (x1752 in Paris, Frankreich, +1833, ebd.)
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Beweis. Wir zeigen dies mit [Edmonds, 1996, Gl. 2.5.24]
Pinl®)
V1—¢&?

und [Arfken und Weber 2005, Gl. 12.94; Edmonds 1996, Gl. 2.5.25]

16 VI=€UE = RO~ (+m)(—m+ DR (9)

A1) A=) = (+m)Paml) ~ ERm(e).

Aus (1.6) und (1.7) ergibt sich nach Elimination der Ableitung mit [ — [+ 1
le(f) _ F’l—i—l,m-i—l({) l+1 §1Dl+1 m({) l—m+2

(1.5) ng{Pl m+1(§) + (L +m)(l —m+1)Pm1(8)}

(18) Ji—e  2l+m+1) T irma Ji-¢& g Trim1(O):
Wieder mit [ — [ + 1 folgt aus (1.5)
9 ) o R (€4 Dm0 6)

Die Formel (1.4) ergibt sich nun durch Einsetzen von (1.9) in (1.8) und Vereinfachen. [

Lemma 1.1.6. Fir 1 <|m| <Il<n gilt

(L=m)! [Pm(©)] _ 1142 _n+1

(+mlyi—g ~ V2lml ~ V2

Beweis. Mit der Dreiecksungleichung und den Lemmata 1.1.4 und 1.1.5 folgt fir |m| > 2

‘le(£)| 1 1(l+m+2)! 1/2 1 (l+m)' 1/2
s <G ) e n ()

/2
_ 1 ((l+m;>1 (Vitm+D)l+m+2+V/l-m+D—m+2))}

2lm| \2(l—m
L2 (1( +m)! )1/2
m| \2(-m)!) ~
wobei sich die zweite Abschéitzung aus der bekannten Ungleichung vom arithmetischen
und geometrischen Mittel ergibt. Der Fall |m| = 1 ist gesondert zu untersuchen, z.B.
mithilfe von [Freeden et al., 1998, Gln. 3.2.3 u. 3.2.4]. O

Mithilfe der zugeordneten Legendre-Polynome definieren wir nun die Kugelflichenfunk-
tionen, den zentralen Gegenstand dieses Abschnitts.

Definition 1.1.7. Die Kugelfiichenfunktion vom Grad [ € Ny und der Ordnung m €
{=1,...,1} wird definiert als

Yim : S — C, Yim (9, @) = My, Py (cos9) ™

mit der Normierungskonstanten

My \/(2z+ D (—m)!

dr (I +m)!

12



Die besondere Bedeutung der Kugelflichenfunktionen liegt darin, dass Y}, stets ein
Polynom vom Grad [ auf S? ist, es gilt also Y}, € I1,,(S?) fiir I < n. Tatséichlich bilden die
Kugelfliichenfunktionen vom Grad hochstens n stets eine Basis von II,,(S?) (vgl. [Freeden
et al., 1998, Abschn. 1.3]). AuBlerdem ergibt sich durch die Substitution & = cos? in
der Orthogonalitétsrelation (1.2) zusammen mit Orthonormalitidt der trigonometrischen
Monome auf [0,27), dass die Kugelflichenfunktionen ein Orthonormalsystem in L*(S?)
bilden (vgl. Gl. 1.1). Es gilt daher mit dem oben Gesagten der wichtige

Satz 1.1.8. Fiir n € Ny bilden die Kugelfiichenfunktionen Yy, |m| <1 <n, eine Ortho-
normalbasis von 11, (S?). Insbesondere bilden die Kugelflichenfunktionen ein vollstindiges
Orthonormalsystem in L?(S?).

Der zweite Teil des Satzes sagt aus, dass fiir f € L*(S?) die Fourier-Partialsummen
Z|m|gl<n<fv Yim) r2(s2) Yim, n €N,

beziiglich || - ||z2(s2) fiir n — oo gegen f konvergieren. Aquivalent dazu gilt die Parse-
valsche? Gleichung

19 By = 3y, [ Yimdroon 7 € 2.

Auch in dieser Arbeit wird sich das bekannte Additionstheorem fiir die Kugelflichen-
funktionen als niitzliches Werkzeug erweisen. Es ist hierbei und im Folgenden (-, -)o das
Standard-Skalarprodukt auf R3.

Lemma 1.1.9 (Sphirisches Additionstheorem). Fiir festes | € Ny und v,w € S? gilt

2l4:1 Z|m|gl Yim (v) Yim(w) = P({v, w)2).

Beweis. Siehe [Freeden et al., 1998, Satz 3.1.3]. O

Zwei weitere Figenschaften der Kugelflichenfunktionen sind fiir uns von besonderer
Bedeutung: ihr relativ einfaches Verhalten unter Rotationen, das sich direkt auf die SGL-
Basisfunktionen tibertrigt (vgl. Abschn. 1.6), sowie ihr enger Zusammenhang mit den har-
monischen Polynomen auf R3. Diese beiden Eigenschaften sollen nun besprochen werden.
Wir beginnen mit der letzteren.

Ein Polynom p auf R? heifit homogen vom Grad n, wenn

p(Az) = A'p(x), AeR, zeR3.

Den Raum der Polynome auf R3, die homogen vom Grad n sind, bezeichnen wir als

Hom,,(R?). Es sei weiter
0? 0? 0?
~og og " og
der bekannte Laplace-Operator®. Wir nennen ein Polynom p € Hom,(R?) harmonisch,
wenn

Ap = 0.

3Marc-Antoine Parseval (%1755 in Rosiéres-aux-Salines, Frankreich, +1836 in Paris, ebd.)
4Pjerre-Simon Laplace (%1749 in Beaumont-en-Auge, Frankreich, +1827 in Paris, ebd.)
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Den Raum der Polynome auf R?, die homogen vom Grad n und zudem harmonisch
sind, bezeichnen wir als Harm,, (R3). In Analogie zu I1,,(S?) schreiben wir Harm,,(S?) :=
Harm,, (R?)|g2. Das folgende Lemma zeigt uns, dass sich die homogenen Polynome auf
bestimmte Art und Weise in ihre harmonischen Bestandteile zerlegen lassen.

Lemma 1.1.10. Es sei n € Ng. Der Raum Hom,,(R3) lisst sich als direkte innere Summe

[n/2]
Hom,,(R?) = @ r% Harm,,_;(R?)
§=0
darstellen.
Beweis. Siehe [Freeden et al., 1998, Satz 2.2.3]. O

In der Monomdarstellung sieht man, dass sich jedes Polynom auf R? in seine homogenen
Bestandteile zerlegen ldsst. Es folgt daraus unmittelbar:

Folgerung 1.1.11. Es sei n € Ng. Der Raum II,(R3) besitzt die Zerlequng

n n [i/2]
I, (R3) = @Homi(R3) = @ @ 7% Harm;_o;(R?).
=0 =0 7=0

An dieser Stelle kommen die Kugelflichenfunktionen ins Spiel. Es gilt ndmlich:

Lemma 1.1.12. Fiir festes | € Ny ist
span{r'Yy,, : |m| < 1} = Harm;(R?).
Beweis. Wir halten fest, dass stets
Harmy (R?) = 7 Harm;(S?)

gilt, denn die Polynome in Harm;(R?) sind nach Definition homogen. Die Aussage des
Lemmas folgt daher mit [Dai und Xu, 2013, Abschn. 1.6.2]

span{Yy,, : |m| <1} = Harmy(S?). O

Bemerkung 1.1.13. Die Funktionen Y3, werden im Englischen als solid harmonics be-
zeichnet. Mit Folgerung 1.1.11 und Lemma 1.1.12 weisen wir in Abschnitt 1.5 die Voll-
standigkeit der SGL-Basisfunktionen nach.

Wir besprechen nun noch das Rotationsverhalten der Kugelflichenfunktionen. Dazu
definieren wir an dieser Stelle die Rotationsgruppe SO(3) (SO fiir speziell[e] orthogonalle]
[Gruppe| bzw. special orthogonal [group]), deren Elemente bekanntlich die Rotationen im
Anschauungsraum R? sind.

Definition 1.1.14. Die dreidimensionale Rotationsgruppe SO(3) wird definiert als die
Menge der orthogonalen Matrizen der Groflie 3 x 3 mit Determinante gleich Eins,

SO(3) == {ReR¥®: R™!' = RT, det(R) =1}.

14



Fiir eine Rotation R € SO(3) definieren wir den Rotationsoperator
(1.10) Rf = foR™ 1, f:R3®=C.

Die besondere Bedeutung der Kugelflichenfunktionen im Zusammenhang mit Rotationen
ergibt sich aus der Rotationsinvarianz der Riume Harm;(R3):

Lemma 1.1.15. Fir festes | € Ny und R € SO(3) gilt
span{RY},, : |m| <1} = Harm;(S?).
Beweis. Siehe [Freeden et al., 1998, S. 47 ff.]. O

Insbesondere lehrt uns dieses Lemma, dass sich eine rotierte Kugelflachenfunktion RY},,
stets nach Kugelflichenfunktionen vom gleichen Grad entwickeln l&sst:

(1.11) RYjy = Z|m,| <\ B, Yions ) p2(52) Vi
Die Koeffizienten (RYj,, Yin/) r2(s2) sind fiir uns von besonderem Interesse.

Definition 1.1.16. Die Funktion D , : SO(3) — C, DY) (R) = (RYim, Vi) 1252

mm/

heifit Wigner-D-Funktion der Ordnungen [, m und m/.

Den Wigner-D-Funktionen begegnen wir in Abschnitt 1.6 bei der Untersuchung des
Rotationsverhaltens der SGL-Basisfunktionen, sowie bei der Besprechung der schnellen
Fourier-Transformation auf SO(3) in Abschnitt 3.3.1. Die Wigner-D-Funktionen werden
bisweilen als verallgemeinerte Kugelflichenfunktionen bezeichnet. Zum Abschluss definie-
ren wir noch die Wigner-3;j-Symbole, denen wir in Abschnitt 1.3 begegnen. Eine ausfiihrli-
che Darstellung der Theorie der Wigner- D-Funktionen und des Wigner-3j-Symbols findet
sich in [Biedenharn und Louck, 1981, Kap. 3].

Definition 1.1.17. Es seien |m| < I, |m/| < I, sowie |m”| < I”. Wir definieren das

zugehorige Wigner-35-Symbol als

< A ) _ \/ 8 Jis2 Yim Yot Yoy do

m m m'] (21+1)(20+1)(20"+1) \/f_ll P(&)Py (g)pl,,(g)d§7
sofern folgende Bedingungen erfiillt sind:

i) m+m'+m’'=0,

@) -V <I"<i+l,

(iii) [+ 1U'41" gerade, wenn m = m’=m" = 0.

Andernfalls setzen wir das Wigner-3j-Symbol gleich Null.

1.2 Die hypergeometrische Reihe

Die hypergeometrische Reihe und die daraus abgeleiteten Funktionen ; F; und o F} sind in
dieser Arbeit in erster Linie ein technisches Hilfsmittel. Wir nehmen hier nur die Definition
und die fiir uns wichtigen Eigenschaften mit auf.
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Definition 1.2.1. Fiir p,¢ € Nmit p < ¢+1 und Parameter oy, ...,ap—1 € C; Bo, ..., Bg—1 €
C\ {0,—1,—-2,...}, definiert man die hypergeometrische Reihe ,F, als die spezielle Po-
tenzreihe

: oy N (o) (o) €F
qu(aou"'7ap—17507"')5q—1a§) = kz (50)k(ﬁ571)k;y’ fEC,

0

mit dem Pochhammer-Symbol®

(1.12) Ok = CC+DE+2)---((+k—-1), (e€C, keNy,
das auch aufsteigende Fakultit genannt wird.

Bemerkung 1.2.2. Entsprechend der Definition der hypergeometrischen Reihe spielt die
Reihenfolge der Parameter ay, ..., ap—1 und By, ..., B,—1 keine Rolle. Ist einer der Parameter
ag, ..., ap—1 nichtpositiv und ganzzahlig, so reduziert sich die hypergeometrische Reihe nach
der Definition des Pochhammer-Symbols auf ein Polynom.

In dieser Arbeit begegnen wir nur den Spezialfillen | F; und oF}. Die Reihe 1 F} wird
Kummersche® (konfluente hypergeometrische) Funktion genannt. Diese Reihe konvergiert
absolut und gleichméBig auf beschrinkten Gebieten [Andrews et al., 1999, Satz 2.1.1]. Die
Funktion 9Fy, oft als die (gewdhnliche oder Gaufische) hypergeometrische Funktion be-
zeichnet, tritt in dieser Arbeit nur als Polynom auf. Als wichtige Eigenschaft der Funktion
111 halten wir fest:

Lemma 1.2.3 (Kummer-Transformation). Es gilt stets
1P (0; 8;€) = 1 F1(B — a; 55 =€),
Beweis. Siehe [Andrews et al., 1999, Abschn. 4.1]. O

1.3 Die (sphirischen) Bessel-Funktionen

Wie die hypergeometrischen Funktionen definieren wir auch die Bessel-Funktionen” iiber
eine spezielle Potenzreihe. Auch sie spielen in dieser Arbeit eine eher technische Rolle. Fiir
eine sehr ausfiihrliche Darstellung der Theorie sei auf [Watson, 1995] verwiesen.

Definition 1.3.1. Die Bessel-Funktion (erster Art) der Ordnung v € C\ {—1,-2,...}
wird definiert als

o) _1)ym 5 2m—+v
(&) = Z m!F((m—:u—l- 1) <2> ’ £et

m=0

Bemerkung 1.3.2. Fiir Re(v) > 0 konvergiert die obige Reihe absolut und gleichméBig
auf beschrénkten Gebieten in C, fiir fRe(r) < 0 divergiert sie im Ursprung [Watson, 1995,
Abschn. 3.1.3].

Leo August Pochhammer (x1841 in Stendal, +1920 in Kiel)
5Ernst Eduard Kummer (x1810 in Sorau, heute Zary in Polen, +1893 in Berlin)
"Friedrich Wilhelm Bessel (%1784 in Minden, 11846 in Kénigsberg, heute Kaliningrad in Russland)
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Die Bessel-Funktionen héngen iiber eine fiir uns niitzliche Integraltransformation mit
der konfluenten hypergeometrischen Funktion 1 £} zusammen. Es handelt sich hierbei um
einen Spezialfall der Hankel- Transformation® [Andrews et al., 1999, Abschn. 4.11].

Lemma 1.3.3 (Hankelsche Formel). Es seien a,u € C, v € C\ {-1,-2,...} und
B > 0 gegeben. Unter der Voraussetzung Re(pu+v) > 0 gilt

> e, (/24 v/2)(0/28)” <u+—v. ._<f3>
/OJ,,(ag)gﬂ e d¢ = 25T 1 1) 1 5 v+ 1 15

Beweis. Siehe [Watson, 1995, S. 393 ff.]. O

Mithilfe der Bessel-Funktionen definieren wir nun die sphérischen Bessel-Funktionen.

Definition 1.3.4. Die sphirische Bessel-Funktion (erster Art) der Ordnung n € Ny wird
definiert als
T

Jn (0700) - R, ]n(g) = ijn+1/2(€)'

Bemerkung 1.5.5. Vermoge des Grenzwerts [Abramowitz und Stegun, 1972, Gl. 10.1.4]

1, wenn n =0,

lim j,(§) =
€0 ©) {O sonst,

lassen sich die sphérischen Bessel-Funktionen im Ursprung stetig fortsetzen.
Der Betrag der sphérischen Bessel-Funktionen lésst sich wie folgt abschétzen:

Lemma 1.3.6 (vgl. [Watson, 1995, S. 53]). Es gilt fiir | € Ny

l
el < ©2 e o).

Als wichtiges Werkzeug benutzen wir in dieser Arbeit die folgende Integraltransforma-
tion und die dazugehorige Inversionsformel. Es handelt sich auch bei dieser Integraltrans-
formation um eine spezielle Klasse von Hankel-Transformationen.

Definition 1.3.7. Es seien n € Ny und v > 0 gegeben. Fiir geeignete Funktionen f :
(0,00) — R definieren wir die gewichtete sphirische Bessel-Transformation iiber

Fali B) = \/i/()oof(f)jn(ﬁé)éze_7£2d§, p € (0,00).

Eine grofle Klasse von Funktionen, inklusive des radialen Teils R,;; der SGL-Basisfunk-
tionen (Def. 1.5.1), ldsst sich mithilfe der folgenden Inversionsformel aus der jeweiligen
Transformierten rekonstruieren.

8Hermann Hankel (1839 in Halle an der Saale, +1873 in Schramberg)
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Lemma 1.3.8. Es seien n € Ny und v > 0 gegeben. Weiter sei f: (0,00) — R stetig und
von beschrinkter Variation auf jedem endlichen Teilintervall von (0,00). Gilt nun

/0 F©OeeEde < o,

so kann f punktweise aus der Transformierten fn('y; -) zuriickgewonnen werden durch

) = evfz\/z | Resmie s, e .00

Beweis. Siehe [Watson, 1995, Abschn. 14.4]. O

Das folgende Lemma stellt iiber die Exponentialfunktion einen Zusammenhang zwischen
den sphérischen Bessel-Funktionen und den Kugelflichenfunktionen her. Dieses Resultat
wird im Englischen als plane wave expansion bezeichnet.

Lemma 1.3.9 (Sphiirisches Bessel-Additionstheorem). Fiir v,w € S? und & €

(0,00) gilt
eléw) — 47rlz;zm<l i 51(€) Y (v) Vi (w).

Die Konvergenz ist bei festem & gleichmdfig in v und w.

Beweis. Siehe [Watson, 1995, Abschn. 11.5] fiir eine Herleitung der Formel. Die gleichmé8i-
ge Konvergenz folgt aus dem Additionstheorem fiir die Kugelflichenfunktionen (Lem.
1.1.9) zusammen mit der Abschitzung |P| <1 (vgl. Lem. 1.1.4) und Lemma 1.3.6. O

Niitzlich ist fiir uns auch das néchste Lemma, wenn wir in Abschnitt 1.6 das Verhalten
der SGL-Basisfunktionen unter Translationen untersuchen. Es beschreibt das Verhalten
der Funktionen j;(r)Y}, (¢, ¢) unter Translationen entlang der ;-Achse (vgl. Abb. 1.1).
Man beachte, dass solche Translationen keinen Einfluss auf den Azimutalwinkel ¢ haben.
Wir definieren an dieser Stelle fiir ¥ > 0 den Translationsoperator

(1.13) To(v)f(&0.&1,&) = f(&.&.&—v),  f:R*—C.

Es gilt nun:

Lemma 1.3.10 (Sphérisches Bessel-Additionstheorem II). Es seien |m| <1 € Ny
und v > 0 gegeben. Dann gilt fiir 5 € (0,00)

0o 1+
(1.14) B Yim@.0) = 3 S A 5 B0) o) [ (B ) Y ] (1,9, ),
U'=0 k=[l—U|

wobei die Koeffizienten A,(g”/m) durch

A(”/m) — (*1)(k_l+l/)/2+m\/(2l+1)(2l’+ 1)(2k + 1) LUk LUk
F 00 0)\m —m 0

gegeben sind. Fiir festes v und 3 konvergiert die Reihe in (1.14) gleichmifig auf S2.
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Beweis. Fiir die Herleitung der Formel siehe [Ritchie, 2005, Anh. A]. Um die gleichméfBige
Konvergenz einzusehen, zeigt man mit Lemma 1.1.4 unter Beriicksichtigung von Definition
1.1.17 zunéchst die Abschétzungen

A < @RI+ 1D)(@2F+ 1)(2k + 1),

204+ 1
A7
und nutzt dann wieder Lemma 1.3.6. O

’Y’m| S

Bemerkung 1.8.11. Bei einer Translation entlang der negativen &-Achse, d. h. beim Uber-
gang zu —v < 0, ergibt sich auf der rechten Seite von (1.14) der zusitzliche Faktor (—1)F.
Dies erkennt man, indem man in der Herleitung von Ritchie die Identitat

Yim(0 +m,0) = (_1)l+m Yim (9, ¢)
beachtet, die direkt aus der Definition 1.1.3 der zugeordneten Legendre-Polynome folgt.

Bemerkung 1.3.12. Ritchie bemerkt, dass die Koeffizienten A,g”lm) tatsdchlich nicht von
dem Vorzeichen von m abhéngen. Dariiber hinaus wird der Umgang mit diesen Koeffizi-
enten dadurch vereinfacht, dass Agl/m) = 0 gilt, wenn [ — I+ k ungerade ist. Dies folgt
daraus, dass | — '+ k = (I +1'+ k) — 21’ genau dann ungerade ist, wenn [ + '+ k ungerade
ist. Dann aber gilt (vgl. Def. 1.1.17, iii)

!/
llk‘:O.
0 0 0

1.4 Die verallgemeinerten Laguerre-Polynome

Wir betrachten nun bei festem reellen a > —1 die spezielle Gewichtsfunktion £* exp(—¢)
auf der positiven Halbachse [0, 00). Aus der Theorie der univariaten Orthogonalpolynome
ist bekannt, dass es genau einen Satz von reellwertigen Polynomen Lﬁf“) jeweils vom Grad
n gibt, die der Orthogonalitétsrelation

(1.15) / "L 1@ g)enetag = L0t

nl 5mn7 m,n < NO;
O .

geniigen [Mhaskar, 1996, Satz 1.1.2]. Dies sind die verallgemeinerten Laguerre-Polynome,
zu denen der geschlossene Ausdruck

"L (—1)F (n +

(1.16) L =3 s

k=0
angegeben werden kann [Andrews et al., 1999, Gl. 6.2.2]. Hierbei wird fiir v € Rund k € Z
der verallgemeinerte Binomialkoeffizient

)5’“, ¢ € [0,00),

viv—1)(v—2)---(v—k+1)/k!, wenn k>0,
v
</~c> =<1, wenn k = 0,
0

sonst,

verwendet. Die verallgemeinerten Laguerre-Polynome lassen sich auch mithilfe der konflu-
enten hypergeometrischen Funktion ; F darstellen:
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Lemma 1.4.1 (s. [Abramowitz und Stegun, 1972, GIl. 13.6.9]). Es seien n € Ny
und o > —1. Dann gilt

L (e) = (”+ O‘>1F1<—n; |4 as).

n

Aus der Definition folgt unmittelbar, dass fiir jedes n € Ny bei festem o > —1 die
ersten n + 1 Polynome L(()a), . ,L%a) eine Basis des II,,([0,00)) bilden. Von besonderer
Bedeutung ist fiir uns ferner die Tatsache, dass die verallgemeinerten Laguerre-Polynome

der speziellen Drei- Term-Rekursionsformel
(117) (k+DLEL ) = @k +a+1-OL () — (k+a) LY (), §€[0,00), keN,

geniigen [Andrews et al., 1999, Gl. 6.2.5]; diese Rekursionsformel ermdglicht uns ndmlich
eine schnelle und genaue Berechnung der verallgemeinerten Laguerre-Polynome. Der Be-
trag dieser Polynome lésst sich wie folgt abschétzen:

Lemma 1.4.2 (vgl. [Abramowitz und Stegun, 1972, Gl. 22.14.13]). Fir o > 0 gilt

n+ o
n

\L&“’(é)\é( )ef/Z, £ € [0, 00).

Mithilfe von (1.16) kénnen wir die verallgemeinerten Laguerre-Polynome zwanglos auf
die gesamte reelle Achse fortsetzen. Die folgenden zwei Hilfssétze sind fiir uns niitzlich.

Lemma 1.4.3 (s. [Abramowitz und Stegun, 1972, Gl. 22.12.7]). Es gilt stets

> (m i a) L€y (1 —p)™ ™ = LD(y).

m-—n
n=0

Lemma 1.4.4 (vgl. [Andrews et al., 1999, Gl. 6.2.4]). Es gilt fir || < 1 die Formel

SOLO©un = (1) e TS,
n=0

Die Konvergenz ist hierbei absolut.

Das folgende Resultat, das wir spéter brauchen, zeigt uns abschlieend, dass die ver-
allgemeinerten Laguerre-Polynome bei festem Parameter und negativem Argument ein
subexponentielles Wachstum beziiglich des Grades n aufweisen.

Lemma 1.4.5 (vgl. [Szegd, 1975, Satz 8.22.3]). Bei festem o und & > 0 gilt

na/2-1/4  o—€/2 1

L (-¢) = NG ga/2+1/4e2¢775<1+(9(\/1ﬁ>> (n — 00).

Diese Abschitzung ist auf endlichen, abgeschlossenen Intervallen gleichmidfig erfillt.?

9Zum Sprachgebrauch vgl. [Berg, 1968, S. 5].
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1.5 Konstruktion der SGL-Funktionen und Nachweis der
Basiseigenschaft

Bevor wir in Definition 1.5.1 die SGL-Basisfunktionen formell einfiihren, vollziehen wir auf
Grundlage von Ritchie [2011, Abschn. 2.1.13] deren Konstruktion aus den Kugelflichen-
funktionen und den verallgemeinerten Laguerre-Polynomen nach. Zu diesem Zweck schrei-
ben wir das Skalarprodukt (E.2) des in (E.1) definierten Hilbert-Raums H mithilfe der in
Abschnitt 1.1 eingefithrten Kugelkoordinaten als

(1.18) (fig)m —/ / / f(r,9,9)g(r, 0, o) de singd ddr’e " qr.

Das Integrationsgebiet der zwei inneren Integrale identifizieren wir mit der Einheitssphére
S? (vgl. Gl.1.1). Fiir die Konstruktion von Orthogonalpolynomen in H bietet sich eine
Separation des Radius r von den Winkeln ¢ und ¢ an: Wir machen den Produktansatz

Pj(r’797 90) = RJ(T)Sj(ﬁaso)

fiir eine jede SGL-Basisfunktion P;. Der radiale Teil ; und der sphérische Teil S; von P;
sollen dabei selbst wieder Polynome auf der positiven Halbachse [0, o0) bzw. der Sphiire S?
sein. Dariiber hinaus ist es wiinschenswert, dass die R; und S; voneinander unabhéngige
Orthogonalitétsrelationen erfiillen: Wir fordern

(1.19) / Rj(T)Rk(T)T2e_T2dT = Ojks

(1.20) / / S; (9, 0) Sk(9, p)dp sinddd = &y

Entsprechend (1.18) erhalten wir auf diese Weise ein Orthonormalsystem in H.

Ein Vergleich von (1.20) mit (1.1) macht sofort klar, dass die Kugelflichenfunktionen
eine gute Wahl fiir den sphérischen Part §; sind. Wir setzen also formal S; = Y.
Damit ist (1.20) erfiillt. In einem néchsten Schritt wird die Kugelflichenfunktion Y, radial
erweitert. Die Losung der Schrodinger-Gleichung!'? fiir das Wasserstoff-Atom motiviert hier
den Ansatz [Biedenharn und Louck, 1981, Abschn. 7.4]

Rj(r) = R§a)(r) = N](a) ro‘Lg.aH/Q)(rQ).

Indem wir o := [ setzen, erhalten wir mit der Substitution ¢ = r? in (1.15) die Orthogo-
nalitétsrelation

> ! 2 I'(j+1+3/2) D2
/0 RE)(T)RI(C)(T)ﬂe dr = ST {N]()} k-
Waihlen wir als Normierungskonstante also

2k!

o .
Ny = | —mM8
j T(k+1+3/2)

so ist (1.19) erfiillt. Man beachte, dass die Polynome Ry) reellwertig sind.

Frwin Rudolf Josef Alexander Schrédinger (1887 in Wien, Osterreich, +1961, ebd.)
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An dieser Stelle ist es wichtig zu bemerken, dass man nicht erwarten kann, ein Polynom
auf R3 zu erhalten, indem man ein Polynom auf S? mit einem Polynom in r erweitert.

Tatséchlich sind die Funktionen Rg-l) (1) Yim (9, ) aber Polynome vom Grad 2j + [ auf R3,
wie man sich leicht iiberlegt (vgl. Lemma 1.1.12 und beachte, dass L§l+1/2) (r?) stets ein
Polynom vom Grad 2j auf R3 ist). Durch die Wahl j :==n — [ — 1, n > [, die durch Satz
1.5.2 nachtraglich motiviert wird, erhalten die SGL-Basisfunktionen nun ihre endgiiltige

Gestalt:

Definition 1.5.1 (SGL-Basisfunktionen). Die sphdrische Gauf-Laguerresche Basis-
funktion der Ordnungen n € N, I € {0,...,n — 1} und m € {—I,...,l} wird definiert
als

Hnlm : Rg — C, Hnlm(rv 197 90) = nl Rnl(r) lem(ﬁv 90)

mit der Normierungskonstanten

] _ |
N, = 2(n—1-1)!
I'(n+1/2)
und dem Radialteil
Ry(r) = ngll_/f)(ﬂ)rl.

In Satz E.1 haben wir gesehen, dass der Raum IT(R?) der Polynome auf R? dicht im
Raum H ist. Die SGL-Basisfunktionen bilden ein polynomielles Orthonormalsystem in
H. Der niichste Satz zeigt uns, dass es sich bei den SGL-Basisfunktionen sogar um eine
Orthonormalbasis von H handelt, was die Namensgebung im Nachhinein plausibel macht.

Satz 1.5.2 (Basiseigenschaft). Die SGL-Basisfunktionen bilden ein vollstindiges Or-
thonormalsystem in H.

Beweis. Die Orthonormalitéit der SGL-Basisfunktionen,

<Hnlma Hn’l’m’)H - 6nn’ 5ll’ 5mm’;

ergibt sich wie oben gezeigt aus deren Konstruktion. Wir weisen jetzt nach, dass die SGL-
Basisfunktionen den Raum TI(R?) der Polynome auf R? voll ausschopfen. Dazu definieren
wir als Hilfsmittel die speziellen Untervektorriume

Vi = span{Hp, : |m| <1}, l<neN,
von H. Induktiv zeigt man mit Lemma 1.1.12
2D Harmy (R%) € Vigry & -+ @ Vit

Es seien nun i,j € Ny mit j < i/2 beliebig. Indem wir l == ¢ —2jund n:=i—j5+1 >
1 — 25 = [ wahlen, erhalten wir speziell

2 3
r? Harm;2j(R”) C Viegjt1,i-2; @ -+ @ Viejj1,i-25.
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Bilden wir nun fiir beliebiges n € Ny die direkte innere Summe iiber i < n, j < i/2, so
erhalten wir mit Folgerung 1.1.11

j
(1.21) I, (R%) C @ Vieojiki1i-2j

und damit die Aussage des Satzes. O

Bemerkung 1.5.3. In der Tat gilt in (1.21) die Gleichheit, da die Polynome auf der rechten
Seite stets vom Grad kleiner oder gleich n sind.

Dieser zentrale Satz sagt aus, dass wir eine jede Funktion in H beziiglich || - ||z be-
liebig genau durch Linearkombinationen der SGL-Basisfunktionen approximieren kénnen.
Insbesondere konvergieren fiir f € H die SGL-Fourier-Partialsummen

Z|m|<l<n<B<f’ Hnlm>HHnlm, B e N,

beziiglich || - |7 gegen f, wenn B — co. Aquivalent dazu gilt auch hier die entsprechende
Parsevalsche Gleichung

||f||%{ = Z|m|<l<n€N |<fa Hnlm>H|27 f € H.

1.6 Spektralverhalten unter Rotationen und Translationen

Zum Abschluss dieses Kapitels untersuchen wir das Spektralverhalten der SGL-Basis-
funktionen unter Rotationen und Translationen. Das Rotationsverhalten ist einfacher zu
beschreiben als das Translationsverhalten: Da eine Rotation R € SO(3) offensichtlich
keinen Einfluss auf den Radius r hat, erhalten wir unter Beriicksichtigung der Definition
1.5.1 der SGL-Basisfunktionen und der Definition 1.1.16 der Wigner-D-Funktionen aus
(1.11) sofort den folgenden ersten

Satz 1.6.1 (Spektralverhalten unter Rotationen). Es sei R € SO(3). Dann gilt mit
dem in (1.10) definierten Rotationsoperator R die Formel
!
<RHnlm7 Hn’l’m’>H = Onn 6ll’D7(n)m/ (R)

Hinsichtlich des Translationsverhaltens halten wir zunéchst fest, dass sich jede Transla-
tion im R? zerlegen lisst in eine Rotation um den Ursprung, eine anschlieBende Translation
entlang der >-Achse (vgl. Abb. 1.1) und eine abschliefende Riickrotation. Dabei wird die
Translationsachse zunéchst so rotiert, dass sie mit der £»-Achse iibereinstimmt. Dann wird
die Translation entlang der £;-Achse vorgenommen. Abschliefend wird mit der inversen
Rotation wieder zuriick rotiert. Wir kénnen uns daher bei der folgenden Untersuchung auf

Translationen entlang der £o-Achse beschrianken. Dies hat den Vorteil, dass solche Trans-
lationen keinen Einfluss auf den Azimutalwinkel ¢ haben (vgl. Abschn. 1.3 u. Abb. 1.1).
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Satz 1.6.2 (Spektralverhalten unter Translationen). Es gilt mit dem in (1.13) de-
finierten Translationsoperator Ty fiir v > 0 die Formel

I+
J ﬁ N ZN y ll/
(To(0) ot o)1= G (1)1 E 2 B0 (210"
k=|l—U|

n—l—1 ;
(=1)7 ( n—=1/2 \D(p+j+1/2) (nnirk)
' (n—l—l—j>(k+3/2) ’ e

J=0

mit den in Lemma 1.3.10 angegebenen Koeffizienten A,(i,”lm), der Hilfsvariablen p = n'+

(I =1+ k)/2, sowie den Hilfsfunktionen C;nn’ll/k), welche gegeben sind durch

C(nn/ll/k)(y) — < oF (G p—ntpp—n—j+L-1)(—p+k—j+1), [ —j—p 2
’ = Pk +3/2)y n—p=p
wenn p € N, bzw. C](-nn,”,k)(y) = 0 sonst.

(nn'll'k)

Man beachte, dass im Fall y = n speziell Cj = 1 gilt. Fiir den Beweis dieses Satzes

bendtigen wir zwei technische Lemmata. Das erste stammt aus der Theorie der endlichen
Differenzengleichungen.

Lemma 1.6.3. Es sei p ein Polynom vom Grad echt kleiner n € N. Dann gilt
>0 (1) ol = .
k=0

Beweis. Fiir ein beliebiges Polynom vom Grad hochstens n € Ny stimmt der obige Aus-
druck als Vorwéartsdifferenz n-ter Ordnung mit der n-ten Ableitung des Polynoms iiberein
(vgl. [Levy und Lessman, 1992, Abschn. 1.4]). O

Lemma 1.6.4. FEs sei n € Ng. Dann gilt
F(n+1/2) = Vr(n+1),47"

Beweis. Dies folgt aus der Funktionalgleichung I'(z + 1) = 2I'(z), z € C\ {0,—1,-2,...},

mit I'(1/2) = /7 [Andrews et al., 1999, Gln. 1.1.6 u. 1.1.22]. O
Beweis von Satz 1.6.2. Fir x = [r,9,¢| schreiben wir im Folgenden stets z — vey =
[, ¢], wobei ey der kanonische Einheitsvektor entlang der &;-Achse sei. Weiter setzen

wir abkiirzend T,(m,”,)(u) = (T5(v)Hpim, Hyryre ) - Mit dem bekannten Satz von der ma-

jorisierten Konvergenz erhalten wir zunéchst

Ty (v) = lim / / / Rt (') Y (9, 0)e " Ry (1) Yirg (0, 0)e ™ dgp sin 9 d9r2dr.
y—0+

Mit Lemma 1.3.8 erhalten wir fiir ' > 0 hierin

(1.22) Ry (r') Vi (9, ) e 70 \/7/ B)i(Br')Yim (V' ) 82dB.
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Der erste Teil von Lemma 1.3.10 liefert mit Bemerkung 1.3.11 auf der rechten Seite

%) 11"
(1.23) QB Yin(0) = S0 S0 (=0FA (B o (Br) Y (9, ).
1"=0 k=|l—1"|

Dartiber hinaus ergibt sich auf der rechten Seite von (1.22) aus [Erdélyi et al., 1954,
Gl.8.9.5] fiir v € (0,1)

(y—1) =t (1+1/2) 3 —B2 /4y o—1—3/2
(124) nl(’y /8) nlwﬁ Ln—l—l m [§] 2 .

Fiir v = 1 lautet die Formel [Erdélyi et al., 1954, Gl. 8.9.2]

an

2n—I1—2 —B2/4 9—2n+1+1/2
(n—1-1)! p ¢ 2 ’

(1.25) Ryu(1;5) =

In der obigen Formel fiir T( il m') (v) konnen die Integrale beziiglich r, 9 und ¢ vertauscht
werden. Zusammen mit Lemma 1.3.6 zeigt uns (1.24), dass nach Einsetzen von (1.22) in
die Formel auch eine Vertauschung der Integrale beziiglich » und 3 erlaubt ist. Mit dem
Satz von Tonelli! erhalten wir mit (1.22) und (1.23) durch zweimaliges Vertauschen der
Integrationsreihenfolge unter Beriicksichtigung des zweiten Teils von Lemma 1.3.10 und
Definition 1.3.7 somit

00 o) 00 l+l//
(Mm/) . . 2 ~ k ll” )
(1.26) T, .y’ (v) _vlg&\/;/o /0 Ru(v:B) Y. > (= A 5 St
1"'=0 k=|1—1"|
X jk(Bv) jir (Br) ﬁQdﬁRn/l/ (r) re " dr
I+l

= Gt Y (DALt [ Ror(38) Rune(158) () 825,

—0+
ke=|i—1/| K 0

— Ilinn’ll/) ('Y;V)

wobei der Grenzwert lim_,o4 1, ,inn/”/)(’y; v) zu untersuchen bleibt. Die beiden Kronecker-
Symbole 6y und d,,, ergeben sich hierbei aus der Orthonormalitit der Kugelflichen-
funktionen. Wegen Bemerkung 1.3.12 kénnen wir uns im Folgenden auf den Fall [ — I'+ k
gerade zuriickziehen. Es gilt dann pp=n'+ (I — '+ k)/2 € N und

o / o
(1.27) u21+l’+ll2+kzl+l+l+2”l|21+l.
Wir zeigen jetzt
(nn/1'), . _ (_1\n—i—-1 kﬁ anNn’l’

(1:28) fim L7 (i) = (S0 S

n—{—1 ;
(=) ( n-1/2 F(M +7+1/2) (' 'K) )

= ‘ n—1l—-1—j5) T(k+3/2) J

"Teonida Tonelli (x1885 in Gallipoli, Ttalien, +1946 in Pisa, ebd.)
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mit den im Satz angegebenen Hilfsfunktionen C](nn/ll/k). Indem wir (1.24) und (1.25) in

(nn’ll’)(

das Integral I}, ;) einsetzen, erhalten wir

1711 N 171 — j n — 1/2 7 7 .
I(nn wy, . — (1 n—Il—1 N l 2—2n—l+l—2j—1
e A o T n—l—1-j

. . O g4y , S o
x 4TI (1 - v>"‘l‘]‘1 / e_¥52jk<6u> gl g,
0

n/1’
= 7 ()

wobei wir zusétzlich die geschlossene Darstellung (1.16) der verallgemeinerten Laguerre-
Polynome benutzt haben. Die Integrale J j(” e (v;v) auf der rechten Seite 16sen wir mit
[Erdélyi et al., 1954, Gl. 8.6.14] zu

O ey \/? Dp+j+1/2)( v u+j+1/222n/+l—l/+2j—1/2
j ’ 2 T(k+3/2) \1+~

xykefﬁyzlﬂ —u+k—j+1;k+3/2;7ry ).
I+~

Wir untersuchen nun das Verhalten von

n—l—lyk ﬁ anNn’l’ u—n 0 2

(129) 17" (y5v) = (1) L —r—1 ¢
n—I[-1 j " — . '
S )R

=0

x (1= R (— ptk =g Lk +3/2

g 2
+7
im Grenzwert v — 04. Da die rechte Seite den Faktor v#~™ enthéilt, unterscheiden wir drei

verschiedene Fille. Gilt k > 2(n—n') =1+, soist p—n > 0 und lim,_,o4 I,gnn w )( v) =0,
da aus der Definition 1.2.1 der hypergeometrischen Funktion ; F}

. . T2
1. lim (Fi(—p+k—j+1:k 2: -1
(1.30) Jin 1 1( p+k—j+1,k+3/ ,1+7V)

folgt. Ist andererseits k = 2(n —n') — 1+ 1, so gilt p —n = 0 und
ey i1k VT N Npw
S L ) = CO T T )

"L (-1 n—1/2 \T(u+j+1/2)
. Z <n—z—1—j> T(k+3/2)

Jj=0

was sich ebenfalls aus (1.30) ergibt.
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Gilt nun k < 2(n —n') =1+, so ist p —n < 0. In diesem Fall kénnen wir (1.30) nicht
ohne Weiteres verwenden. Stattdessen nehmen wir die Potenzreihendarstellung

(1.31) L+ T PA=7)7 =) <_jq_ p) 2F1(j,—q;1—q—p—j;—1)7*

q=0

als Ausgangspunkt, die sich ergibt, indem man die Cauchysche'? Produktformel auf die
zu (14++)777P und (1 —~) 7 gehérigen Binomialreihen anwendet. Die Potenzreihe auf der
rechten Seite von (1.31) besitzt den Konvergenzradius Eins, konvergiert fiir |y| < 1 also
absolut. Durch Einsetzen von (1.31) in (1.29) erhalten wir mit der Definition 1.2.1 der
hypergeometrischen Funktion 1 £} nach Umsortieren der Potenzen von -y

(nn' W) n—l—1 k\f anN T 1
1.32 I sv)=(—1 —————¢ 1 I'(k 2
oo 2PE(nnl” k)
1 n— 1/2 n -1 pt+qtpu—mn

X (1+7)7 Z Pk +3/2),

mit
nflfl ;
—1/2

1. nnllk o n r ; 1/2
(1.33) (L reri

Jj=
. —J=p . N
x(—u+k—y+1)p< . >2F1(J,—q,1—q—p—,7,—1)-

nn/ll'k)

Bevor wir nun den Grenzwert v — 0+ bilden, weisen wir Ez(v =0firp+g<n—pu

nach. Zu diesem Zweck zeigen wir mit Lemma 1.6.4 zunéchst
n—1/2 B I'n+1/2)
n—Il—1—-35) (n—I1-1-H)T1+j+3/2)
4—nH++1 (n+1),
(n—1=1=DW+j+ 2541

Wieder mit Lemma 1.6.4 ergibt sich, da u € N,

T(n+j+1/2) = Va(u+j+1us 4.

Die Abschiitzung (1.27) zeigt uns damit

n—1/2 . _ WVt D 0+ T+ Dty pentisn
(1.34) (n—l—l—j)r(’u—i_‘y—i_l/m C (n=l-1— ) (l+]+2)l+y+14u o
= (n\/_?rl(rii D il (L+7+3/2)u1 142"

Aus der Definition 1.2.1 der hypergeometrischen Funktion o7 erhalten wir weiter

(1.35) <_jq_p)2F1(j, ~¢l—j—q—p—1)= ql,Z(l)s(Q)s(lpq+sj)qs(j)s-
T s=0

12 Augustin-Louis Cauchy (%1789 in Paris, Frankreich, +1857 in Sceaux, ebd.)
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Ein Einsetzen von (1.34) und (1.35) in (1.33), anschlieendes Vertauschen der Summati-
onsreihenfolge und Erweitern mit (n — [ — 1)! ergibt schlieBlich

17/ +1
k) _ g2u- n VT(n+ 1),
P4 (n—1—1)! qlz

n—{—1 n—1-1
xZ<—1>f( j )<Z+j+3/2>u_z_1<—u+k—j+1>p<1—p—q+s—j>qs<j>s.
=0

Es kann (I+j+3/2)y——1(—p+k—75+1),(1—p—q+s5—7j)g—s(j)s als Polynom vom
Grad p+ g+ pu — | — 1 ausgewertet an der Stelle j aufgefasst werden. Daher erhalten wir
mit Lemma 1.6.3 nun wie behauptet EZSZ"'”"“) =0firp+qg<n-—pu.

Insgesamt haben wir damit gezeigt, dass die Doppelreihe in (1.32) als Potenzreihe in 7y
mit Konvergenzradius Eins verstanden werden kann, die als solche auf kompakten Teilmen-
gen von [0, 1) gleichm#Big konvergiert. Dies erlaubt uns eine gliedweise Grenzwertbildung
v — 04. Da alle Summanden mit p+q > n— u bei dieser Grenzwertbildung verschwinden,
bleiben nur die Summanden erhalten, bei denen p + ¢ = n — u gilt. Dies bedeutet

(nn1l") et g VT N N - (nn/1l'k)
R N Py 'Z k:+3/2 p(n—p)=p’

Ein Einsetzen von (1.33) und Umstellen zeigt auch in diesem Fall (1.28). Die Behauptung
des Satzes ergibt sich nun durch Einsetzen von (1.28) in (1.26). O

Bemerkung 1.6.5. Ritchie [2005] leitet mit der gleichen Strategie das Analogon des obigen
Satzes fiir die GTO-Basisfunktionen her (vgl. auch [Ritchie, 2011, Abschn. 3.4.2]). In unse-
rem Fall ist die Herleitung allerdings technisch deutlich aufwendiger, da an entscheidender
Stelle nichtkonvergente Integrale entstehen. Aus diesem Grund haben wir in Definition
1.3.7 das konvergenzerzeugende GauB-WeierstraB-Gewicht exp(—~¢?) eingefiihrt. Fiir die-
se Anderung kommen wir durch die nachtriigliche Grenzwertbildung v — 0+ auf.

Bemerkung 1.6.6. Wegen des Kronecker-Symbols 0,,,,» in (1.26) und Bemerkung 1.3.12
hangt T( /”/)(V) nur von |m| und nicht von m’ oder dem Vorzeichen von m ab. Dies er-
leichtert den Umgang mit diesen Koeffizienten. Man beachte, dass die im Satz auftretenden
hypergeometrischen Funktionen o F tatséchlich nur Polynome sind (vgl. Bem. 1.2.2).
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2 Basale Algorithmen und schnelle SGL-Fourier-
Transformationen fiir regulire Daten

In diesem Kapitel wenden wir uns erstmals dem Hauptziel dieser Arbeit zu, der Entwick-
lung schneller Fourier-Transformationen fiir die SGL-Basisfunktionen. Diese Algorithmen
berechnen die SGL-Fourier-Koeffizienten fnlm = (f, Hpim) g sogenannter bandbegrenzter
Funktionen f € H (Def. 2.1.1) auf diskrete Art und Weise, d. h. in endlich vielen Schritten,
aus abgetasteten Funktionswerten der Funktion f. Die Algorithmen dieses Kapitels sind
dadurch charakterisiert, dass f hierbei an den Knoten eines speziellen Gitters abgetas-
tet werden muss. In dieser Hinsicht unterscheiden sich die Algorithmen grundlegend von
denen in Kapitel 3. Das Arbeiten mit speziellen Gittern hat auf der anderen Seite den
Vorteil, dass die Algorithmen dieses Kapitels exakt sind, d. h. fehlerfrei bei angenommener
exakter Arithmetik. Wir gehen wie folgt vor: In Abschnitt 2.1 leiten wir eine Quadra-
turformel fiir die SGL-Fourier-Koeffizienten bandbegrenzter Funktionen her. Das darauf
basierende SGL-Abtasttheorem (Satz 2.1.12) bildet die Grundlage der diskreten SGL-
Fourier-Transformation (Def. 2.2.1). In Abschnitt 2.2 entwickeln wir die schnellen SGL-
Fourier-Transformationen (Satz 2.2.26, Alg. 2.8) und deren Inverse (Flg. 2.2.27, Alg. 2.9).
Die Grundidee ist dabei eine Separation des Radius r von den Winkeln ¥ und ¢, sowie
die anschlieflende Verwendung einer schnellen sphirischen Fourier-Transformation (Ab-
schn. 2.2.4) und des Clenshaw-Algorithmus (Abschn. 2.2.5). Abschliefend demonstrieren
wir in Abschnitt 2.3 die Praxistauglichkeit der schnellen Algorithmen anhand von nume-
rischen Tests. Grofle Teile dieses Kapitels wurden in [Prestin und Wiilker, 2017] bereits
veroffentlicht.

2.1 Ein SGL-Abtasttheorem

Wir beginnen direkt mit der Definition der oben erwéhnten bandbegrenzten Funktionen,

fiir die wir im Folgenden ein Abtasttheorem herleiten.

Definition 2.1.1 (Bandbegrenzte Funktionen). Es sei f € H. Die Funktion f heifit
bandbegrenzt mit der Bandbreite B € N, wenn fnlm =0 fir n > B gilt.

Bandbegrenzte Funktionen haben also, wie eingangs erwihnt, stets nur endlich viele
von Null verschiedene SGL-Fourier-Koeffizienten; es handelt sich demnach um endliche
Linearkombinationen der SGL-Basisfunktionen. Dies erlaubt es uns, die SGL-Fourier-
Koeffizienten frim, |Im| < 1 < n < B, einer Funktion f mit Bandbreite B auf diskrete
Weise ezakt zu berechnen. Die besondere Struktur der SGL-Basisfunktionen bringt es mit
sich, dass wir dazu eine Quadraturformel auf der Sphére mit einer Quadraturformel fiir
das radiale Gewicht exp(—7?) auf der positiven Halbachse [0, 00) kombinieren kinnen. Auf
diesem Wege erhalten wir eine Quadraturformel fiir die SGL-Fourier-Koeffizienten von f.
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Abbildung 2.1. Abtastwinkel ¥; und ¢}, des sphérischen Abtasttheorems von Driscoll
und Healy (Satz 2.1.2) fiir (links) n = 16 und (rechts) n = 32, darge-
stellt als Punkte auf S? (vgl. Abb. 1.1).

Im Folgenden besprechen wir zuerst eine spezielle sphérische Quadraturformel, die heute
in der Praxis fest etabliert ist (Abschn. 2.1.1); sie bildet den Ausgangspunkt fiir die in die-
ser Arbeit verwendeten schnellen sphérischen Fourier-Transformationen. Fiir den radialen
Teil eignet sich besonders eine Gaufl-Quadraturformel; diese soll anschlielend besprochen
werden (Abschn. 2.1.2). In Abschnitt 2.1.3 leiten wir dann das SGL-Abtasttheorem her.

2.1.1 Die sphirische Quadraturformel von Driscoll und Healy

In ihrer mittlerweile als klassisch anzusehenden Arbeit wurde von Driscoll und Healy [1994]
das folgende Abtasttheorem hergeleitet. Es lehrt uns, wie man die Fourier-Koeffizienten
(p, Yim)s2 eines sphirischen Polynoms p auf diskrete Weise berechnen kann.

Satz 2.1.2 [Driscoll und Healy, 1994, Satz 3]. Es seien n € N und p ein Polynom
vom Grad héchstens n — 1 auf S%, d.h. p € span{Yy,, : |m| <1 < n}. Dann geniigen die
sphdarischen Fourier-Koeffizienten von p der Quadraturformel

2n—1
(2.1) (0. Yim)sz = Y Bip(;, k) Yim (05, 0k), Im| <1 <mn,

§,k=0
mit den Abtastwinkeln ¥; = 0, = (2§ + 1)n/4n und o, = @rn = kn/n, sowie den
Quadraturgewichten

. n—1 . .
B _ 2msind; sin((2¢ 4+ 1))
(22) 5] - Bﬁn T n2 ;0: 2% +1 .

In Abbildung 2.1 sind die Abtastwinkel ¥; und ¢}, fiir n = 16 und n = 32 dargestellt.

Abbildung 2.2 zeigt die dazugehorigen Gewichte 3;. Wir wiederholen den mit funktio-
nalanalytischen Mitteln gefiihrten Beweis von Satz 2.1.2 hier nicht. Stattdessen nehmen
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Abbildung 2.2. Quadraturgewichte 8; des sphérischen Abtasttheorems von Driscoll und
Healy (Satz 2.1.2) fiir (links) n = 16 und (rechts) n = 32. Man beach-
te, wie die Gewichte die hohere Dichte von Abtastwinkeln an den Polen
von S? kompensieren (vgl. Abb. 2.1): Je dichter die Abtastwinkel liegen,
desto kleiner werden die dazugehorigen Gewichte.

wir das folgende Resultat mit auf, das die Praxistauglichkeit der Quadraturformel (2.1)
nachtréglich unterstreicht.

Lemma 2.1.3. Die durch (2.2) gegebenen Quadraturgewichte sind positiv, d.h. es gilt
stets 3 > 0.

Beweis. Wir fithren hier einen elementaren Beweis dieser bekannten Aussage. Es sein € N
gegeben. Zunéchst halten wir fest, dass 0 < ¥; < 7 und dementsprechend sinv; > 0 gilt
(j=0,...,2n — 1). Weiter zeigen wir

sin((2k + 1)1, ) - — 1 i(2j+1)(2k+1)7 /4n
2k + 1 ™D e

n—1

M
\

k=0

nol o p(2j4+1)w/4 1
-~ 1 1(2k+1)w/n
sz(n/o Qo+ 5

(2j+1)m/4
= nL %e/ 1w/n Z el2kw/ndw
0 k=0

(2j+1)m/4 2iw _ 1
= 9%/ T
0

elw/n _ g—iw/n
(2j+1)m/4
— (2n)7! / sin(2w) g,
0 sin(w/n)

Indem wir auf der rechten Seite (/2 fiir w substituieren, erhalten wir die Integraldarstellung

n—1

sin((2k + 1)9;) _y [URYDT ging
(2.3) Z 1 = (4n) /0 Mdg.

Um die Positivitidt der rechten Seite von (2.3) zu zeigen, unterscheiden wir vier ver-
schiedene Fille: j < n oder j > n, j gerade oder ungerade. Der Grund fiir die erste
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Unterscheidung ist, dass der Nenner sin({/2n) auf dem Intervall [0,7n) streng monoton
wachsend und auf dem Intervall (7n,27n] streng monoton fallend ist. Dariiber hinaus
ist sin(¢/2n) auf dem ganzen Intervall [0,(j 4+ 1/2)w] C [0,27n] nichtnegativ, was die
Untersuchung vereinfacht.

Es sei nun j < n. Wir setzen x; := 0, wenn j gerade ist, und x; := 1, wenn j ungerade
ist. Zwei einfache Abschéitzungen zeigen

GH1/27 gin ¢ GHR)™ gin ¢
L e [ wem

(G+rj)/2-1 1 @k+1)r  p2(k+1)7
> . —I-/ }sinCdC = 0.
kzzo sin((2k + 1)m/2n) { /ka (2k+1)7

Ist andererseits j > n, so erhalten wir mit der Substitution ( = 27n — & unter Beriicksich-
tigung der Identitét sin((27rn — §)/2n) = sin(£/2n)

(j+1/2)w sm( B 27n 27n sm§ 2n—j—-1/2)w Slnf
b S Yt i

Wir koénnen dann wie oben argumentieren. O

Bemerkung 2.1.4. In der Vergangenheit sind viele alternative sphérische Abtasttheoreme
vorgestellt worden, die zum Teil mit einer geringeren Anzahl an Abtastwinkeln auskom-
men (s. z. B. [McEwen und Wiaux, 2011]). In der Regel sind solche Abtasttheoreme di-
rekt mit einer Klasse von schnellen sphérischen Fourier-Transformationen verbunden. Das
Verhiltnis der Anzahl an Abtastwinkeln zur Anzahl an sphérischen Fourier-Koeffizienten
bei Driscoll und Healy lasst sich jedoch nicht substantiell verbessern: beide wachsen wie

n2.

2.1.2 Die GauB-Quadraturformel fiir den Typ [;° f(&)exp(—£&?)d¢

Wir betrachten im Folgenden das klassische Hermite-Gewicht exp(—¢?2) auf der positi-
ven Halbachse [0,00), anstatt wie iiblich auf ganz R. Aus der Theorie der univariaten
Orthogonalpolynome ist bekannt, dass es genau eine Familie von Orthogonalpolynomen

(24) pn(f) = ’Ynfn"”)/n—lgn_l"i‘"'"f"m; EE [0,00), Tn >0, n € Ny,

gibt, die der Orthogonalitéitsrelation

(2.5) /0 P (©)pa(€) e CdE = Gpny mum € N,

geniigen (s. [Mhaskar, 1996, Satz 1.1.3]). Fiir n € Ny ist das Orthogonalpolynom p,, also
vom Grad n. Als weitere wichtige Eigenschaft zeigt man, dass das Polynom p,, genau n
einfache Nullstellen im offenen Intervall (0, co) besitzt (s. z. B. [Mhaskar, 1996, Satz 1.2.1]).
Insbesondere halten wir fest:

Bemerkung 2.1.5. Man beachte, dass die Polynome p,, sich grundlegend von den klassi-
schen Hermite-Polynomen unterscheiden. Dies erkennt man bereits an der unterschiedli-
chen Anzahl an Nullstellen des Polynoms p,, und des n-ten Hermite-Polynoms in [0, c0).
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Um eine Quadraturformel fiir die SGL-Fourier-Koeffizienten bandbegrenzter Funktio-
nen herzuleiten, bendtigen wir in dieser Arbeit eine Darstellung von Integralen der Form
Jo"f (&) exp(—€*)d€ durch endliche Summen. Die Funktion f sei dabei ein geeigneter Inte-
grand. Dies fiihrt zu der klassischen Frage, welche Stiitzstellen £ in [0, 00) und zugehorige
Gewichte vy, fiir festes n € N zu wihlen sind, sodass die Gleichung

) n—1
(2.6) (©)ede = Y wp(&r)
/0 p kZ:O kP\Sk

fiir alle Polynome p vom Grad kleiner oder gleich einem moglichst grofien d € N Giiltigkeit
besitzt. Die Zahl d nennt man den Genauigkeitsgrad der Quadraturformel (2.6).

Da die rechte Seite von (2.6) genau 2n Freiheitsgrade hat, ist zu erwarten, dass diese
Gleichung durch geschickte Wahl der Stiitzstellen & und Gewichte vy fiir alle Polynome
vom Grad kleiner oder gleich 2n—1 erfiillt werden kann. Besonders vorteilhaft wéren dabei
durchweg positive Gewichte vj. Es zeigt sich nun, dass diese gewiinschten Eigenschaften
mittels einer Gauf$-Quadratur auf elegante Weise zu erreichen sind. Dazu definieren wir
den Christoffel-Darbouz-Kern*

n—1
(2.7) Kn(h,w) =Y pe()pr(w), 1w € [0,00),
k=0

sowie die Christoffel-Funktion \,(£) == K,(&,€)7Y, &€ € [0,00), die iiberall wohldefiniert
und positiv ist. Letzteres folgt aus der Tatsache, dass py > 0. Es ergibt sich nun als im
Grunde klassisches Resultat (vgl. [Mhaskar, 1996, Satz 1.2.2]):

Satz 2.1.6. Es sei n € N. Wdhlt man als Stiitzstellen &, = &, die Nullstellen des n-
ten Orthogonalpolynoms py, und als zugehiorige Gewichte vy, = vy, == A\p(&k), s0 gilt die
Quadraturformel (2.6) fir alle Polynome p vom Grad héchstens 2n — 1.

Folgerung 2.1.7. Unter den Voraussetzungen von Satz 2.1.6 gilt stets &, v > 0.

Beweis. Wie oben erwéhnt liegen die Nullstellen &, des n-ten Orthogonalpolynoms p,
sdmtlich in (0, 00), und die Christoffel-Funktion A, ist strikt positiv. O

Bemerkung 2.1.8. Es gibt bekanntlich keine Quadraturformel der Form (2.6), die fiir al-
le Polynome vom Grad 2n Giiltigkeit besitzt. Die durch Satz 2.1.6 gegebene Gaufische
Quadraturformel ist in dieser Hinsicht optimal.

In Abbildung 2.3 sind die Abtastpunkte &, und Gewichte vy fiir n = 32 und n = 64
dargestellt. Um die durch Satz 2.1.6 gegebene Quadraturformel in der Praxis nutzen zu
konnen, miissen wir die Abtastpunkte & und Gewichte vy, fiir verschiedene n berechnen
konnen. Dazu bendttigen wir mehr Wissen iiber die Orthogonalpolynome p,, das jetzt

'Elwin Bruno Christoffel (1829 in Monschau, +1900 in Strafburg, heute Strasbourg in Frankreich), Jean
Gaston Darboux (x1842 in Nimes, Frankreich, +1917 in Paris, ebd.)
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Abbildung 2.3. Abtastpunkte & und Gewichte v der Gau-Quadratur (Satz 2.1.6) fiir

das Hermite-Gewicht exp(—¢2) auf der positiven Halbachse [0, 00) mit
(links) n = 32 und (rechts) n = 64.

erarbeitet werden soll. Wir bemerken zunéchst, dass die Polynome p,, eine spezielle Drei-
Term-Rekursion erfiillen. Um diese anzugeben, normieren wir die Orthogonalpolynome
monisch, d.h. wir definieren Py := py /v fir k € Ny, und setzen

(2.8) T = / Oop,f(g)e—?dg, k € Ny,
0
(2.9) = T,;l/ P& ce8de,  keN,,
0
(2.10) B = Tk/Tk—b ke N.

Setzt man zusétzlich P_; := 0 und fy := 0, so lautet die Drei-Term-Rekursion [Steen et al.,
1969, GI. 2.5]

(2.11) Pk+1(§) = (f — Oék)Pk(f) — 6kPk71(€)7 fE [0,00), k¢ No.

Ein Vorteil der Rekursionsgleichung (2.11) besteht darin, dass man mit ihrer Hilfe aus
den ersten beiden Orthogonalpolynomen Py und P; sukzessiv die weiteren Orthogonalpo-
lynome Pj bestimmen kann. Auflerdem erlauben es die darin auftretenden Koeffizienten
ap und S, die Stiitzstellen & und Gewichte vg der durch Satz 2.1.6 gegebenen Quadra-
turformel zu berechnen: Fiir fest gewihltes n € N sind die Stiitzstellen £ nédmlich genau
die Eigenwerte der tridiagonalen Jacobi-Matriz?
[0 VA

VB
(2.12)
Bn—l

Bn—l Ap—1 |

(s. [Gautschi, 1997, Abschn. 2.2.5]); sie kénnen als solche z. B. mit dem QR-Algorithmus
effizient berechnet werden (s. [Kress, 1998, Abschn. 7.4]). Die zugehorigen Gewichte vy

2Carl Gustav Jacob Jacobi (x1804 in Potsdam, +1851 in Berlin)
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konnen anschlieffend mithilfe der Formel

Tn—1 dp, >1
2.13 v =
(219 = e (@

berechnet werden (vgl. [Steen et al., 1969, Gln. 2.1 u. 2.2]).
Wir bestimmen die ersten beiden Polynome Py und P; zu

(2.14) P =1,

(2.15) P& =¢c—nY2 £e0,).

Im nun beginnenden zweiten Teil dieses Unterabschnitts leiten wir nach Vorlage von
Steen et al. [1969] ein effizientes iteratives Schema zur Berechnung der Stiitzstellen &
und Gewichte v her. Als entscheidendes Hilfsmittel benutzen wir dazu die nun folgen-

de Christoffel-Darbouz-Formel fiir den Christoffel-Darboux-Kern (2.7), die auch in der
allgemeinen Theorie der Orthogonalpolynome eine wichtige Rolle spielt.

Lemma 2.1.9 (s. [Mhaskar, 1996, Satz 1.1.4]). Fir n € N gilt

Kal6v) = 22t p"(g)p”‘l(wg “LatlOn) ey e 0,00, €40,

Wir formulieren dazu die folgende, durch Grenzwertbildung v — £ leicht zu beweisende

Folgerung 2.1.10 (vgl. [Steen et al., 1969, Gl. 2.14]). Fir n € N gilt

P, dPuy,.. R PO
dig(g)Pnfl(E) — Pu(§) ae (§) = T ]Z; ]7'7]', § €10,00).

In einem ersten Schritt halten wir fest, dass in der Drei-Term-Rekursion (2.11) speziell
(2.16) Pk+1(0) = —Ozkpk(()) — ﬁkpkfl(()), k € Ny,

gilt. AuBerdem erhalten wir nach Multiplikation von (2.11) mit Pj_1(¢)exp(—£2) und
anschlieBender Integration unter Beachtung der Orthogonalititsrelation (2.5) mit (2.10)

oo
2
= [(A@Pa©Cd  keN
0
Mit partieller Integration folgt hieraus

P (0) Pr—1(0 1 [*dP 2
ey L GG

Das Integral auf der rechten Seite l6sen wir unter Beriicksichtigung der Orthogonalitéits-
relation (2.5) mit Folgerung 2.1.10 und (2.8) zu

A d(f?(f)Pk_1(€)e—£2d§ = ng“(g)Pk_l(g)pk(@ di"z—l(g)e‘52d§
k—1 -
= Tp -1 [ p2e)e€4d
Tk—1 ;7‘] /0 f (&)e 3
== ka*l-
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Algorithmus 2.1. Vorberechnungen fiir die Gau-Hermite-Quadratur auf [0, co)

Eingabe: n € N
Ausgabe: Stiitzstellen £ > 0 und Gewichte v, >0, k=0,...,n—1

for k=1ton—1do
Berechne aj, und Sy mittels (2.18) bzw. (2.10) aus 75x_1, 7% und P (0);
Fiir £ <n — 1 berechne Py;1(0) mittels (2.16) aus ag, Bk, Pr(0) und Py_1(0);
Fiir kK < n — 1 berechne 751 mittels (2.17) aus Py11(0), Pg(0) und 7;

end

Berechne &, k =0,...,n — 1, als Eigenwerte der Jacobi-Matrix (2.12);

Berechne v, k =0,...,n — 1, mittels (2.13).

Daraus folgt die niitzliche Rekursionsgleichung

PL(0)P_1(0) | K
’“()2’“()+27k1, keN.

(2.17) T =
Partielle Integration in (2.9) liefert mit der Orthogonalititsrelation (2.5) noch

P2(0
(2.18) a = k2( )r,;l, k € N.

Aus den Gleichungen (2.8), (2.10), (2.14), (2.15), (2.16), (2.17) und (2.18) ergibt sich nun
folgendes iteratives Vorgehen: Im ersten Schritt bestimmt man 79 = +/7/2 mittels (2.8)
und (2.14), woraus mit (2.18) und (2.14) sofort ap = 1/4/7 folgt. Im néchsten Schritt ergibt
sich mit (2.17) aus (2.14), (2.15) und dem Wert 7y der Wert 7 = (y/7/4) — 1/(2/7). Aus
den Werten

T0, T1, Pl(o)

bestimmt man nun mittels (2.18) und (2.10) die Rekursionskoeffizienten «; und ;. Diese
ergeben mit (2.16) den Wert P5(0). Mit den Werten P;(0), P>(0) und 71 erhélt man mit
(2.17) den Wert 5. Aus den Werten

T1, T2, PZ(O)

bestimmt man mittels (2.18) und (2.10) nun wiederum den Wert der Rekursionskoef-
fizienten as und (2. So fortfahrend erhélt man die Werte aller Rekursionskoeffizienten
QQy -« Qn—1; B1, .-+, Bn—1, und damit die Polynome F,,_; und P,. Wie oben beschrieben
konnen daraus die Stiitzstellen & und Gewichte v der durch Satz 2.1.6 gegebenen Gauf3-
schen Quadraturformel berechnet werden. Das komplette Vorgehen ist in Algorithmus 2.1
noch einmal zusammengefasst. Wir erwiahnen noch:

Bemerkung 2.1.11. Bei genauerer Betrachtung des oben beschriebenen Verfahrens zeigt
sich dessen unmittelbare Ubertragbarkeit auf andere Familien von Orthogonalpolynomen.
Tatséchlich wird das Vorgehen in allgemeiner Form z. B. schon in [Hildebrand, 1956, Ab-
schn. 8.4] angedeutet.
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2.1.3 Herleitung des Abtasttheorems

Indem wir die Sétze 2.1.2 und 2.1.6 miteinander kombinieren, erhalten wir nun das fol-
gende SGL-Abtasttheorem, das fiir die Algorithmen dieses Kapitels von grundlegender
Bedeutung ist.

Satz 2.1.12 [Prestin und Wiilker, 2017, Satz 3.4]. FEs sei f € H eine bandbegrenz-
te Funktion mit Bandbreite B. Dann geniigen die SGL-Fourier-Koeffizienten von f der

Quadraturformel
2B-1

(2.19) Frim = > 0ir? B £(ri, 95, 0%) Hum (riy 95, 0k), Im| <l<n<B,
1,3,k=0

wobet «; = viop und r; = & op die Gewichte bzw. Stiitzstellen der durch Satz 2.1.6

gegebenen Gaufs-Quadratur bezeichnen, wihrend ¥; = 9; B, ¢r = prp und B3; = B;p die
Abtastwinkel bzw. Gewichte der sphirischen Quadraturformel in Satz 2.1.2 sind.

Beweis. Es ist nur zu beachten, dass bei festem r; die eingeschrinkte Funktion f(r;,-,-)
ein Polynom vom Grad echt kleiner als B auf S? ist, wihrend bei festen Winkeln 9; und
¢y, die Funktionen f(-,9;,¢x) und Hym (-, 94, ¢x) Polynome vom Grad hochstens 2B — 2
auf [0, 00) sind. O

Fiir die Bandbreiten B = 16 und B = 32 ergeben sich die Abtastpunkte [r;, ¥}, pi] aus
den in Abbildung 2.1 gezeigten Abtastwinkeln 9J; und ¢}, zusammen mit den in Abbildung
2.3 gezeigten Abtastradien r;. Ein besonderer Vorteil der Quadraturformel (2.19) ist die
Tatsache, dass die darin auftretenden Gewichte positiv sind.

Folgerung 2.1.13. In Satz 2.1.12 gilt stets air?b’j > 0.

Beweis. Dies folgt sofort aus Lemma 2.1.3 und Folgerung 2.1.7. O

2.2 Schnelle SGL-Fourier-Transformation (FSGLFT)

Ausgehend von unserem SGL-Abtasttheorem (Satz 2.1.12) definieren wir nun die diskrete

SGL-Fourier-Transformation. Dazu identifizieren wir das Tripel [n,l,m], |m| <1 <n < B,

mit p € {0,...,B(B+1)(2B+1)/6 — 1} vermoge des eineindeutigen Zusammenhangs
nin—1)2n —1)

po= 5 +IU(l+1)+m.

Dies erlaubt es uns, die Indizes n, [ und m als Funktionen von p aufzufassen:

n(u) = U§ coshGarcosh (36\/§u>> + ;J

2.20) o — N 0000 - @G D)

n(w)(n(p) —1)(2n(p) — 1)
6

m(p) = p— — () (1) +1).
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Dariiber hinaus identifizieren wir [i,7,k] € {0,...,2B — 1}3 mit v € {0,...,(2B)® — 1}
mithilfe des bijektiven Zusammenhangs

v = (2B)%*i +2Bj + k.

Wir kénnen die Indizes 4, 7 und k& dann als Funktionen von v verstehen:

1 — 2B
i(v) = 2B (1/— v mod 2B — 2B (1/1/;;)(1 mod 23)) )
. v — v mod 2B
jv) = Y S— mod 2B,

k(v) = v— (2B)%i(v) — 2Bj(v) = v mod 2B.
Es sind im Folgenden [r;, 9}, px] die Abtastpunkte aus Satz 2.1.12 und a;72f; die dazu-
gehorigen Quadraturgewichte.
Definition 2.2.1 (DSGLFT). Es seien B € N und

c R(2B)3 x(2B)3

— diae a2 3.
W = diag [irinBio)] e

3
Hg = | Hou im0 (10 9500 P60) | it BB 12 1) 51 € CEEFDREFD/OXEE,
v=0,...,(2B)3 -1
Die Abbildung HgWp : C@B)* _, CBBDE2B+)/6 heift diskrete SGL-Fourier-Transfor-
mation (DSGLFT fiir discrete SGL Fourier transform).

Wir kénnen das Prinzip der DSGLFT auf folgende Art und Weise veranschaulichen.
Ohne Verwechslungsgefahr definieren wir fiir eine Funktion f € H mit Bandbreite B den
zugehorigen , Ortsvektor” f = [f(ri(l,),ﬁj(,,),cpk(,,))]yzo7.__7(23)3_1 und den entsprechenden
Fourier-Vektor f = [fn(,u),l(,u),m(,u,)],LLZO,A..,B(B+1)(QB+1)/6*1' Es gilt damit

HpWgf = f.

Mit der DSGLFT konnen also die SGL-Fourier-Koeffizienten bandbegrenzter Funktionen
auf diskrete Art und Weise berechnet werden. In exakter Arithmetik ist diese Berechnung
fehlerfrei. Mit dem offensichtlichen Zusammenhang Hg f = f erhalten wir das

Lemma 2.2.2. Es seien B € N und f € H eine bandbegrenzte Funktion mit Bandbreite
B. Weiter seien die zu f gehorigen Vektoren f und f definiert wie oben. Dann gilt

HY(HgWg)f = f,

(HgWp)HB f = f.

Es gibt verschiedene Moglichkeiten, die DSGLFT algorithmisch umzusetzen. Im ein-
fachsten Fall berechnet man fiir alle [n,l,m], |m| <1 < n < B, den jeweiligen Fourier-
Koeffizienten fnlm direkt mittels Auswertung der Dreifachsumme in (2.19). Nimmt man
dafiir die Drei-Term-Rekursionsformeln (1.3) und (1.17) zu Hilfe, so ergibt sich ein Algo-
rithmus mit einer Rechenkomplexitit von O(BT) und einer Speicherkomplexitit von O(1);
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wir bezeichnen diesen als naive DSGLFT. Der Rechenaufwand kann auf O(B°) reduziert
werden, indem man die Transformationsmatrix Hpg vorberechnet; die Speicherkomplexitét
von O(B%) kann hierbei aber schnell zum Problem werden. In diesem Abschnitt wollen
wir daher auf geeignetere Weise schnelle SGL-Fourier-Transformationen (FSGLFTs fiir
fast SGL Fourier transforms) entwickeln. Dazu besprechen wir im Folgenden zunéchst
eine Reihe von Hilfsresultaten, die wir fiir die Herleitung unserer FSGLFTSs bendtigen
(Abschnitte 2.2.1-2.2.5). Diese Hilfsmittel werden wir zum groflen Teil auch in Kapitel
3 verwenden (vgl. Abb. E.1). In Abschnitt 2.2.6 leiten wir dann die FSGLFTs her. Je-
der dieser Algorithmen korrespondiert mit einer speziellen Faktorisierung der Matrix Hp.
Das Lemma 2.2.2 zeigt uns dementsprechend, dass wir mit jeder FSGLFT auch iiber eine
schnelle inverse Transformation (iIFSGLFT) verfiigen. Das Hauptresultat dieses Abschnitts
ist der Satz 2.2.26 und seine Folgerung 2.2.27.

2.2.1 Schnelle Fourier-Transformation (FFT)

Die schnelle Fourier- Transformation (FET fiir fast Fourier transform) ist zweifelsohne eine
der am besten untersuchten Klassen von schnellen Algorithmen aller Zeiten; sie kommt
heute in einer uniiberschaubaren Vielzahl von Anwendungen zum Einsatz. Wir wiederholen
hier noch einmal die wichtigsten Eigenschaften, um spéter darauf verweisen zu kénnen.

Definition 2.2.3 (DFT). Fiir n € N betrachten wir die primitive n-te Einheitswurzel
Xn = exp(—27i/n) und definieren die Fourier-Matrix

F, = [X%k} e Ccrxm,
§,k=0,...n—1

Die Abbildung F;, : C" — C" wird als diskrete Fourier-Transformation (DFT fiir discrete
Fourier transform) bezeichnet.

Um eine DF'T durchzufiihren, bendtigen wir also einen Algorithmus zur Berechnung der
speziellen Summen

n—1
(2.21) [an} =Ygk o0 -1,
T k=0
fiir beliebige Eingabedaten = = [, ..., &,_1]T. Eine direkte Berechnung dieser Summen

benstigt offensichtlich O(n?) Operationen. Die heute in der Praxis verwendeten FFTs
haben eine geringere Komplexitit von O(nlogn). Fiir eine ausfiihrliche Darstellung solcher
Algorithmen siehe z. B. [van Loan, 1992]. Schnelle Algorithmen zur Multiplikation mit der
inversen Fourier-Matrix F,, ! werden als inverse FFTs (iFFTs) bezeichnet; sie besitzen
ebenfalls die Komplexitit O(nlogn). Die Existenz von F,; ! zeigt uns das folgende

Lemma 2.2.4 (s. [van Loan, 1992, Satz 1.1.2]). Es gilt stets F,, ' =n"'F!L

Bemerkung 2.2.5. Die FFT lasst sich direkt auf den mehrdimensionalen Fall verallgemei-
nern, indem man das Prinzip der FFT auf jede Dimension anwendet (vgl. [van Loan,
1992, Abschn. 3.4]). Wir begegnen der mehrdimensionalen FFT in Abschnitt 3.1 bei der
Behandlung der nichtéquidistanten FFT (NFFT).
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2.2.2 Schnelle Kosinus-Transformation (DCT)

Im Grunde kann man selbst vereinfachend nicht von der schnellen Kosinus-Transformation
sprechen, denn es sind mehrere verschiedene Klassen von zugrunde liegenden diskreten
Transformationen zu unterscheiden (vgl. Bem. 2.2.7). Wir betrachten hier eine spezielle
diskrete Transformation und bezeichnen diese als die diskrete Kosinus-Transformation
(DCT fiir discrete cosine transform). Fir festes n € N wird die DCT mithilfe der Matrix

Cp = [cos(z’wj)} e R™"
4,j=0,....,n—1

mit w; = (25 + 1)7/2n definiert.

Definition 2.2.6 (DCT). Es seien n € N und

D,, = diag [1/\/5, V2/n, ..., \/2/n} e R™™,
Die Abbildung C, = D,C,, : C"— C" heifit diskrete Kosinus- Transformation.

Bemerkung 2.2.7. In der Literatur wird iiblicherweise zwischen vier verschiedenen Vari-
anten DCT-I bis DCT-IV der diskreten Kosinus-Transformation unterschieden (s. z.B.
[Plonka und Tasche, 2005, Abschn. 2]). Diese stellen die in der Praxis etablierten von acht
theoretisch denkbaren Versionen dar [Strang, 1999]. Die DCT in Definition 2.2.6 ist eng
mit der DCT-II verwandt, die oft als die diskrete Kosinus-Transformation bezeichnet wird.

Fiir einen gegebenen Vektor der Linge n bendtigt man fiir eine Multiplikation mit C,,
offenbar O(n?) Schritte. Im Kontext der Kosinus-Transformationen werden die schnellen
Algorithmen zur Durchfithrung der DCT in der Regel auch mit DCT abgekiirzt (anstelle
von FCT fiir fast cosine transform). Wir gehen hier nicht néher auf die schnellen Al-
gorithmen ein (s. dazu etwa [Plonka und Tasche, 2005]), sondern weisen auf den engen
Zusammenhang zwischen der DCT und der klassischen iFFT der Lénge 2n hin, der in
leicht abgewandelter Form von Ahmed et al. [1974] bemerkt wurde (der Grundgedanke
findet sich schon in [Cooley et al., 1970, Abschn. 2.6]); setzt man nédmlich

2| o )
Q= | | T ¢ omen

—7i(n—1)/2n .

wi(n—1)/2n

[§] (S

so erhilt man

(2.22) Cp = 2_1Qn-F§l-[En on}T

mit der Nullmatrix 0,, € R™*". Die in der Praxis verwendeten DCTs haben dementspre-
chend eine Komplexitit von O(nlogn). Es ist jedoch anzumerken, dass der Zusammen-
hang (2.22) zwischen der DCT und der iFFT der Lénge 2n keineswegs der einzige ist (s.
Makhoul [1980]; vgl. auch [van Loan, 1992, Abschn. 4.4]).

Als erste wichtige Eigenschaft der DCT halten wir fest, dass es sich hierbei um eine
orthogonale Transformation handelt, womit gleichzeitig auch die Frage nach der entspre-
chenden inversen Transformation (iDCT) beantwortet wird:
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Lemma 2.2.8. Es gilt stets C;;'=CT.

Beweis. Dies kann mit einigem Rechenaufwand unter Zuhilfenahme von Lemma 2.2.4 an-
hand von (2.22) nachgewiesen werden. Eine alternative Herleitung mit Kosinus-Additions-
theoremen findet sich bei Baszenski und Tasche [1997]. Strang [1999, Abschn. 2] zeigt die
Aussage ausschliellich mit Eigenwerttheorie: In der Tat sind die Zeilen der Matrix C,
genau die (nicht normierten) Eigenvektoren der Zweite-Differenzen-Matrix

1 -1
-1 2 -1
-1 2 -1
zu den Eigenwerten 4 sin®(ir/2n), i = 0,...,n — 1. O

Insbesondere folgt aus Lemma 2.2.8 fiir zwei Vektoren z und y der Linge n stets

(2.23) (@, y)2 = (Cnw,Cry)a.

Beziiglich der 2-Norm ist die DCT also ein isometrischer Isomorphismus, denn es folgt
aus (2.23) sofort ||Cpz|s = ||#]2. In Kapitel 3 werden wir die folgende Abschiitzung fiir
die 1-Norm || - ||; benétigen:

Lemma 2.2.9. FEs seien n € N und x € C". Dann gilt
ICnall < Villz]:.

Beweis. Aus der Isometrieeigenschaft der DCT beziiglich der 2-Norm folgt mit der Cauchy-
Schwarzschen® Ungleichung

ICnzlls < Vn|Cuzllz = Valzlz < vallzl. O

Zwei weitere Eigenschaften der DCT sind fiir uns von besonderer Bedeutung, da sie
das Arbeiten mit (trigonometrischen) Polynomen stark vereinfachen. Um dies einzusehen,
4

fithren wir zunéchst die Tschebyschow-Polynome® ein.

Definition 2.2.10. Das k-te Tschebyschow-Polynom (erster Art) Ty wird auf [—1,1]
vermoge Ty (cosw) = cos(kw) definiert (k € Np).

Aus dem bekannten Kosinus-Additionstheorem folgt, dass T} stets ein Polynom vom
Grad k ist. Dementsprechend bilden fiir jedes n € Ny die ersten n + 1 Tschebyschow-
Polynome Ty, ..., T, eine Basis des II,,(|—1, 1]). Das néichste Lemma zeigt uns nun, wie
man Polynome mithilfe der DCT schnell in die T'schebyschow-Basis iibersetzen kann.

3Hermann Amandus Schwarz (x1843 in Hermsdorf, heute Sobieszéw in Polen, +1921 in Berlin)
“Pafnuti Lwowitsch Tschebyschow (x1821 in Okatowo im Kreis Borowsk im Oblast Kaluga, Russland,
+1894 in St. Petersburg, ebd.)
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Lemma 2.2.11 (vgl. [Kunis und Potts, 2003, Abschn. 3]). Es sei

n—1
p=> arT
k=0

ein Polynom vom Grad hochstens n — 1 auf [—1,1] und wj = (2j + 1)7/2n. Dann gilt

{ak} o D,C, [p(cosug)}

=U,...,

7=0,...,n—1 '

Man beachte hierbei, dass Dné’n = D%Cn. Der néchste Hilfssatz, der direkt aus Lemma
2.2.11 folgt, wird uns zusammen mit (2.23) im néchsten Abschnitt helfen, den Rechenauf-
wand der diskreten Legendre-Transformation zu reduzieren.

Folgerung 2.2.12 (vgl. [Healy et al., 2003, Abschn. 2.4]). Es sei p ein Polynom vom
Grad hochstens n — 1 auf [—1,1] und w; = (2j + 1)7/2n. Mit v := [p(coswj)]j=o,....n—1
gilt
[C’nv} =0, i > grad(p).
7

2.2.3 Schnelle Legendre-Transformation (FLT)

Die assoziierten Legendre-Polynome wurden in Abschnitt 1.1 eingefiihrt (Def. 1.1.2). Es
sei nun n € N gegeben. Wir setzen 9, := (2j + 1)7/4n fiir j =0,...,2n — 1 und definieren
die Legendre-Matrizen

(224) L = L = [Pin(cos9))] g € ROTDXE i) <,

7=0,...,2n—1

Definition 2.2.13 (DLT). Es sei n € N. Die Folge der Abbildungen L, : C?" — C*~ ™l
m=1—mn,...n— 1, heiBBt diskrete Legendre-Transformation (DLT fiir discrete Legendre
transform).

Es seien nun Daten x,, € C?", |m| < n, gegeben. Bei einer Vorberechnung und Spei-
cherung der Legendre-Matrizen L,, sind O(n?) Schritte fiir die Berechnung jedes einzel-
nen Matrix-Vektor-Produkts L,,z,, notwendig. Es ergibt sich ein Algorithmus mit einer
Rechen- und Speicherkomplexitit von O(n3) zur Durchfiihrung der DLT. In den ver-
gangenen Jahren sind viele, teilweise sehr unterschiedliche FLTs (FLT fiir fast Legendre
transform) beschrieben worden (s. etwa [Driscoll und Healy, 1994; Healy et al., 2003; Ku-
nis und Potts, 2003]; vgl. dazu Bem. 2.2.16). Dies liegt hauptsiichlich daran, dass die FLT
einen festen Bestandteil der schnellen sphérischen Fourier-Transformation darstellt, die
wir im néchsten Abschnitt besprechen. Wir nehmen hier die Herleitung der sogenannten
seminaiven FLT von Healy et al. [2003] mit auf, da wir diese in den spéteren numerischen
Tests verwenden. Mit dem Clenshaw-Algorithmus (Abschn. 2.2.5) lernen wir noch eine
weitere Klasse von FLTs kennen (vgl. Bem. 2.2.25).

42



Algorithmus 2.2. Seminaive FLT

Eingabe: Daten z,, € C**, |m| <n € N
Ausgabe: Transformierte Daten Lz, € C* ™l |m| < n

form=1—-nton—1do
if m gerade then

Berechne z,,, = C’gnxm mittels DCT;

Berechne [i%m‘)’ . ‘I:gf*l)]Ti“m mit i,(fl) = CYQnqu,);
else

Berechne z,, := C’ganxm mittels DCT;

Berechne [i%mby e ‘Iigf*l)]T:Em mit Eﬁf) = C'QnVnLg@);

end

end

Rechen- und Speicherkomplexitit: O(n?)

Es sei zu n oben ein m mit |m| < n fest gewéhlt. Weiter bezeichne

0 .— [ A }
L, Py, (cosvy) P
die [-te Zeile von L,,, geschrieben als Spaltenvektor (|m| <1 < n). Das Ziel besteht in der
Berechnung der Skalarprodukte <L$Q, T )2. Mit Lemma 2.2.8 erhalten wir zunéchst (vgl.
Gl.2.23)

(225) <L££L)7$m>2 = <62nL££L)7é2n$m>2-

Der Vektor Ca, 2 kann mithilfe der DCT in O(nlogn) Schritten berechnet werden.
Es sei m gerade. Da Py, in diesem Fall ein Polynom vom Grad [ ist, gilt nach Folgerung
2.2.12

[éang?]i —0, i>l

Somit lasst sich das Skalarprodukt auf der rechten Seite von (2.25) in [+1 statt n Schritten
()

berechnen, sofern die Vektoren C’gan und C’gnmm bereits vorliegen. Insbesondere fallt
bei einer Vorberechnung und Speicherung der transformierten Daten égani) eine viel
geringere Datenmenge an, als bei einer Vorberechnung und Speicherung der Legendre-
Matrizen L,,; die Speicherkomplexitiit von O(n?) bleibt dabei allerdings dieselbe.

Der Fall m ungerade kann auf den Fall m gerade zuriickgefiihrt werden: In diesem Fall
ist (1 —¢&2)~12P,,(€) ein Polynom vom Grad | — 1. Mit entsprechender Gewichtung der
Daten z,, lisst sich das oben beschriebene Verfahren also auch hier anwenden; es gilt mit

V,, = diag[(sin¥;) 1] j=0..2n—1 und W, := diag[sin¥;];—o . 2,—1 nimlich
<L(Z) $m>2 = <VnL£7l1)7anm>2 = <02nVnL$7l1)ac~’2anxm>2

Aus den obigen Uberlegungen erhalten wir insgesamt die folgende Charakterisierung der
seminaiven FLT, die in Pseudocode als Algorithmus 2.2 dargestellt ist.
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Algorithmus 2.3. Adjungierte seminaive FLT

Eingabe: Daten z,,, € C"~I"™ |m| <n e N

Ausgabe: Transformierte Daten L} z,, € C*", |m| < n
form=1-nton—1do

if m gerade then

Berechne Z,, = [~/£,|TW|)‘ o |l~L£,?_1)] Ty, Mit ES,? = égnLﬁ,?;
Berechne LY x,, = Cy1#,, mittels iDCT;

else

Berechne %, = [iﬂ{”')\ .. |l~L£,?_1)] T,y it ES,’) = C’gnVnLg,lL);
Berechne LY x,, = W,,Cy, %, mittels iDCT;

end

end

Rechen- und Speicherkomplexitit: O(n?)

Satz 2.2.14. Es seien n € N und Eﬁf} = C‘QHL%) fiir m gerade bzw. LY = C‘gnVnLg,lz) fiir
m ungerade. Die Legendre-Matrizen L., besitzen die Faktorisierung

Lo = [E | |G o
fiir m gerade, bzw.

flir m ungerade.

Durch Umkehren der Produktreihenfolge und Transponieren der einzelnen Faktoren
erhalten wir unter Beriicksichtigung von Lemma 2.2.8:

Folgerung 2.2.15. Mit den Bezeichnungen in Satz 2.2.14 gilt
IE = Gt [2dh] 0]
n

fiir m gerade, bzw.
Ly = Wy Gl [ L4

il
fiir m ungerade.

Insbesondere erhalten wir daraus die adjungierte seminaive FLT, d.h. einen schnellen
Algorithmus zur Auswertung der Abbildungen L} : crlml 5 Cc2 m=1—-n,...,n—1.
Die adjungierte seminaive FLT, die in Pseudocode als Algorithmus 2.3 dargestellt ist, hat
ebenfalls eine Komplexitit von O(n?). Diese Klasse von schnellen Algorithmen benstigen
wir im néchsten Abschnitt bei der Herleitung der schnellen inversen sphérischen Fourier-
Transformation (iFSFT); in Abschnitt 3.2.1 kommt sie dann noch einmal zum Einsatz.

Bemerkung 2.2.16. Nach dem bekannten Teile-und-Herrsche-Prinzip (s. z.B. [Cormen
et al., 2001, Abschn. 2.3.1]) entwickeln Healy et al. die seminaive FLT weiter und er-
halten verschiedene FLTs mit einer Rechen- und Speicherkomplexitiit von O(n?log?®n).
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Man vergleiche hierzu [Healy et al., 2003, Satz 3] und beachte, dass die ,, precomputed data
structure” dort nur fiir die FLT benétigt wird. Kunis und Potts [2003, Abschn. 4] bieten
ebenfalls FLTs mit der Komplexitit O(n?log?n); hier wurde sogar eine Stabilisierung
fiir groffe Problemgrséfien vorgenommen. Diese elaborierten FLTs sind fiir uns jedoch nur
von theoretischem Interesse: Fiir die in dieser Arbeit behandelten Problemgréfien ist die
seminaive FLT eine geeignete Wahl (vgl. dazu [Healy et al., 2003, Abschn. 6]).

2.2.4 Schnelle sphirische Fourier-Transformation (FSFT)

In Abschnitt 2.1.1 (Satz 2.1.2) haben wir gesehen, wie man die Fourier-Koeffizienten
(p, Yim)s2 eines sphérischen Polynoms p auf diskrete Art und Weise berechnen kann. Die
schnelle sphdrische Fourier-Transformation (FSET fir fast spherical Fourier transform),
die nun besprochen werden soll, ist die Klasse von schnellen Algorithmen fiir genau die-
sen Zweck. Algorithmen dieser Art haben sich in vielen Anwendungen als auflerordentlich
niitzlich erwiesen.

Wir identifizieren das Paar [I,m], [m| < | < n, mit o € {0,...,n% — 1} vermoge des
bijektiven Zusammenhangs

o=1l1l+1)+m.

Dies erlaubt es uns, die Indizes [ und m in diesem Abschnitt als Funktionen von o aufzu-

fassen:

026) { (o) = Vol

m(o) = o —1(o)(l(o) + 1).

Dariiber hinaus identifizieren wir das Paar [j, k] € {0,...,2n—1}2 mit 7 € {0,...,4n%>—1}
vermittels des eineindeutigen Zusammenhangs

T = 2nj + k.

Wir kénnen die Indizes j und k in diesem Abschnitt dann als Funktionen von 7 ansehen:

) 7 — (7 mod 2n
j(r) = ( 5 ),

k(t) = 7 mod 2n.

Es sind im Folgenden 1J; und ¢}, die Abtastwinkel aus Satz 2.1.2 und $; die dazugehérigen
sphérischen Quadraturgewichte.

Definition 2.2.17 (DSFT). Es seien n € N und
R 4n? x4n?
Vi = diag [ﬁj(T)Lzo,...,z;nLl € R ’

n2x4n?
Yn = |:Y2(g)7m(a)(19]'(7')7¢k(7)):|0':0:"':n2*1 e C x4 .

7=0,...,A4n?—1

Die Abbildung Y,,V, : Cin® 5 C"° heiBlt diskrete sphdrische Fourier-Transformation
(DSFT fir discrete spherical Fourier transform).
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Zur Durchfithrung der DSFT bedarf es eines Algorithmus zur Berechnung der Doppel-
summen in (2.1). Eine direkte Berechnung dieser Summen benétigt offenbar O(n*) Schrit-
te. Im Folgenden beschreiben wir das Grundgeriist der FSFTs von Driscoll und Healy
[1994] und Healy et al. [2003], da eine solche FSFT in den spéteren numerischen Tests
zum Einsatz kommt. Fiir eine weitere Klasse von FSFTs, die auf der nichtdquidistanten
FFT (NFFT) basieren, siehe [Kunis und Potts, 2003] (vgl. auch Bem. 3.2.1).

Ein Umsortieren der Doppelsummen in (2.1) liefert zunéchst

2n—1 2n—1
(227) <p7 nm>§2 = Mlm Z 5]Bm(COS’lgj) Z p(ﬂjvwk)eiim¢k7 ‘m’ S I < n,
7=0 k=0

wobei M, die Normierungskonstante der Kugelflichenfunktion Y}, ist (Def. 1.1.7). Die-
se Separation der Variablen resultiert in einer Klasse von FSFTs mit einer Rechen- und
Speicherkomplexitiit von O(n?) oder sogar O(n?log®n): Die inneren Summen in (2.27)
kénnen bei festem j = 0,...,2n—1 unter Verwendung der FFT der Linge 2n in O(nlogn)
Schritten fiir alle m = 1 —n,...,n — 1 berechnet werden (vgl. Gl. 2.21). Es ergibt sich
eine Rechenkomplexitit von O(n?logn) und eine Speicherkomplexitiit von O(n?) fiir die-
sen ersten Schritt. AnschlieBend wird die duflere Summe in (2.27) bei jeweils festem
m=1-n,...,n—1fiirallel = |m|,...,n—1 ausgewertet. Dies leistet die FLT in insgesamt
O(n?) Schritten bei Verwendung der seminaiven Variante (Alg. 2.2), bzw. in O(n?log?n)
Schritten bei Einsatz einer der daraus abgeleiteten Varianten (vgl. Bem. 2.2.16). Dieser
zweite Schritt hat dann eine Speicherkomplexitiit von O(n?) bzw. O(n?log?n). Wir be-
zeichnen die FSFT mit seminaiver FLT als seminaive FSFT.

Wir stellen die oben beschriebene Klasse von FSEFTs hier als spezielle Faktorisierung
der Matrix Y;, in Definition 2.2.17 dar. Dazu definieren wir die Hilfsmatrizen

An = |85t 1z, nms € REVTDX2,
(2.98) k=0,...2n—-1
B, = diag [827r1k(n 1) /Zn} c Q2nx2n
" k=0,....2n—1 '

welche die Berechnung der inneren Summen in (2.27) der FFT formal zugéinglich machen
(man beachte den Indexbereich in Gleichung 2.21). Zusétzlich dazu definieren wir die
Permutationsmatrizen

2 2
Pn: ERan7

I
—
;%

ew(")} 0=0,...n2—1

Qn = [63(0}C:O,...,Qn(2n—1)—1 €R

mit den kanonischen Einheitsvektoren der entsprechenden Lénge und (s. Gln. 2.26)

2n(2n—1)x2n(2n—1)
)

2. 2
W) = n®—n m(za) sgnm(o) N <n— sgng@(a))m(a) o),
— d2
w(€) = (2n—1)(¢ mod 2n) + S-S 2““0 n).
n
Die Matrix @,, sorgt fiir eine Umsortierung von j =0,...,2n—1;m=1—n,...,n—1, hin
zum=1—n,....,n—1;7=0,...,2n — 1. Die Matrix P, erledigt die Umsortierung von
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Algorithmus 2.4. FSFT

Eingabe: Abtastwerte p(9;, ¢x); 4,k =0,...,2n — 1, eines sphérischen Polynoms p
vom Grad hochstens n — 1 € Ny
Ausgabe: Sphirische Fourier-Koeffizienten py,, == (p, Yim)s2, |m| <l <n

for j =0to 2n—1do
‘ Berechne mithilfe der FFT [Tjm|m=1-n,..n—1 = AnFonBn [p(V}, 0r)|k=0,...2n-1;
end
Berechne mithilfe der FLT
[Bimli=iml,...n—1 = diag[Mim]i=m|,...n—1 - Lm - diag[Bj]j=o,....2n-1 - [Tjm]j=o0,....2n-1
firallem=1-—mn,...,n— 1.

Rechen- und Speicherkomplexitiit: O(n?) (seminaiv), O(n?log?n) (elaboriert)

m=1-n,....,n—1l=|m|,...,n—1, hinzul=0,...,n—1;m=—1,...,l. Esist Fy,
die Fourier-Matrix der Lénge 2n (Def. 2.2.3), die Matrizen Ly, = Ly, sind die in (2.24)
definierten Legendre-Matrizen. Wir erhalten mit den obigen Bestandteilen insgesamt:

Satz 2.2.18. Die Matrix Y, in Definition 2.2.17 besitzt die Faktorisierung
Llfn
Y, = diag [Mz(o),m(a>] P - Qn - {Eon @ (AnFonBn)} .

0=0,...,n2—1

L, 1 2n Blocke der Grofie (2n—1)x2n

2n—1 Blocke Ly, der Grofle (n—|m|)x2n

Die Legendre-Matrizen L., konnen nun wie im vorigen Abschnitt beschrieben weiter fak-
torisiert werden; Satz 2.2.14 etwa liefert die seminaive FSF'T. Die obige Klasse von FSFT's
ist in Pseudocode als Algorithmus 2.4 dargestellt. Durch Umkehren der Produktreihen-
folge und hermitesches Transponieren der einzelnen Faktoren erhalten wir zusammen mit
Lemma 2.2.4 zusitzlich die folgende Faktorisierung der Matrix Y,

Folgerung 2.2.19. Die Matriz Y,/ besitzt die Faktorisierung
L,
Y =2n{Es, ® (B Fy,' AL)} - Q- . P, diag [Ml(o),m(a)]

n

0=0,...,n2—1 '

Die Matrizen LT koénnen nun ebenfalls weiter faktorisiert werden; Folgerung 2.2.15
liefert hier die seminaive Variante. Das folgende Lemma, das sofort aus Satz 2.1.2 folgt,
zeigt uns mit Folgerung 2.2.19 abschlieflend, dass wir mit den oben beschriebenen FSFT's
auch stets eine schnelle inverse Transformation (iFSFT) zur Hand haben (Alg. 2.5).

Lemma 2.2.20. Es sei p € I, 1(S?), n € N. Mit dem gleichnamigen Vektor p =
[p(ﬁj(rﬁka(T))]T:O,...An?—l und dem Vektor p = [<p7}/l(o),m(a)>S2]0:0,...,n2—1 gilt
Y, (YaVa)p = p,

Yo Vi)YHp = .
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Algorithmus 2.5. iFSFT

Eingabe: Sphirische Fourier-Koeffizienten py,, = (p, Yim)sz2, Im| <1 < n, eines
sphérischen Polynoms p vom Grad hochstens n — 1 € Ny
Ausgabe: Funktionswerte p(9;, ¢x); j,k=0,...,2n —1

Berechne mithilfe der adjungierten FLT

[Ujm]j=0,...2n-1 = Ly, - diag[Mim)i=jm|....n-1 - [Pim]i=jm|....n—1
firallem=1—n,...,n —1;
for j =0to 2n—1do

Berechne mithilfe der iFFT [p(d;, px)]k=0....2n—1 = 2n BEF, PAT Uil m=1-n..n—1;
end

Rechen- und Speicherkomplexitit: O(n?®) (seminaiv), O(n?log®n) (elaboriert)

2.2.5 Der Clenshaw-Algorithmus

Wir betrachten im Folgenden allgemein ein Funktionensystem {f : & € Ny}, das einer
Drei-Term-Rekursion der Form

(2.29) fer1(§) = an(§) (&) + Br(&) frm1(§),  €R, k€N,

geniigt. Dabei nehmen wir an, dass sich die Koeffizientenfunktionen oy und S in O(1)
Schritten auswerten lassen. Wir suchen nach einer effizienten Methode, um fiir gegebene

Daten [0, ...,Vn—1] die Summen
n—1
(2.30) Si= > Wwh(&),  F=0,...,m-1,
k=0
an gegebenen Punkten [&,...,&,—1] zu berechnen (m,n € N). Dieses Problem lésst sich

in Matrix-Vektor-Schreibweise als

So fol€o) -+ fu-1(&0) Y0
(2.31) : = : : o
Sm—1 folm=1)  fo-1(Em=1)] L[m—1
=A
darstellen.
Berechnet man die Eintrige der Matrix A = A(&o,...,{m—1) € C™*" jeweils einzeln

mit der Drei-Term-Rekursion (2.29), so benotigt die Auswertung von (2.31) offensichtlich
O(mn?) Operationen. Mithilfe des Clenshaw-Algorithmus, der erstmals im Zusammenhang
mit den Tschebyschow-Polynomen (Def.2.2.10) von Clenshaw [1955] vorgestellt wurde,
lasst sich die Komplexitit des Problems auf O(mn) reduzieren. Dazu fithrt man zunéchst

die von den Daten abhéingigen Koeffizientenfunktionen

5n—|—1 = 671 = 07
(2.32) 6k (&) = ar(&)0k+1(&) + Brr1(€)dkt2(&) + Vi, EeER, 0<k<n,
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ein. Es gilt damit
(2.33) Ve = O — Odk(5k+1 — Bk+15k+27 0<k<n.

Durch Einsetzen von (2.33) in (2.30) ergibt sich nun fiir festes j € {0,...,m — 1}

(2.34) S,

n—1
%0 fo(&5) + D _A0k(&) — ak(€)0h41(&5) = Brar(€)0k42(€) 1 fr(&5)
k=1

= 70 fo(&) + 01(&) f1(&5) + 62(&5) {f2(&5) — a (&) f1(&5)}

- — B1(&) fo(&))
+ > 0k {fr(&)) = an1 (&) fr1 (&) = Bre1 (&) fr2(§))}
k=3 ™~

= {70+ B1(&;)02(&5) } fo(&5) + 01(&5) f1(&5)-

Dabei wurde an den bezeichneten Stellen die Drei-Term-Rekursion (2.29) berticksichtigt.

Wendet man das obige Ergebnis fiir jedes j = 0,...,m — 1 an, so erhilt man unter
Beriicksichtigung der Rekursionsgleichung (2.32) den bekannten Clenshaw-Algorithmus.
Wir charakterisieren diesen durch folgende Faktorisierung der Matrix A:

Satz 2.2.21. Fir m,n € N mit n > 3 besitzt die Matriz A in (2.31) die Faktorisierung

(2.35) A=TVo Viy
mit
[ fo(&%) | fi(%) B1(&0) fo (o)
Vo o= ,
| fo(Em—1) J1(&m-1) Br(&m-1)fo(Em-1)
5, .
(o) Bj+1(o)
vV, = 1,, , 1<j<n—2,
j(§m—1) Bir1(§m—1)
| E, i
o _
an—Q(&J)
Vn—2 = 1, ’
O‘n72(§m71)
i L,

wobet 1,, den Einsvektor der Linge m bezeichne.

Fiir n = 1 und n = 2 ist eine Faktorisierung der Matrix A nicht von Belang. Das genaue
Vorgehen zur Auswertung von (2.31) ist in Pseudocode als Algorithmus 2.6 dargestellt.
Jeder Wert S; lisst sich in O(1) Schritten aus den Werten £1(&;), 70, 01(&;) und d2(&;)
berechnen, da auf der rechten Seite der Gleichung (2.34) nur die beiden Funktionswerte
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Algorithmus 2.6. Clenshaw-Algorithmus

Eingabe: Punkte [, ...,&n—1], m € N, und Daten [yo,...,Vn-1], n € N
Ausgabe: Summen Sp, ..., Sn-1
for|=0ton—2do
Berechne 6,,_;_1(&;) fiir j =0,...,m — 1 mittels (2.32) aus 6,—;(&;) und 6,—111(5);
end

Berechne S; fiir j =0,...,m — 1 mittels (2.34) aus 01(;) und d2(¢;).
Rechen- und Speicherkomplexitit: O(mn) bzw. O(m)

Algorithmus 2.7. Adjungierter Clenshaw-Algorithmus

Eingabe: Punkte [, ...,&n—1] und Daten [yo,...,Ym-1], m € N;n € N

Ausgabe: Summen S,y Sn1

for k=0ton—2do
Berechne Sy, und fry1(§5), j = 0,...,m — 1, fiir k > 1 mittels (2.29) aus f3,(¢;) und
fe-1(&), 3 =0,...,m—1;

end

Berechne S,,_1, fiir n > 2 mittels (2.29) aus fn—1(&§) und fr—2(&;), 7 =0,...,m—1.

Rechen- und Speicherkomplexitit: O(mn) bzw. O(m)

fo(&) und f1(&;) auftreten. Da die Berechnung der Werte §1(&;) und d2(§;) mittels der
Rekursionsgleichung (2.32) zusammen nur O(n) Schritte benétigt, ergibt dies einen Re-
chenaufwand von O(n) fiir die Berechnung einer jeden Summe S;. Insgesamt ergibt sich
so ein Rechenaufwand von O(mn), wie behauptet.

Bemerkung 2.2.22. Hinsichtlich der Rechenkomplexitét kommt der Clenshaw-Algorithmus
einer Vorberechnung der Matrix A in (2.31) gleich. Eine solche Vorberechnung besitzt aber
eine Speicherkomplexitéit von O(mn), wohingegen der Clenshaw-Algorithmus eine deutlich
geringere Speicherkomplexitéit von lediglich O(m) aufweist.

Aus der Matrix-Faktorisierung (2.35) ergibt sich unmittelbar der adjungierte Clenshaw-
Algorithmus. Dieser erlaubt fiir gegebene Punkte [&o,...,&,—1] und zugehorige Daten

(Y0, - - -, Ym—1] eine Berechnung der Summen
~ m—1
Sk = Z’ijk(fj), kiZO,...,TL—l,
j=0

in O(mn) Schritten (m,n € N). Der adjungierte Clenshaw-Algorithmus (Alg. 2.7) wird
nimlich von der Matrix A reprisentiert, und es folgt aus Satz 2.2.21:

Folgerung 2.2.23. Unter den Voraussetzungen von Satz 2.2.21 besitzt die Matriz AY die
Faktorisierung

A=yl yH
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Bemerkung 2.2.24. Eine Alternative zum adjungierten Clenshaw-Algorithmus ist durch
die schnelle diskrete Polynom-Transformation (FDPT fiir fast discrete polynomial trans-
form) von Driscoll et al. [1997] gegeben. Diese Klasse von schnellen Algorithmen hat im Fall
m = n eine Komplexitiit von O(nlog®n) und ist in dieser Hinsicht besser als der Clenshaw-
Algorithmus. Sie basiert auf einer speziellen Faktorisierung der Matrix A in (2.31), bei der
Matrizen mit Toeplitz-Struktur® auftreten. Diese Struktur erlaubt eine schnelle Berech-
nung der entsprechenden Matrix-Vektor-Produkte mithilfe der FFT (s. [van Loan, 1992,
Abschn. 4.2.4]). Die Speicherkomplexitét der FDPTs von Driscoll et al. ist O(nlogn); die-
se Algorithmen schneiden hier schlechter ab als der Clenshaw-Algorithmus (vgl. [Driscoll
et al., 1997, Abschn. 2.2, Bem. 1]). In dieser Arbeit ist die FDPT nur von theoretischem
Interesse, da bei den behandelten Problemgréfien kein wesentlicher Vorteil gegeniiber dem
Clenshaw-Algorithmus zu erwarten ist. Eine weitere, DCT-basierte Variante der FDPT
ist in [Potts et al., 1998] beschrieben.

Bemerkung 2.2.25. Da die assoziierten Legendre-Polynome (Def. 1.1.3) einer Drei-Term-
Rekursion der Form (2.29) geniigen (vgl. Gl. 1.3), lisst sich aus dem adjungierten Clen-
shaw-Algorithmus auch eine FLT mit einer Rechenkomplexitit von O(n3) und einer Spei-
cherkomplexitidt von O(n) ableiten. Es ergibt sich so auch eine FSFT mit einer Rechen-
komplexitdt von O(n?) und einer Speicherkomplexitit von O(n?). Wenn man statt des
adjungierten Clenshaw-Algorithmus eine FDPT von Driscoll et al. verwendet, so ergibt
sich eine FLT mit einer Rechenkomplexitit von lediglich O(n?log®n) und einer Speicher-
komplexitit von O(n?logn) oder sogar O(nlogn) (vel. [Driscoll et al., 1997, Abschn. 2.2,
Bem. 2]). Daraus resultiert eine FSFT mit einer Rechenkomplexitit von O(n?log®n) und
einer Speicherkomplexitiit von O(n?logn) bzw. O(n?).

2.2.6 Herleitung der schnellen Algorithmen

Es sei im Folgenden f € H eine beliebige bandbegrenzte Funktion mit Bandbreite B. Un-
ser Vorgehen wird von dem Beweis unseres SGL-Abtasttheorems (Satz 2.1.12) motiviert.
Ahnlich wie dort separieren wir zunéchst den Radius r von den Winkeln ¢ und ¢, hier
durch ein Umsortieren der Dreifachsumme in (2.19):

2B—1 2B—1
(2:36)  fuim = Not Y ir Rua(ri) > Bj f(ri, 05, 01) Yim (95, 1), |Im| <1<n<B.
i=0 k=0

Diese Separation der Variablen unterteilt die naive DSGLFT in eine radiale und eine
sphdarische Teiltransformation. Der sphérische Teil besteht in der Berechnung der inneren
Doppelsumme fiir alle [I,m], |m| < | < B, jeweils bei festem ¢ = 0,...,2B — 1. An-
schlieBend wird im radialen Teil bei festem [I,m], |m| < | < B, die duflere Summe fiir
allen =1041,..., B ausgewertet. Die obige Separation der Variablen allein reduziert die
Rechenkomplexitiit potentiell auf O(B®), die Speicherkomplexitiit steigt durch die Vorbe-
rechnung der inneren Doppelsummen auf lediglich O(B3).

Die Komplexitét der radialen und sphérischen Teiltransformation kénnen wir weiter re-
duzieren. Wie im Beweis von Satz 2.1.12 stellen wir fest, dass es sich bei der eingeschréank-
ten Funktion f(r;,-,-) um ein sphirisches Polynom vom Grad hochstens B — 1 handelt.

50tto Toeplitz (%1881 in Breslau, heute Wroctaw in Polen, +1940 in Jerusalem)
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Das Abtasttheorem von Driscoll und Healy (Satz 2.1.2) zeigt uns dementsprechend, dass
es sich bei der inneren Doppelsumme jeweils um einen speziellen sphérischen Fourier-
Koeffizienten, namlich (f(r;,-, "), Yim)s2, handelt. Fiir die sphérische Teiltransformation
eignet sich also eine FSFT, mit deren Hilfe bei festem i = 0,...,2B — 1 die Gesamtheit
dieser sphérischen Fourier-Koeffizienten effizient berechnet werden kann. Nutzt man an
dieser Stelle die seminaive FSFT, so ergibt sich hierfiir eine Rechenkomplexitidt von ins-
gesamt O(B*%), die Speicherkomplexitit von O(B?) bleibt erhalten. Bei Verwendung einer
FSFT mit der Komplexitit O(B?log? B) reduziert sich die Rechenkomplexitiit der sphéri-
schen Teiltransformation bei gleichbleibender Speicherkomplexitit auf O(B?log? B).

Die Komplexitét der radialen Teiltransformation kénnen wir reduzieren, indem wir die
Drei-Term-Rekursionsformel (1.17) auf effizientere Weise nutzen, als nur fiir die direkte
Berechnung der Funktionswerte R,,;(r;). Bei genauerer Betrachtung der dufleren Summe
in (2.36) stellen wir fest, dass diese Summen bei jeweils festem [I,m], |m| < | < B,
fiir alle n = [ + 1,..., B mithilfe des adjungierten Clenshaw-Algorithmus (Alg. 2.7) be-
rechnet werden konnen. Dadurch reduziert sich die Komplexitéit der radialen Teiltrans-
formation auf O(B*). Es ergibt sich so eine FSGLFT mit einer Rechenkomplexitit von
O(B*) und einer Speicherkomplexitiit von O(B?). Verwendet man statt des adjungierten
Clenshaw-Algorithmus eine FDPT (Bem. 2.2.24) und fiir die sphérische Teiltransformati-
on eine FSFT mit der Komplexitit O(B?log? B), so reduziert sich die Rechenkomplexitiit
der FSGLFT bei gleichbleibender Speicherkomplexitit sogar auf O(B3 log? B).

Als Hauptresultat dieses Abschnitts wollen wir die oben beschriebene FSGLFT als
Matrix-Faktorisierung darstellen. Dazu definieren wir die Permutationsmatrizen

(2.37) Sp = [eT € RB(BHDEB+1)/6xB(B+1)(2B+1)/6,

L(“)} p=0,...,B(B+1)(2B+1)/6—1

T ]R233 x2B3

Tp = [65(17)

)

]nzo,...,233—1
mit den kanonischen Einheitsvektoren der entsprechenden Lange und (s. Gln. 2.20)

) =ty + (5 (25 = ) 000 - 0 1) 1)

+ (B = 1) (Up) +m(p) =1,

— d 2B
r(n) = (n mod 2B)B? + U (anBO )

Die Matrix Tp sorgt fiir eine Umsortierung von ¢ = 0,...,2B —1;1 = 0,...,B — 1;
m=—l,...,l,hinzul=0,..., B—1,m=—l,...,[;i =0,...,2B — 1. Die Matrix
Sp erledigt die Umsortierung von [ = 0,...,.B—1;m=—I,...,;n=1014+1,...,B, hin
zun=1,....,B;1=0,....,n—1; m = —I[,...,l. Weiter definieren wir die zur radialen
Teiltransformation gehorigen Matrizen

R, = [anRnl("ﬂi)} i=0,..2B—1 € RQBX(B_I), l < B.
n=Il+1,....B

Es ist Y die Matrix der DSF'T in Definition 2.2.17 mit n := B. Mit den obigen Bestand-
teilen ergibt sich nun aus den Uberlegungen dieses Abschnitts insgesamt:

52



Algorithmus 2.8. FSGLFT

Eingabe: Abtastwerte f(r;,¥;,¢x); 4,J,k =0,...,2B — 1, einer bandbegrenzten
Funktion mit Bandbreite B
Ausgabe: SGL-Fourier-Koeffizienten fnlm, Im| <l<n<B

fori=0to 2B —1do

mittels FSFT, mit ¢ und 7 wie in Aios’chnitt 2.2.4;
end
for /=0to B—1do
for m=—ltol do
Berechne mittels adjungiertem Clenshaw-Algorithmus oder FDPT

[futmln=iz1.. 5 = RF - diagleir?lizo. a1 - [(f(ris ), Yim)s2lizo, . 2B-1;
end
end
Rechenkomplexitit: O(B*) (seminaive FSFT, adjungierter Clenshaw-Algorithmus),
O(B?log? B) (mit FDPT)
Speicherkomplexitit: O(B?)

Satz 2.2.26. Die Matriz Hp in Definition 2.2.1 besitzt die Faktorisierung

Ry
Hp = Sp- - Tp - {E2p ® YB},
N S ——7
Rp_1]| 2B Blscke der Groie B2x (2B)2

B Blocke (s.u.)

wobei die Matrizen
Ry = Ey1 ® R}, | < B,
—_—

2141 Blécke der Gréfle (B—1)x2B
selbst wieder eine Blockstruktur besitzen.

Die radiale und sphérische Teiltransformation sind hierbei als einzelne Blockmatrizen
strukturell gut erkennbar. Die Matrizen Yp und RZT konnen nun wie in Abschnitt 2.2.4 bzw.
2.2.5 beschrieben selbst wieder faktorisiert werden: Eine Faktorisierung von Yp ist durch
Satz 2.2.18 gegeben; bei Verwendung des adjungierten Clenshaw-Algorithmus fiir den ra-
dialen Teil ergibt sich die Faktorisierung von R;F jeweils aus Folgerung 2.2.23. Die oben
beschriebene FSGLFT ist in Pseudocode als Algorithmus 2.8 dargestellt. Die abschlielen-
de Folgerung aus Satz 2.2.26, die wir unter Beriicksichtigung der Rechenregeln fiir das
Kronecker-Produkt durch Umkehren der Produktreihenfolge und hermitesches Transpo-
nieren der einzelnen Faktoren erhalten, zeigt uns mit Lemma 2.2.2, dass wir stets auch
iiber eine schnelle inverse Transformation verfiigen (iIFSGLFT, Alg. 2.9).
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Algorithmus 2.9. iFSGLFT

Eingabe: SGL-Fourier-Koeffizienten fnlma |m| <1 <n < B, einer bandbegrenzten
Funktion mit Bandbreite B
Ausgabe: Funktionswerte f(r;, ¥}, ¢%); 4,5,k =0,...,2B -1

for |=0to B—1do
for m = -l to ! do
Berechne mittels Clenshaw-Algorithmus oder adjungierter FDPT

end
end
fori=0to2B—1do
Berechne [f(7i, (1), Pu(r)]r=0,...2B)2—1 = Y& [(f (75 ) Yim(o))s2]o=0,....B2-1
mittels iFSFT, mit 7 und o wie in Abschnitt 2.2.4;

end

Rechenkomplexitit: O(B*) (seminaive iFSFT, Clenshaw-Algorithmus),
O(B?log? B) (mit adjungierter FDPT)

Speicherkomplexitiit: O(B?)

Folgerung 2.2.27. Die Matrix Hg besitzt die Faktorisierung

R§
Hp = {Exp@YH}-Th - LS.

T
RBfl

Auch hier sind der radiale und der sphérische Teil strukturell gut voneinander un-
terscheidbar. Die Matrizen YA und R; kénnen nun selbst wieder faktorisiert werden (s.
Flg. 2.2.19 bzw. Satz 2.2.21).

2.3 Numerische Tests

Die naive DSGLFT (s. S. 39 unten) und deren Inverse, sowie die FSGLFT (Alg. 2.8) und
iFSGLFT (Alg.2.9) wurden in der Programmiersprache C+4+ implementiert®. Fiir die
radiale Teiltransformation der FSGLFT und iFSGLFT wurde der adjungierte Clenshaw-
Algorithmus (Alg. 2.7) bzw. der Clenshaw-Algorithmus (Alg. 2.6) benutzt. Fiir die sphéri-
sche Teiltransformation wurde die seminaive FSFT (Algorithmen 2.2 und 2.4) bzw. iFSFT
(Algorithmen 2.3 und 2.5) des Softwarepakets SpharmonicKit” verwendet (Vers. 2.7).

Die schnellen Algorithmen stehen unter https://github.com/cwuelker/SGLPack zur freien Verfiigung
(GNU General Public License, Vers. 3.0).
"Siehe http://www.cs.dartmouth.edu/~geelong/sphere
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Die Abtastradien r; und radialen Quadraturgewichte «; aus dem SGL-Abtasttheorem
(Satz 2.1.12) wurden in Mathematica (Wolfram Research, Vers. 10) mit einer hohen Ge-
nauigkeit vorberechnet und mit 100 bzw. 1000 Nachkommastellen gespeichert. Die sphéri-
schen Quadraturgewichte 3; wurden mit hoher Genauigkeit vorberechnet und mit 100
Nachkommastellen gespeichert; diese wurden nur fiir die naive DSGLFEFT benétigt.

Die Testrechnungen wurden auf einem x86-64-System mit 3.4 GHz durchgefiihrt (CPU:
Intel Core i7-3770). Es wurde keine Parallelisierung vorgenommen. Der grofite Teil der
Berechnungen wurde mit doppelter Genauigkeit (double) durchgefiihrt; der Clenshaw-
Algorithmus und dessen Adjungierter wurden mit erweiterter doppelter Genauigkeit (long
double, 80 Bit, davon 64 Bit Mantisse) durchgefiihrt.

Im Testlauf wurde iiber die Bandbreiten B = 2%, k = 3,...,8, iteriert. Fiir jede Band-
breite wurden zuféllige SGL-Fourier-Koeffizienten fom, [m| <1 < n < B, generiert, wobei
der Real- und Imaginérteil jeweils gleichverteilt zwischen —1 und 1 lag. Aus diesen Test-
daten wurden dann mittels iIFSGLFT und naiver iDSGLFT jeweils die Funktionswerte
f(ri,95,¢1); 1,5,k =0,...,2B —1, berechnet. AnschlieBend wurden mittels FSGLFT und
naiver DSGLFT jeweils die Fourier-Koeflizienten f;; |m| <1 < n < B, rekonstruiert.
Es wurde die Laufzeit gemessen und der maximale absolute und maximale relative Rekon-

Im>

struktionsfehler

R ) |f nlm — f . |
(2.38) B i = fuam| e A Tm(ﬂm
berechnet. Das obige Vorgehen wurde zehn mal wiederholt und so die durchschnittliche
Laufzeit und der durchschnittliche Rekonstruktionsfehler bestimmt.

Tabelle 2.1 zeigt die Ergebnisse der Fehlermessung. In Tabelle 2.2 sind die Ergebnis-
se der Laufzeitmessung aufgelistet. Bei allen Bandbreiten war die Laufzeit der schnellen
Transformationen erheblich kiirzer als bei den naiven Algorithmen. Bei den Bandbreiten
B = 64,128 und 256 mussten die naiven Algorithmen aufgrund der langen Laufzeit so-
gar abgebrochen werden. Fiir die in der Praxis derzeit relevanteste Bandbreite B = 32
bendétigt eine schnelle Hin- und Riicktransformation deutlich weniger als eine Sekunde, ge-
geniiber etwas mehr als eineinhalb Stunden bei den naiven Algorithmen. Bei der grofiten
behandelten Bandbreite B = 256 betrigt die Laufzeit der schnellen Algorithmen insge-
samt noch weniger als zehn Minuten. Hinsichtlich des gemessenen Transformationsfehlers
ldsst sich festhalten, dass dieser unter Beriicksichtigung der Maschinengenauigkeit sehr
klein ist. Zu bemerken ist, dass der Fehler der schnellen Algorithmen signifikant grofer ist,
als der der naiven Algorithmen. Dieser Effekt wurde in [Prestin und Wiilker, 2017, Ab-
schn. 4] nicht beobachtet; dort war der Fehler der schnellen Algorithmen umgekehrt kleiner
als der der naiven Algorithmen (dies ist dadurch zu erkléren, dass die geringere Anzahl
an Rechenschritten bei den schnellen Algorithmen in einem kleineren Rundungsfehler re-
sultiert). Eine genaue Uberpriifung ergab, dass der groSere Fehler im hier beschriebenen
Test von der speziellen Implementierung der seminaiven FLT im Softwarepaket Spharmo-
nicKit verursacht wurde. Nichtsdestoweniger belegen die Ergebnisse die Praxistauglichkeit
der vorgestellten FSGLFTs eindeutig. Die entwickelten schnellen Algorithmen erlauben es
zudem, Problemgréflen zu behandeln, deren Behandlung vormals ganz undenkbar war.
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B iDSGLFT und DSGLFT (naiv)

iFSGLFT und FSGLFT

16

32

64

128

256

(6,86 + 1,26)E —15
(2,45 + 2,77)E —14
(2,44 +0,29)E —14
(1,96 + 1,74)E —13
(7,63 +0,77)E —14
(1,04 +1,12)E —12

1,42 + 0,07)E —12
6,17 & 2,60)E —12
4,75+ 0,54)E —12
4,25+ 1,91)E —11
1,37 +£0,14)E —11
4,98 +4,21)E —10
5,32 4 0,65)E —11
3,66 + 3,98)E —09
1,99 + 0,08)E —10
3,18 +1,91)E —08
7,55 4 0,67)E —10
2,38 4 1,40)E —07

o~~~ o~ o~~~ o~ o~~~ o~

Tabelle 2.1. (Obere Zeile) maximaler absoluter und (untere Zeile) relativer Rekon-
struktionsfehler einer naiven iDSGLFT bzw. iFSGLFT und anschlieSenden

naiven DSGLFT bzw. FSGLFT in Abhéngigkeit von der Bandbreite B.

B iDSGLFT und DSGLFT (naiv)

iFSGLFT und FSGLFT

8
16
32
64
128
256

6,54 E —1s
530E+1s
563E+3s

205E —3s
1,46 E —2s
1,62E—1s
2,13E+0s
3,12E+1s
9,22E+2s

Tabelle 2.2. Durchschnittliche Laufzeit einer naiven iDSGLFT bzw. iFSGLFT und an-
schlieBenden naiven DSGLFT bzw. FSGLFT in Abhéngigkeit von der Band-

breite B.
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3 Schnelle SGL-Fourier-Transformationen fiir
gestreute Daten

Es sind viele Anwendungen denkbar, bei denen die gegebenen Abtastwerte f(z;) einer
bandbegrenzten Funktion f nicht auf dem entsprechenden durch Satz 2.1.12 gegebenen
Gitter liegen. So kann es sein, dass die Punkte z; ein kartesisches' Gitter in R? bilden,
oder auf ganz andere Art gestreut (engl.: scattered) sind. In solchen Fillen ist eine Berech-
nung der SGL-Fourier-Koeffizienten fnlm von f mittels der im letzten Kapitel vorgestellten
FSGLFT nach Interpolation der Daten f(x;) zwar denkbar, jedoch in der Regel nicht rat-
sam. Um auch solcher Situationen Herr zu werden, widmen wir uns in diesem Kapitel der
Entwicklung schneller SGL-Fourier-Transformationen fiir gestreute Daten (NFSGLFTs
fiir nonlattice fast SGL Fourier transforms). Im Falle der klassischen FFT wurde von Potts
et al. die schnelle nichtiquidistante Fourier-Transformation (NFET fiir nonequispaced fast
Fourier transform) entwickelt (s. [Potts et al., 2001; Potts, 2003; Kunis, 2006]). Die NFFT
ist heute in der Praxis fest etabliert und hat sich in vielen Anwendungen als duflerst niitz-
lich erwiesen. Durch einen direkten Einsatz der NFFT ergeben sich auch im Fall der Sphére
S? und der Rotationsgruppe SO(3) schnelle Fourier-Transformationen fiir gestreute Daten
(s. [Kunis und Potts, 2003] bzw. [Potts et al., 2009]). Wir wenden die NFFT in dieser Ar-
beit nicht nur mit der gleichen Strategie innerhalb einer ersten Klasse von NFSGFLTs an
(Variante A, Abschn. 3.2), sondern iibertragen das Prinzip der NFFT auch direkt auf den
SGL-Fall, woraus sich eine weitere Klasse von NFSGLFTs ergibt (Variante B, Abschn. 3.3).
Bei der Variante A kommen neben der NFFT die bereits besprochene adjungierte FLT,
der Clenshaw-Algorithmus und die DCT zum Einsatz (vgl. Abb. E.1). Bei der Variante
B benutzen wir als entscheidende Hilfsmittel die in Abschnitt 3.3.1 besprochene schnelle
FFT auf SO(3) und die in Abschnitt 3.3.2 behandelte schnelle Gauf-Transformation. Die
Herleitung beider Klassen von NFSGLFTs beginnen wir wie bei der NFFT jeweils mit der
inversen Transformation, der folgende Definition zugrunde liegt:

Definition 3.1 (iNDSGLFT). Es seien Punkte z; € R? i = 0,..., M — 1, und eine
Bandbreite B vorgegeben. Unter Zuhilfenahme von (2.20) setzen wir

H = Hn(u),l(y),m(u)(:l:i) =0 M1 e CMXB(B+1)(ZB+1)/6'
©=0,....B(B+1)(2B+1)/6—1

Die Abbildung H = H(B;xo,...,zp—1) : CBEHDRBHN/6 o CM heiBt inverse diskre-
te SGL-Fourier-Transformation fir gestreute Daten (INDSGLFT fiir inverse nonlattice
discrete SGL Fourier transform).

nach René Descartes (%1596 in La Haye en Touraine, Frankreich, +1650 in Stockholm, Schweden)
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Die direkte Multiplikation eines Vektors mit der Matrix H bendtigt offenbar O(M B?)
Operationen. Die in diesem Kapitel vorgestellten Algorithmen haben demgegeniiber ei-
ne Komplexitidt von O(®(B) + ¥(B)M), wobei ® und ¥ jeweils von der Bandbreite B
abhéngige Funktionen sind: Bei der ersten Variante erhalten wir formal

= = B! 3log(o
(iINFSGLFT-A) { ®(B) = ®(B,0) = B"+ (0B)" log(0B),

U(B) = ¢,

wobei o den Uberabtastungsfaktor und ¢ den Abschneideparameter der hier zum Einsatz
kommenden iNFFT bezeichnen (vgl. Abschn. 3.1). Bei Verwendung einer adjungierten
FPDT anstatt des Clenshaw-Algorithmus kann ®(B) = B3log? B+ (0 B)? log(o B) erreicht
werden. Bei der zweiten Variante erhalten wir

®(B) = ®(B,7,n,0,q) = (1B)* + (on)3log(on) + (¢7B)3,
¥(B)

(iNFSGLFT-B) { 3
qa,

wobei 7 den Uberabtastungsfaktor der INFSGLFT-B bezeichnet (vgl. Abschn. 3.3.3), wih-
rend n der Abschneideparameter der von uns verwendeten schnellen Gauf3-Transformation
ist und o und ¢ den Uberabtastungsfaktor bzw. Abschneideparameter der darin auftre-
tenden iNFFT und ihrer Adjungierten bezeichnen (Abschn. 3.3.2). Man beachte, dass die
angegebenen Funktionen ® und W stellvertretend fiir ganze Klassen zu verstehen sind.
Da die obigen Klassen von iNFSGLFTs jeweils durch eine Faktorisierung der Matrix H
in Definition 3.1 charakterisiert werden, haben wir stets auch eine schnelle adjungierte
Transformation mit gleicher Komplexitdt zur Hand. Daraus konstruieren wir nach dem
Vorbild der NFFT die schnelle Vorwértstransformation, d. h. die jeweilige NFSGLFT.

Es ist wichtig zu bemerken, dass es sich bei allen vorgestellten Algorithmen wie im Fall
der NFFT um approximative Algorithmen handelt, deren Ergebnissen selbst in exakter
Arithmetik ein Fehler inhérent ist. Daher spielt bei unseren Untersuchungen der Zusam-
menhang zwischen dem Fehler und den Funktionen ® und W eine besonders wichtige Rolle.
So werden wir im Fall der iINFSGLFT-A zeigen, dass ¢ = konst. und g auf geeignete Art
und Weise als ¢ = o(B) gewihlt werden konnen, um den Fehler bei wachsender Bandbreite
B zu kontrollieren.

3.1 Schnelle nichtidquidistante Fourier-Transformationen
(NFFT)

In diesem Abschnitt wiederholen wir die Funktionsweise der NFFT von Potts et al. auf-
grund ihrer besonderen Bedeutung innerhalb dieses Kapitels. Wir orientieren uns dabei
an der Darstellung in [Potts, 2003]. Dariiber hinaus leiten wir in Satz 3.1.9 als wichtiges
Resultat auch eine Fehlerabschiitzung fiir die d-dimensionale iNFFT her, die wir spéter
brauchen. Obwohl es sich bei der NFFT im Grunde um eine gitterfreie Transformation
handelt, kommen im Hintergrund spezielle Gitter vor, die gleichzeitig die Indexbereiche
der Fourier-Koeffizienten beschreiben. Wir beginnen mit der Definition dieser Gitter.
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Definition 3.1.1. Es seien d,n € N, n gerade. Wir setzen
Y= {z=1[C,...,Ca-1] €Z%: —nj2< (¢ <nj2, i=0,...,d—1}.
Definition 3.1.2. Fiir d € N definieren wir den d-dimensionalen Torus als Faktorgruppe
T¢ = RY/277°,

Bemerkung 3.1.3. Fiir jede beliebige Nebenklasse [t] € T? kann der Vertreter ¢ natiirlich
aus [0,27)? gewihlt werden. Daher identifizieren wir den Torus T¢ im Folgenden der
Einfachheit halber mit [0, 2).

Anders als im Fall der klassischen FFT beginnt die Herleitung der NFFT mit der inver-
sen Transformation, d.h. mit der iNFFT. Es seien dazu die Fourier-Koeffizienten wy € C,
k € I?, eines d-dimensionalen trigonometrischen Polynoms

(3.1) p(t) = Zkeld wielkn2, teT?

vom Grad hochstens n gegeben (n gerade). Die iNFFT ist ein schneller Algorithmus zur
Auswertung des trigonometrischen Polynoms p an beliebigen Punkten tg,...,tn_1 € T
m € N. Der Unterschied zur klassischen iFFT besteht darin, dass die Punkte tg, ..., tn—1
nicht notwendigerweise auf einem Gitter liegen miissen, und dass deren Anzahl m nicht
fest vorgegeben ist.

Um das Problem in Matrix-Vektor-Schreibweise bringen zu kénnen, linearisieren wir den
Indexbereich der Fourier-Koeffizienten von p (vgl. [Potts, 2003, S. 11]): Wir identifizieren

k= [ko,...,Kka_1] € I3 mit x € {0,...,n? — 1} vermoge des bijektiven Zusammenhangs
n n n
(32) X=(no+§>+n<m+§)+~-+nd*1(md,ﬁg).

Dies erlaubt es uns, k als Funktion von x aufzufassen,

b = ||t

I3

L':o,...,dq '

Nun lisst sich die Berechnung der Polynomwerte p(tp),...,p(tm—1) als Auswertung des
Matrix-Vektor-Produkts

(3.3) [p(t)]

formulieren.

Definition 3.1.4 (iNDFT). Die Abbildung N = N(d;n;to,...,tm—1) : C* — C™
wird als inverse nichtiquidistante diskrete Fourier-Transformation (iNDFT fiir inverse
nonequispaced discrete Fourier transform) bezeichnet.

Eine direkte Auswertung des Produkts (3.3) benétigt offenbar O(mn?) Operationen,
entsprechend der Grofle der Matrix N. Die heute fest etablierte iNFFT von Potts et
al. ist ein approximativer Algorithmus mit einer geringeren Komplexitdt. Sie basiert auf
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folgender Idee: Man bestimme einen Approximanten s an p, der sich im ,, Ortsraum* schnell
auswerten l&sst, sodass p und s im ,Frequenzraum® moglichst genau iibereinstimmen.
Letztere Forderung ist bestmoglich erfiillt, wenn

(3.4) (2%)_d/ s(t)e iz qp = oy, k ez,
Td

gilt, wobei wir wy, := 0 fiir k € Z¢\ I? setzen.
Es sei nun ¢ € L'(R%) N L?(R?) eine Ansatzfunktion, die sich an einem beliebigen Punkt
in O(1) Schritten auswerten lésst. Es wird vorausgesetzt, dass die 2m-periodisierte Version

B(t) = Zzezd ot —2nz),  teT?,

eine gleichméBig konvergente Fourier-Reihe besitzt. Diese ist gegeben durch

(3.5) oty =Y, L ene®iz teT?,

mit den Fourier-Koeflizienten
po = m [ g ket
Td

Die Gleichheit in (3.5) ist im L?-Sinne zu verstehen; dies erwihnen wir bei den folgenden
Fourier-Reihen nicht mehr. Die Fourier-Koeffizienten @ hiingen nach der Poissonschen?
Summenformel direkt mit der Fourier-Transformierten der Ansatzfunktion ¢ zusammen:

(3.6) O = (27T)_d/ o(z)e k)2 4y k ezl
Rd
Als ersten Approximanten p an das trigonometrische Polynom p wird nun eine Linear-
kombination von Translaten der 27-periodisierten Ansatzfunktion ¢ gewéhlt,
27
t -

> — = d
®7) ) = 0, ad(t-201), re

wobei o € N ein Uberabtastungsfaktor ist, und die Skalierungskoeffizienten oy der Translate
so zu bestimmen sind, dass (3.4) ndherungsweise erfiillt ist.
Die Entwicklung von p in eine Fourier-Reihe liefert

(38)  B(t) =D, . Bepre V2

_ ~ (k)2 ~ i(k+onz,t)o
degnﬁksﬂke + ZzEZd\{O} Zkggnﬁkwmanze

mit den on-periodischen Koeffizienten
— —27i(k,l)2/on
(3.9) B Zle]gln e :

Bemerkung 3.1.5. Man beachte hierbei das einfache Spektralverhalten der periodisierten
Ansatzfunktion ¢ unter Translationen, das in der ersten Gleichheit in (3.8) zum Ausdruck
kommt. Dies ist ein besonderer Vorteil der klassischen Fourier-Basis auf T?. Eine der
Hauptschwierigkeiten bei der Ubertragung auf den SGL-Fall in Abschnitt 3.3.3 liegt in dem
vergleichsweise komplizierten Spektralverhalten der Ansatzfunktion unter Translationen
begriindet (vgl. dazu auch Abschn. 1.6).

2Siméon Denis Poisson (%1781 in Pithiviers im Département Loiret, Frankreich, +1840 in Paris, ebd.)

62



Unter der Annahme, dass der Betrag der Fourier-Koeffizienten @xqy,, mit k € If,ln
und z € Z%\ {0} sehr klein ist, kann die Doppelsumme auf der rechten Seite von (3.8)
vernachléssigt werden. Geht man zusétzlich davon aus, dass der Betrag der Fourier-
Koeffizienten @y fiir k& € I¢ jeweils ungleich Null ist, motiviert ein Vergleich der ersten
Summe auf der rechten Seite von (3.8) mit der rechten Seite von (3.1) die Wahl

wr/@r, wenn k € I¢,
Br = PR
0, wenn k € IS, \ I,

sodass die Gleichheit in (3.4) fiir alle k € 12, gilt.
Nun werden die Skalierungskoeffizienten «; in (3.7) aus den Koeffizienten 5, bestimmt.
Dazu bringen wir (3.9) in Matrix-Vektor-Schreibweise:

(3.10) [Bk(xﬂ - [e*%i(k(x), 1W))2/on

x=0,...,(cn)d—1 X,v=0,...,(on)d—1 ' {al(l/):| v=0,...,(on)4-1 '

= F

Die Matrix F' = F(d,n, o) ist eine Fourier-Matrix in d Dimensionen (mit spezieller An-
ordnung der Indizes). Thre Inverse ist durch (on)~?F gegeben (dies folgt unmittelbar aus
Lemma 2.2.4). Insbesondere lassen sich also mithilfe der d-dimensionalen iFFT die Skalie-
rungskoeffizienten oy in O((on)?log(on)) Schritten aus den Koeffizienten 3 berechnen.
Um einen besonders schnellen Algorithmus zu erhalten, sollte der Uberabtastungsfaktor
o so gewdahlt werden, dass on eine Zweierpotenz ist.

Bemerkung 8.1.6. Auch dieser Schritt gestaltet sich im SGL-Fall komplizierter, da wir es
an dieser Stelle nicht mehr mit einer klassischen Fourier-Matrix zu tun haben.

In einem letzten Schritt wird der Approximant p durch einen weiteren Approximanten
s angendhert, der sich im Ortsraum schnell auswerten liasst. Unter der Annahme, dass die
Ansatzfunktion ¢ im Ortsraum schnell abklingt, kann ¢ durch eine Funktion v ersetzt
werden, deren Triger vollstindig in einem Quader [—27q/on, 2mq/on]? enthalten ist (q €
N, ¢ < on). Genauer wird

(@) fir z € [~2mq/on, 2nq/on)?,
(3.11) b(z) = {0 ont,

gewihlt und wieder die 27-periodische Funktion ¢ := 3 sezd V(- —27z) gebildet. Die Zahl
q wird Abschneideparameter genannt. Als Approximant an p und damit an p bietet sich

— 7 2 d
s(t) = Zle]gnalw<t—ml> , t e T,

an (vgl. G1.3.7). Gem#B (3.11) kann der Indexbereich I, fiir festes t = [ro,...,74_1]
hier auf den Bereich {l = [10,...,tq-1] € 19, : onT;/2n —q < 1; < on7i/27 +q, i =
0,...,d— 1} eingeschrinkt werden, wie man sich geometrisch leicht iiberlegt. Dies erlaubt
eine Auswertung von s in O(q?) anstatt O((on)?) Schritten. Insgesamt ergibt sich so eine
Rechenkomplexitit von O((on)?log(on) + mq?) fiir die oben beschriebene iNFFT. Die
Speicherkomplexitit ist O((on)?).
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Der obige Algorithmus korrespondiert mit einer nidherungsweisen Faktorisierung der
Matrix N in (3.3). Wir verweisen hier auf [Potts, 2003, Abschn. 1.2]. Es folgt daraus
insbesondere, dass wir auch iiber eine adjungierte INFFT, d. h. einen schnellen Algorithmus
fiir die Multiplikation mit der Matrix N1, verfiigen. Diese hat die gleiche Rechen- und
Speicherkomplexitit wie die iINFFT.

In dieser Arbeit werden wir als Ansatzfunktion ¢ stets eine Gaufische Ansatzfunktion
verwenden (vgl. [Potts, 2003, Abschn. 1.3.2]):

Definition 3.1.7. Es seien o,n € N, n gerade, sowie A > 0. Wir definieren die Gaufsche
Ansatzfunktion fiir die oben beschriebene iNFFT als

d—1
p(z) = [[8(&). z=[%.....&1] €R,
7=0

mit 1
— O _(on/2m)2€2 /22
06 = = (5 )e .

Wir kénnen einen geschlossenen Ausdruck fiir die Fourier-Transformierte der Gaufischen
Ansatzfunktion an Stellen in Z¢ angeben, indem wir [Potts, 2003, Gl 1.34] auf den d-
dimensionalen Fall verallgemeinern. Dies ermoglicht uns nach (3.6) die Verwendung der
Gaufischen Ansatzfunktion in der iNFFT.

Lemma 3.1.8. Es seien o, n und \ wie in Definition 3.1.7. Dann gilt fiir die Fourier-
Transformierte der Gaufischen Ansatzfunktion ¢ die Formel

d—1
/]%d ¢(x)e—l<k,$>2 dr = H ¢Nj) k= [KO) ceey 'V”'d—l] S Zda
7=0

mit ¢ = exp(—2\(wk/on)?).
Wir wollen nun eine Abschétzung fiir den Fehler der iNFFT mit der Gauflschen Ansatz-
funktion herleiten. Genauer untersuchen wir den mazimalen absoluten Fehler

Eso = Exo(wid,n,0,q3t0, ... tm—1) == max [p(t;) — s(t)]
1€{0,...,m—1}

=U,...,

wir [Potts, 2003, Satz 1.7] unter Verwendung von Lemma 3.1.8 auf den d-dimensionalen
Fall (man beachte die Normierung der Gaufischen Ansatzfunktion bei Potts). Diese Ab-
schitzung brauchen wir im Fall d = 3 in Abschnitt 3.2.2.

Satz 3.1.9. Der mazimale absolute Fehler der oben beschriebenen iNFFT mit der Gaufs-

[ed

20—1

d od d
1 3¢—1 20 —1 1 20 1 d
< 2d_1 2 \/7 \/7 —q7’l’(1—20(1+2[,_1))‘

Im Fall d = 3 ergibt sich fiir o > 2 aus Monotoniegrinden speziell

schen Ansatzfunktion und der speziellen Wahl A == 4 lisst sich wie folgt abschitzen:

Eoo < 136||wl|1e" /2,
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Beweis. Aus der Dreiecksungleichung folgt zunéchst fiir beliebiges ¢ € {0,...,m — 1}

p(ti) — s(ta)| < |p(t:) —p(ts)| + [p(t:) — s(t:)] -
= Ey(ts) =: Ea(t;)

Der Uberlappungsfehler Ey;(t;), der durch das Abschneiden von p im Frequenzraum ent-

steht, kann durch

@k-l—anz
P

abgeschitzt werden [Potts, 2003, Gl. 1.23]. Auf der rechten Seite unterscheiden wir solche

Summanden, bei denen genau eine der d Komponenten von z ungleich Null ist, von solchen,

() <
By(ts) < lolimaxd o)

bei denen genau zwei der d Komponenten von z ungleich Null sind, usw. Es folgt mit (3.6)

)j.

und Lemma 3.1.8, dass

d

d
Ey(ti) < [lwls Z <]) (fﬁ’f ZCEZ\{O}

j=1

¢n+an(
P

=L
Der Beweis von [Potts, 2003, Satz 1.7] zeigt

—272\(1-1/0) o —4Xr? o g
¢ (1 oo —1) ¢ (1 T oo+ 1)))

< o (-5 (455)) (1 4 1 4+ e4ma/(20-1) (1 4 1 20-1
- 2mq 2rq 20 +1

< o5 (1+55)) (2 + 1> ,

™q

L = L(o,n,q)

IN

entsprechend der speziellen Wahl von A. Es folgt mit der binomischen Formel

1 d

Eg(t:) < [lw]l (2= 1) (2 + ;)de‘”(l—w(lﬂa—l)).

Der Abschneidefehler Ea(t;), der durch das Abschneiden von ¢ im Ortsraum entsteht,
kann mit der Supremumsnorm || - ||s durch
(v o)
ol ti+—I
on

abgeschétzt werden [Potts, 2003, Gl. 1.27]. Es gilt nach (3.6) und Lemma 3.1.8

. N < —d 5.1
(3.12) Ex(ti) < [Jwli(on) gg}g | Pkl ZleZd:Hti—f—%l > 2,

Hoo_ on

d
b, - - ™/Oo 2
max |@y| " = (27T)d (max || 1) = (Qw)dek( /o)?d/2
kEIg kell

n

Es sei 0.B.d.A. t; = [r0,...,74-1] € [0,27/on)?. Auf der rechten Seite von (3.12) unter-
scheiden wir Summanden mit [ = [;]j—0,... 4—1, bei denen die Bedingung |7; + 27¢;/on| >
2mq/on fiir genau ein j von d erfiillt ist, fiir genau zwei j von d erfiillt ist, usw. Es gilt

, wenn ¢ > 0,

o2
‘d)(Tj—F%L)‘ S ‘(ﬁ(anl‘)
on ‘¢(2l(b+1))’, wenn ¢ < 0.
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Ahnlich wie oben ergibt sich damit

Ea(t:) < [wl (iﬂ> A /o) 2d/22d:< )( ;m( )) < )
s ({2 o)

j=1

A

()

=M

Der Beweis von [Potts, 2003, Satz 1.7] zeigt

M = M(o,q) < (1 4 >‘> o P/21
q

Es ergibt sich mit der speziellen Wahl von A und der binomischen Formel

A d
Ex(t;) < Jlw|l1 (3% = 1) (2mA) ™ d/2< +> A /0)?d/2—q> /2

= 1l E (2 22 ) ettt

Damit ist die Aussage des Lemmas bewiesen. O

Bemerkung 3.1.10. Die obige Fehlerabschiitzung besitzt mit den entsprechenden Ande-
rungen auch fiir die adjungierte iNFFT Giiltigkeit, wie man mithilfe von [Werner, 2011,
Satz 3.4.2] und der Abschitzung | - ||oo < ||-||1 zeigen kann (vgl. auch [Potts, 2003, S. 19]).

Man beachte, dass die Schranke fiir den Fehler F., zwar nicht direkt von n abhéngt,
dass aber ¢ < on gewihlt werden muss. Bei geeigneter Wahl des Uberabtastungsfaktors
o fallt der Fehler exponentiell ab, wenn wir den Abschneideparameter ¢ vergroflern.

Abschlieflend beschreiben wir noch, wie sich aus der iINFFT und ihrer Adjungierten die
NFFT herleiten lésst, d. h. die schnelle Vorwértstransformation, die aus den Polynomwer-
ten p(t;) die Fourier-Koeffizienten wy, berechnet. Dazu gibt es verschiedene Moglichkeiten,
von denen wir hier nur eine festhalten. Fiir eine ausfiihrliche Diskussion und Weiterent-
wicklungen des hier besprochenen Verfahrens verweisen wir auf [Kunis, 2006, Kap. 5] (vgl.
auch [Potts, 2003, Abschn. 1.7]).

Es seien N € C™"" und f := [p(ti)]i=0,...m—1 € C™ wie in (3.3). Wir suchen nach einem
Fourier-Vektor f € C"d, der das lineare Gleichungssystem

(3.13) Nf=f

16st. Unter den obigen Voraussetzungen besitzt dieses Gleichungssystem mindestens ei-
ne Losung. Um eine solche zu berechnen, formulieren wir (3.13) als Kleinste-Quadrate-
Problem: Man bestimme f so, dass

(3.14) If = NFI3 < |If—Ngl} VvgecC™,

Man unterscheidet drei Fille: Ist die Anzahl m an Punkten grofer als die Anzahl n? an
gesuchten Fourier-Koeffizienten (n? < m), so erhilt man die Losungen f von (3.14) durch
Losen der Normalengleichungen erster Art des iiberbestimmten Systems (3.13),

(3.15) NUNf = NHf
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Gehen wir zusétzlich davon aus, dass die Spalten von N linear unabhéngig sind (d. h.
rang(N) = n9), so ist die Losung f sogar eindeutig bestimmt. Zur numerischen Losung
von (3.15) bietet sich das CGNR-Verfahren an (CGNR fiir conjugate-gradient normal-
equation residual, vgl. [Golub und van Loan, 1996, Alg. 10.4.1]). Der Vorteil dieser Methode
besteht darin, dass sie im Wesentlichen auf Multiplikationen mit N und N basiert, wofiir
die iNFFT und ihre Adjungierte als schnelle Algorithmen zur Verfiigung stehen.

Ist die Anzahl an Punkten kleiner als die Anzahl an Fourier-Koeffizienten (m < n?),
so wird das Kleinste-Quadrate-Problem (3.14) zu einem speziellen Optimierungsproblem
erweitert: Man bestimme f so, dass

(3.16) If = NfI3 < [If = Ngl} YgeC™, | f]2=min.

Durch die Zusatzbedingung ist die Losung f in diesem Fall unabhéingig vom Rang der Ma-
trix IV eindeutig bestimmt. Gehen wir davon aus, dass die Zeilen von N linear unabhéngig
sind (d. h. rang(N) = m), so erhalten wir f durch Losen der Normalengleichungen zweiter
Art des unterbestimmten Systems (3.13),

(3.17) NNYg = 5. f = NHg.

Zur numerischen Losung von (3.17) eignet sich die CGNE-Methode (CGNE fiir conjugate-
gradient normal-equation error, vgl. [Golub und van Loan, 1996, Alg. 10.4.2]). Auch hier
konnen die iNFFT und ihre Adjungierte fiir die darin auftretenden Multiplikationen mit
N und N verwendet werden.

Ist die Anzahl an Punkten gleich der Anzahl an Fourier-Koeffizienten (m = n?), so
kann wieder die CGNR-Methode auf die Normalengleichungen (3.15) angewendet werden;
man erhélt unter Zuhilfenahme der iNFFT und ihrer Adjungierten also auch hier einen
schnellen Algorithmus.

3.2 NFSGLFT-A: Trigonometrisierung und NFFT

Wir kommen nun zur ersten Klasse von NFSGLFTs, der Variante A. Bei der inversen
Transformation kommt dabei die iNFFT aus dem vorigen Abschnitt direkt zum Einsatz,
nachdem die auszuwertende bandbegrenzte Funktion f € H an den gegebenen Punkten
x; in die Form eines dreidimensionalen trigonometrischen Polynoms gebracht wurde. Fiir
diese Ubersetzung, die Ahnlichkeit mit einer Trigonometrisierung hat, verwenden wir den
Clenshaw-Algorithmus bzw. eine adjungierte FDPT, eine adjungierte FLT, sowie die DCT.

3.2.1 Herleitung der schnellen Algorithmen

Es seien die SGL-Fourier-Koeffizienten fnlm einer bandbegrenzte Funktion f € H mit
Bandbreite B > 2, sowie Punkte x; = [r;, 9, ¢i], ¢ = 0,...,M — 1, gegeben. Weiter
sei p > 0 so gewéhlt, dass r; < p fiir alle ¢ € {0,...,M — 1} gilt. Wir definieren die
Hilfsfunktion o —

1) = Apir) = = Lo relo ).
Die Funktion + ist ein Polynom vom Grad Eins, welches das Intervall [0, p] bijektiv auf

das Intervall [—1, 1] abbildet. Die Umkehrabbildung bezeichnen wir mit 1.
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Wir betrachten nun

f(r,ﬁ,go) = Z|m|<l<n<B fnlm nlm(r 0 (P)

- Z|m|§z<3< > otm Nt R )> Yim (9, ¢).

n=Il+1

= gim(T)

Die Funktion g, (r) ist jeweils ein Polynom vom Grad hochstens 2B — 2 auf [0, p]. Wir
schreiben dieses mithilfe der Funktion v als

9im = Y9im © '7_1 .
Die Funktion G, == gim 07~ ist dementsprechend jeweils ein Polynom vom Grad héchs-
tens 2B — 2 auf [—1, 1]. Dieses iibersetzen wir mithilfe der DCT (Abschn. 2.2.2) zunéchst
in die Tschebyschow-Basis (Def. 2.2.10). Dazu berechnen wir fiir j =0,...,2B — 1

B(l + coswj)>

Gim(cosw;) = g (v (cosw;)) = gim (2

mit w; = (2§ + 1)m/4B. Der Clenshaw-Algorithmus (Alg. 2.6) leistet dies fiir jedes Paar
[I,m], Im| <1 < B, in jeweils O(B?) Schritten. Es ergibt sich eine Komplexitiit von O(B%)
fiir den ersten Schritt. Nun berechnen wir mit der DCT fiir jedes Paar [I, m]

T N S
(3.18) Gl k=0,....2B—1 28 C28 | Gim(cos wj) j=0,...2B—1

Dieser zweite Schritt besitzt eine Komplexitit von O(B3log B). Es gilt nach Lemma 2.2.11

2B-1 2B-1 251
(G © cos) Z Apim (T © cos) Z Qe COS(KW) Z % (e“’“" + e‘“‘“’).
~k=0
Daraus ergibt sich
glm(ri) = ZKGI&B 5Hlmemarcc08’y(7"i)’ 7= 07 L ,M _ 1’

mit
Q0 Im fiir K =0,

(319) Brim = a|/€|,lm/2 fiir 0 < |I€| < 2B,
0 sonst.

Die oben beschriebene radiale Teiltransformation hat eine Rechenkomplexitit von O(B*)
und eine Speicherkomplexitit von O(B?), wie man sich schnell klar macht. Nutzt man
statt des Clenshaw-Algorithmus eine adjungierte FDPT, so reduziert sich die Rechenkom-
plexitiit bei gleichbleibender Speicherkomplexitit auf O(B3 log? B).
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Wir betrachten nun bei festem ¢ € {0,..., M — 1} die Funktion
f(r’ia 19’ 90) = Z glm(ri) YZm(él? QD)

|m|<l<B

B-1
DD SN ( SRRV R P
4B

I=[m|

=: hy,m(cos V)

Fiir gerades m ist die Funktion hy, , jeweils ein Polynom vom Grad héchstens B — 1 auf
[—1,1]. Es folgt
2B-1

hmo,m = E 5/{@,an/€
~k=0

mit
(3.20) [5”0’“’”} we0..op1 D2 C2B [h”o’m(coswj ) jm0.281°
Wie oben ergibt sich nun
"y
hnmm(COS U;) = Z“EIiB Cno»fimem

mit

€r0,0,m fiir k =0,
(3.21) Crowm = 4 Exo ln;m/2  flir 0 < [k| < 2B,

0 fiir k = —2B.

Der Fall m ungerade kann auf den Fall m gerade zuriickgespielt werden: Fiir m ungerade
ist (1—&2)72h, m(€) jeweils ein Polynom vom Grad hichstens B —2 auf [—1,1]. Es folgt
2B—2
higom(cosw) = Z Er,rem Sin(w) T (cosw)
k=0
mit
(3.22) [E’“””“m} k=0,...2B—1 = D2 CapVp {h’“”m(cos wj)]jzo,...,23—1’

wobei Vp die in Abschnitt 2.2.3 fiir n := B definierte diagonale Hilfsmatrix ist. Da nun
1

sin(w) Ty (cosw) = sin(w) cos(kw) = I(ei(f’ﬂrl)w _ el lw _ ilk—1)w e_i(”_l)w),
gilt
hicy.m(cos ;) = Znep L
4B

mit

(0 fiir kK = 0,

2€k0,0m — €xo,2,m fir |k| =1,

(3.23) Croem = Sg;H Exorlrl—1m — Exoylr+1m  Tur 1< |k < 2B =2,

Ero|k|—1,m fir 2B — 2 < |k| < 2B,

0 fir k = —2B.

\

Die Funktionswerte hy, m(cosw;) kénnen mit der adjungierten FLT (Abschn. 2.2.3) bei
festem ko in O(B?) Schritten fiir alle m berechnet werden. Dabei sollte die adjungierte
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FLT so angepasst werden, dass im Fall m ungerade die Gewichtung durch Vg in (3.22)
schon mit vorgenommen wird, da es andernfalls zu Stabilitétsproblemen kommen kann;
bei der adjungierten seminaiven FLT erreicht man dies durch einfaches Weglassen der Ge-
wichtungsmatrix W, in Folgerung 2.2.15. Es ergibt sich eine Komplexitét von (’)(B4) flir
diesen Schritt. AnschlieBend kénnen bei festem o und m die Koeffizienten e, xy, mittels
DCT berechnet werden. Dieser Schritt hat eine Komplexitit von O(B? log B). Die oben be-
schriebene sphérische Teiltransformation hat also eine Rechenkomplexitdt von insgesamt
O(B*), die Speicherkomplexitit ist O(B3). Nutzt man eine FLT mit der Komplexitit
O(B?log? B), so reduziert sich die Rechenkomplexitit bei gleichbleibender Speicherkom-
plexitit auf O(B3log? B).

Bemerkung 3.2.1. Die sphérische Teiltransformation bildet die Grundlage der nichigleich-
winkligen schnellen sphdrischen Fourier-Transformation (NFSFT fiir nonequiangular fast
spherical Fourier transform) von Kunis und Potts [2003]. Dort werden sphérische Polyno-
me wie oben beschrieben in zweidimensionale trigonometrische Polynome iibersetzt und
anschliefend mit der zweidimensionalen iNFFT ausgewertet. Man vergleiche dazu auch
[Kunis, 2006, Abschn. 3.3.1].

Es ergibt sich insgesamt

3.24 r;) = Z Z h cos ;) ellro arccos y(ri)+me;)
B2 Je) = S emleost)
_ Z Z Z ¢ ei(no arccos y(r;)+K19i+mep;)
NOEIiB nleliB |m|<B Ro,f1,m

_ i(k,Z;)2
= €
ZkEIZ’B Mk

mit den transformierten Punkten Z; := [arccos v(r;),¥;, ¢;] € T3 und

Cﬁoﬁlﬂw fiir ’”2| < B,
N — k= [Ko, K1, H,Q].

0 sonst,

In einem letzten Schritt wird nun die rechte Seite von (3.24) mithilfe der iNFFT in
O((cB)?log(oB) + ¢3M) Schritten fiir alle i = 0,..., M — 1 ausgewertet; dabei withlen
wir in dieser Arbeit die GauB8sche Ansatzfunktion (Def.3.1.7) und lassen den Uberabtas-
tungsfaktor o und den Abschneideparameter ¢ < 0B der iNFFT zunichst variabel (vgl.
Abschn. 3.1). Ingesamt ergibt sich so eine iNFSGLFT mit einer Rechenkomplexitit von
O(B* + (¢B)?log(0B) + ¢*M) oder sogar O(B>log? B + (6 B)?log(cB) 4 ¢*M) und ei-
ner Speicherkomplexitit von O((cB)?). Die Rolle von q und o arbeiten wir im niichsten
Abschnitt heraus.

Wir bezeichnen die oben beschriebene Klasse von iINFSGLFTs als Variante A. Wir
verzichten hier auf eine Darstellung in Pseudocode. Stattdessen stellen wir die iINFSGLFT-
A als Matrix-Faktorisierung dar. Dazu definieren wir die zur radialen Teiltransformation
gehorigen Matrizen

Ri = Ri(p) = |NutRu(p(1 +c05;)/2)] oo opy € RZZ¥FD, 1< B.
n=Il+1,...,B
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Weiter seien L, = L, p die in (2.24) definierten Legendre-Matrizen. Wir nutzen die
Permutationsmatrix Sp aus (2.37), sowie die Permutationsmatrix

T — [eT } R4B*x4B?
B (V)] p—p, . 4B3—1

mit den kanonischen Einheitsvektoren der entsprechenden Lénge und

B? — B — m(¢)*sgnm(y)) n <B _ ng;@)) m() + 1(v),

o(yp) = B*k(¢) +

2
wobei hier
k(¥) = 1 mod 4B,
_ | = r{)
Y-k
m(w) = L=y + 1)
4B
gilt. Die Matrix ST sorgt fiir eine Umsortierung von n = 1,..., B, l < n, |m| <, hin zu

Il < B,|m|<l,n=1+1,...,B. Die Matrix T3 erledigt die Umsortierung von [ < B,
m| <1, k =—-2B,...2B—1, hinzu k = —-2B,...2B -1, |m| < B, l = |m|,...,B — 1.
Als dritte Permutationsmatrix bendtigen wir

Up = [e ] c RAB(2B-1)x4B(2B-1)
] ,=0,...aB31

mit den kanonischen Einheitsvektoren der entsprechenden Lénge und

7(¢t) == B+ 2B+ k(1))2B —1)+m(:) — 1,

wobei hier
k(t) = (¢t mod 4B) — 2B,
t— k(1) —2B
= —- —B-+1
gilt. Die Matrix U} sorgt fiir die Umsortierung von |m| < B, k = —2B,...,2B — 1, hin
zuk =—2B,...,2B — 1, |m| < B. Dariiber hinaus definieren wir die speziellen Matrizen
T
0] 2|
1 1 1
Ap = ) } e RYP25,
1 1
sowie I, '= Ap fiir m gerade, bzw.
0 —2 0] 2 1"
-1 0 0 1
I, = l ‘ 71. 0_ 1 -1 _0 .1 ‘ € R4BX2B,
4i ol T T,
-1 0 1 -1 0 1
L0 |
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fiir m ungerade. Damit ergibt sich zwischen (3.18) und (3.19) der Zusammenhang

un] s s = o],

=-2B,..,2B—1 =0,...,2B—1

)

und zwischen (3.20) bzw. (3.22) und (3.21) bzw. (3.23) der Zusammenhang

[Cﬁo,nm] = In |:5n0,mn} .
k=—2B,..2B—1 #=0,...,2B—1

Dies entspricht jeweils einem Wechsel von der Tschebyschow- in die Monombasis. Als
weitere Hilfsmatrix definieren wir noch

. 2Bx4B
Xp = [OQB—LB-H | Esp1 ‘023—1,3} € R*E

Die Matrix Xg erweitert den Bereich von k = 0,...,B —1zu x = -2B,...,2B -1
durch Hinzufiigen von Nullen. Zu guter Letzt definieren wir noch die zu den Punkten
xo,...,xp—1 gehorige spezielle NDFT-Matrix (vgl. Gl. 3.3)

N = N(B;zg,...,x5-1) = [ei<k(x),azi>z] o a1 € CMXUBY
x=0,..., (4B)3-1

mit den transformierten Punkten #; € T3. Es ergibt sich nun mit den obigen Bestandteilen
aus den Uberlegungen dieses Abschnitts insgesamt das folgende Hauptresultat:

Satz 3.2.2. Die Matriz H in Definition 3.1 besitzt die Faktorisierung

2B—1 Blocke der Grofle 4B x 2B

I1_pDopCop
H=N -{Eupp®Xp} {Esp@Ug} - Esp® .
Igp_1DypCsp
L1T—B Ry
X ¢ Eyp ® 'Tg'{EBQ®<ABD2BC2B>}' - SE,
- -
Lp B2 Bloscke der GrofBe 4Bx2B Rp—
2B—1 Blocke (s.u.) B Blocke (s.u.)
mit
- E ir m gerade
T .= fir m g LT . diag [Mlm] e R2BX(B=Im) |y < B,
Vg fiir m ungerade I=|m|,...,.B—1
und den Blockmatrizen
Ry = Fyy1 @ Ry, I < B.

e —’
21+1 Blocke der Grofie 2Bx (B—1)

Die Matrizen L} und R; kénnen nun wie in Abschnitt 2.2.3 bzw. 2.2.5 beschrieben
selbst wieder faktorisiert werden; bei Verwendung der adjungierten seminaiven FLT ist die
Faktorisierung von L} durch Folgerung 2.2.15 gegeben, bei Verwendung des Clenshaw-
Algorithmus fiir den radialen Teil ergibt sich die Faktorisierung von R; aus Satz 2.2.21.
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Durch Umkehren der Produktreihenfolge und hermitesches Transponieren der einzelnen
Faktoren erhalten wir unter Beriicksichtigung der Rechenregeln fiir das Kronecker-Produkt
zusammen mit Lemma 2.2.8 nun abschlieend noch das folgende zweite Hauptresultat. Es
zeigt uns, dass wir auch iiber eine adjungierte INFSGLFT-A mit der gleichen Komplexitét
wie die der iNFSGLFT-A verfiigen.

Folgerung 3.2.3. Die Matriz HY besitzt die Faktorisierung
Ry Li_p
A= sy .{EBQ®<(§2—31D’2FBA§>}.TB. Eip ®
R} Lp-1
Cop Diplilp
X < Eyp ® {Esp @ U} - {Eup) ® Xp}- N9
Cop Diplh

Die hier enthaltenen Matrizen L,, und R;F konnen ebenfalls selbst wieder faktorisiert
werden, siehe Satz 2.2.14 fiir die seminaive FLT und Folgerung 2.2.23 fiir den adjungierten
Clenshaw-Algorithmus. Auf dieselbe Art und Weise wie am Ende von Abschnitt 3.1 fiir
die NFFT beschrieben ergibt sich aus der iNFSGLFT-A und ihrer Adjungierten auch eine
schnelle Vorwértstransformation, die wir als NFSGLFT-A bezeichnen.

3.2.2 Fehlerabschitzung

Bei ndherer Betrachtung wird klar, dass der einzig approximative Teil der INFSGLFT-A
die abschlieende iNFFT ist. Mithilfe der Satze 3.1.9 und 3.2.2 kénnen wir daher eine
Abschétzung fiir den maximalen absoluten Fehler der iNFSGLFT-A herleiten. Letzterer
wird definiert als

(3.25) Ex = Ex(f,x0,...,20-1;0,4,B; p) = e (@) — fl)|
mit den gegebenen Fourier-Koeffizienten f = [fn(u),l(u)7m(ﬂ)]H:01---7B(B+1)(23+1)/6—1 und

dem Ergebnis | f (xi)]i=0,....m—1 der INFSGLFT-A; o ist der Uberabtastungsfaktor der iN-
FFT, q deren Abschneideparameter.

Satz 3.2.4. Der mazimale absolute Fehler der iNFSGLFT-A lisst sich unter Verwendung
der iNFFT aus Abschnitt 3.1 fiir o > 2 wie folgt abschditzen:

1 1-1/e 2 - R
Fs < CV2B —1(B +1)B%a, p exp <bp’B (B + 2) +5- 2) 11

mit einer globalen Konstanten C' < 132, sowie den Koeffizienten

1, wenn p < 1 und B < {2e7%/¢In(p)(p?/e — 1)~ 1}~ 1H+1/e —o-1,
Qp,B =
1/p  sonst,

)

o e?¢/2, wenn p <1 und B < {2e=2/°In(p)(p*/¢ — 1)1}~ 1+1/e o1
(pe)¥/¢/2  sonst.
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Fiir den Beweis dieses Satzes benotigen wir drei technische Lemmata:

Lemma 3.2.5. Fir £ > ¢ >0 gilt

I'(¢)
lnw < (£—¢)In&.

Beweis. Aus der Log-Konvexitit der Gammafunktion auf (0, 00) (s. [Andrews et al., 1999,
Flg. 1.2.6]) folgt zunéchst InT'(§) — InT'(v) < (£ — ¥)(€) mit der Digammafunktion ¢ =
dInT'/d¢. Die Aussage ergibt sich nun aus der Abschitzung (§) < Iné&, £ € (0,00) (vgl.
[Abramowitz und Stegun, 1972, Gl. 6.3.21]). O

Lemma 3.2.6 [Batir, 2008, Satz 1.5]. Fir £ > 1 gilt
_1/9\¢1/2
Ve (S2R) T <

[§]

Lemma 3.2.7. Fir £ > 0 gilt
Ing < gve.

Beweis. Die Funktion f(£) = £/¢ — In¢ besitzt die Ableitung

df _ o lyelfe—1 -1
@ =€ ef™).

Es gilt df/d¢ = 0 genau an der Stelle £ = €°. Ein Einsetzen von €° in die zweite Ableitung
von f zeigt, dass f an dieser Stelle ihr globales Minimum f(e®) = 0 annimmt. O

Beweis von Satz 3.2.4. Um Satz 3.1.9 anwenden zu kénnen, untersuchen wir in Satz 3.2.2
den Einfluss der Faktoren rechts der NDFT-Matrix NV auf die 1-Norm des Eingabevektors.
Bei den Blockmatrizen kénnen wir uns dabei auf die einzelnen Blocke zuriickziehen.

Zunichst halten wir fest, dass die Multiplikation eines Vektors x mit einer Permutati-
onsmatrix P keinen Einfluss auf die 1-Norm hat, es gilt ||Pz||; = ||z||1. Das gleiche gilt
fiir die Matrizen Ap, I, und Xp. Aus Lemma 2.2.9 folgt sofort ||Copz||; < v2B|z|; fiir
jeden Vektor x der Linge 2B. Dariiber hinaus gilt || Depz||; < ||z|l1/VB.

Aus Lemma 1.4.2 und der Tatsache, dass p(1 + cosw;)/2 < p, folgt fiir den Radialteil
der SGL-Basisfunktionen

2n —1—1)! ( n—1/2 )2 oyt _ 2(n+ 1/2)p2er’
T(n+1/2) \n—1—-1 T(n—DI(I+3/2)%

Mit Blick auf die rechte Seite zeigen wir

2
‘NnZRnl (g(l + cos wj)) ‘ <

In F(E(_”l;}b/i)gzp —In W 4 1lnp? —2InT(l 4 3/2)

(3.26) < (14+1/2)In(n+1/2) +11Inp? = 2In((1 + 1) e —In2 -1
< (I4+1)In((pe)?*(n+1/2)(1+1)"%) —2Inp—In2 -1

(3.27) < (pe)¥e(n+1/2)Ye(1+ 1) —2lnp -2 -1

(3.28) < (pe)?*(B+1/2)'"Y¢ —2Inp—In2 — 1.
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Dabei folgt die Abschitzung (3.26) aus den Lemmata 3.2.5 und 3.2.6, die Ungleichung
(3.27) ergibt sich aus Lemma 3.2.7. Im Fall p < 1 kann (3.28) verbessert werden: Verzich-
ten wir in (3.26) auf den Summanden /1n p? < 0, so erhalten wir #hnlich wie oben

L(n+1/2)p% <
F(n—0T(1+3/2)2 —

(3.29) In e*(B+1/2)' 71 —n2 1.

Ein Vergleich der rechten Seiten von (3.28) und (3.29) zeigt, dass
e?*(B+1/2)'7Ve < (pe)¥¢(B+1/2)' 7Y —21np

genau dann, wenn B < {2e=2/¢In(p)(p?/¢ — 1)~ 1} ~1+1/e —2~1 Fiir festes | < B und einen
beliebigen Vektor x = [{p,...,£p_;—1] der Linge B — [ lassen sich die Elemente von R;Fa:
mit den im Satz angegebenen Koeffizienten a, p und b, g also durch

1 1-1/e pQ 1
< a,B exp(me (B+2) +22>||:UH1

abschétzen. Es gilt dementsprechend fiir einen Vektor x der passenden Lénge stets

B
Z gn—l—ananl <g(1 + COSWJ))

n=Il+1

~ 1 1 1/e 2 1
||RlTa:||1 < 2Ba,pB exp(bp,B (B+2> —I—%— 2>||:E||1

Es seien jetzt |m| < Bund z = [, . .., {p_|m|] ein Vektor der Linge B—|m/|, m zunéchst
gerade. Mithilfe von Lemma 1.1.4 lassen sich die Elemente von LT z durch

B—1
Z &1—m| Mim Py (cos wj) H$H1
I=|m)|
abschétzen. Im Fall m ungerade folgt aus Lemma 1.1.6
— N 2B — 1
D St Mim (sinej) ™" Pi(cosey)| < /(B +1)alls.
I=|m|
Es gilt somit fiir einen Vektor x der passenden Lénge stets
~ 2B —1
ILmal < 5 BB+ 1)zl
7
Nun kann der zweite Teil von Satz 3.1.9 angewendet werden. O

Satz 3.2.4 zeigt uns, dass der maximale absolute Fehler mit steigender Bandbreite B
potentiell wichst. Gleiches gilt fiir grofler werdendes p, was die Wahl

(3.30) p = max{ro,...,Typ—1}

motiviert. Wir kénnen den Fehler bei fester Bandbreite B und festem p in exakter Arithme-
tik jedoch beliebig klein werden lassen, indem wir den Abschneideparameter ¢ der iNFFT
hinreichend grof§ wihlen. Insbesondere halten wir fest, dass der Fehler der iNFSGLFT-A

75



(i)  mit groBer werdendem Abschneideparameter ¢ mindestens exponentiell abfallt,
(ii) mit groBer werdendem p potentiell hyperezponentiell anwéchst und

(iii) mit wachsender Bandbreite B héchstens subezponentiell anwéchst (bei héchstens
subexponentiellem Wachstum von || f1).

Alle drei Phinomene werden wir im néchsten Abschnitt numerisch nachweisen. Insbeson-
dere kénnen wir, um den Fehler zu kontrollieren, nach (iii) den Abschneideparameter ¢
als Funktion von B auf geeignete Weise als ¢ = o(B) wihlen. Dies zeigt, dass wir mit der
iNFSGLFT-A auch auf theoretischer Ebene einen schnellen Algorithmus zur Hand haben.

3.2.3 Numerische Tests

Die iNFSGLFT-A, ihre Adjungierte, sowie die NFSGLFT-A wurden in der Program-
miersprache C++ implementiert und auf dem in Abschnitt 2.3 beschriebenen System
getestet. Es wurde der Clenshaw-Algorithmus und dessen Adjungierter (Abschn. 2.2.5)
verwendet. Weiter wurde die seminaive FLT und deren Adjungierte (Abschn. 2.2.3) des
SpharmonicKit benutzt (vgl. Abschn. 2.3). Der Clenshaw-Algorithmus und dessen Adjun-
gierter wurden wieder mit erweiterter doppelter Genauigkeit durchgefiihrt, die {ibrigen
Berechnungen wurden mit doppelter Genauigkeit vorgenommen. Bei der iNFFT und ih-
rer Adjungierten wurde auf die Implementierung von Keiner et al. [2009] zuriickgegriffen®
(Vers. 3.3.1). Es wurde die DCT der Fastest Fourier Transform in the West* verwendet
(FFTW, Vers. 3.3.6). In allen Tests wurde der Uberabtastungsfaktor o = 2 der iNFFT
gewéhlt. Der Parameter p der INFSGLFT-A und ihrer Adjungierten wurde stets wie in
(3.30) gesetzt. Fiir die Fehlermessungen und zum Laufzeitvergleich wurde eine naive iNDS-
GLFT analog zu der im Abschnitt 2.3 genutzten naiven iDSGLFT implementiert. Es ist
im Folgenden

B = {z € R3: ||z < K}, k> 0.

Bemerkung 3.2.8. Bei genauer Betrachtung der Herleitung der iNFSGLFT-A und ihrer
Adjungierten in Abschnitt 3.2.1 wird klar, dass in (3.24) nicht das gesamte Gitter I}y
mit den Ausmaflen 4B x 4B x 4B benttigt wird. Da die Implementierung der iNFFT
und ihrer Adjungierten von Keiner et al. auch Gitter mit unterschiedlicher Ausdehnung in
jeder Dimension zulésst, wurde hier ein kleineres Gitter mit den Ausmafien 4B x 2B x 2B
verwendet. Dies verbessert die Laufzeit, hat aber keinen Einfluss auf die Komplexitat.

In einem ersten Test wurden fiir die Bandbreiten B = 32 und B = 64 jeweils zufillige
SGL-Fourier-Koeflizienten fnlm generiert, wobei der Real- und Imaginérteil jeweils gleich-
verteilt zwischen —1 und 1 lag. Zusétzlich dazu wurden jeweils M = 10000 zufallige,
gleichverteilte Punkte x; € B} erzeugt. Es wurden dann aus den SGL-Fourier-Koeffizienten
mit dem naiven Algorithmus die Funktionswerte f(x;) und mit der iNFSGLFT-A die

3Siehe https://www-user.tu-chemnitz.de/~potts/nfft
4Siehe https://www.fftw.org
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Abbildung 3.1. Durchschnittlicher maximaler (dunkelblau) absoluter und (hellblau)
relativer Fehler der iNFSGLFT-A bei M = 10000 gleichverteilten Punk-
ten in B2 mit o = 2 in Abhingigkeit von dem Abschneideparameter g.

naherungsweisen Funktionswerte f (x;) berechnet. Dies wurde jeweils fiir die Abschneide-
parameter ¢ = 1,...,20 getan. Der obige Test wurde insgesamt zehnmal wiederholt und
so der maximale absolute und relative Fehler

i |f (@) — f(23)]
(3.31) gna S = fl - bawe o max SIS

in Abhéngigkeit von ¢ bestimmt. Abbildung 3.1 zeigt die Ergebnisse dieser Fehlermessung.
Die Standardabweichung der gezeigten Ergebnisse war durchgehend so klein, dass sie der
Ubersichtlichkeit halber nicht eingezeichnet wurde. Es ist deutlich zu erkennen, dass der
Fehler wie erwartet mit wachsendem ¢ exponentiell abfillt (vgl. S. 75, i), bevor der Run-
dungsfehler die Oberhand gewinnt. In beiden Féllen B = 32 und B = 64 ist der relative
Fehler fiir die Zweierpotenz ¢ = 16 lediglich von der GroBenordnung 107!, also unter
Beriicksichtigung der Maschinengenauigkeit zufriedenstellend klein.

In einem zweiten Test wurden fiir die Bandbreiten B = 32 und B = 64 wie oben zufilli-
ge SGL-Fourier-Koeffizienten fnlm generiert. Zusédtzlich dazu wurden fir £ = 1,...,6
jeweils M = 10* zufillige, gleichverteilte Punkte z; € B2 erzeugt. Es wurden dann aus
den SGL-Fourier-Koeffizienten die Funktionswerte f(z;) mit dem naiven Algorithmus und
mit der iINFSGLFT-A rekonstruiert. Tabelle 3.1 zeigt die Ergebnisse der dabei vorgenom-
menen Laufzeitmessung. Es ist klar ersichtlich, dass die iNFSGLFT-A selbst bei kleinen
Problemgréfien (M > 100) einen Laufzeitvorteil bietet. Mit wachsendem M gewinnt die
iNFSGLFT-A weiter an Vorsprung. Im Fall B = 32, M = 1000000, etwa benétigt der nai-
ve Algorithmus ca. drei Stunden, die Laufzeit der INFSGLFT-A betrug hingegen weniger
als zwei Minuten.

Im néchsten Test wurde der Fehler der iNFSGLFT-A in Abhéngigkeit von der Streu-
weite der Zielpunkte untersucht. Zu diesem Zweck wurden fiir die Bandbreite B = 32 wie
zuvor zufillige SGL-Fourier-Koeffizienten fnlm generiert. Zusétzlich dazu wurden M =
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M INDSGLFT (naiv) iNFSGLFT-A

1E+1 9,99E —2s5 9,27TE —1s

1E+2 9,95E —1s 9,35E —1s

1E+3 9,81E+40s 1,03E+0s

1E+4 1,04E+42s 2,10E+0s

1E+5 1,09E+3s 1,22E+1s

1E+6 LI1E+4s 1,13E+2s
(a)

M iNDSGLFT (naiv) iNFSGLFT-A
1E+1 1,36 E40s 1,01E+1s
1E+2 1,38E+1s 1,03E+1s
1E+3 1,36 E+2s 1,03E+1s
1E+4 1,36 E4+3s 1,19E+1s
1E+5 1,37TE+4s 2,82E+1s

(b)

Tabelle 3.1. Durchschnittliche Laufzeit der naiven iNDSGLFT und der iNFSGLFT-A fiir
(a) B =32und (b) B = 64, jeweils mit ¢ = 2 und ¢ = 16, in Abhéngigkeit
von der Anzahl M an Zielpunkten.

1000 zufillige, gleichverteilte Punkte z; € B2 erzeugt, wobei fiir  iiber die Werte i/4,
i =1,...,31, iteriert wurde. Man beachte hierbei, dass nach (3.30) stets p ~  gilt, wie
man sich schnell klar macht. Der obige Test wurde zehnmal wiederholt und so der ma-
ximale absolute und relative Fehler in Abhéingigkeit von k bestimmt. In Abbildung 3.2
sind die Ergebnisse dargestellt. Man erkennt deutlich das vermutete hyperexponentiel-
le Fehlerwachstum der iNFSGLFT-A beziiglich p (vgl. S. 75, ii). In diesem Test war die
Standardabweichung des absoluten Fehlers wieder durchweg so klein, dass sie in Abbildung
3.2 nicht eingezeichnet wurde.

In einem vierten Test wurde der Fehler der iINFSGLFT-A in Abhéngigkeit von der Band-
breite B untersucht. Dazu wurden fiir die Bandbreiten B = 2%, k = 3,...,7, wie zuvor
zufiillige SGL-Fourier-Koeffizienten fnlm generiert. Zusétzlich dazu wurden M = 1000
zufallige, gleichverteilte Punkte z; € IB%% erzeugt. Es wurde der Abschneideparameter

= 12 gewi#hlt. Im eigentlichen Testlauf wurden dann aus den SGL-Fourier-Koeffizienten
mit dem naiven Algorithmus die Funktionswerte f(x;) und mit der iNFSGLFT-A die
niherungsweisen Funktionswerte f (z;) berechnet. Dies wurde fiir jede Bandbreite zehn-
mal wiederholt und so der maximale absolute und relative Fehler in Abhéngigkeit von B
bestimmt. Abbildung 3.3 zeigt die Ergebnisse dieser Fehlermessung. Man erkennt hier das
vermutete subexponentielle Fehlerwachstum der iNFSGLFT-A beziiglich B (vgl. S. 75,
iii). Interessant ist, dass der absolute Fehler von der Bandbreite B = 32 zur Bandbrei-
te B = 64 hin abfillt. Indem der obige Test noch einmal unter Verwendung der exakten
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Abbildung 3.2. Durchschnittlicher maximaler (dunkelblau) absoluter und (hellblau)
relativer Fehler der iNFSGLFT-A fiir B = 32 bei M = 1000 gleichver-
teilten Punkten in B? mit ¢ = 2 und ¢ = 16 in Abhingigkeit von &

(= p).

iNDFT anstelle der approximativen iNFFT durchgefiihrt wurde, konnte die Ursache dieses
reproduzierbaren Effekts in der iNFFT gefunden werden (vgl. Abb. 3.3).

In einem letzten Test wurde die NFSGLFT-A, d. h. die Vorwéartstransformation, unter-
sucht. Dazu wurden die kartesischen Gitter

Iy = {m [?\?-1,3\’?-1,%—1 GR?’:j,k,lzo,...,N—l}, k>0, NeN,
verwendet. Es gilt hier stets M = N3. Fiir die Bandbreiten B = 8 (¢ = 15) und
B = 16 (¢ = 16) wurden bei k = 5 die Félle N = 25,50, 100, sowie bei N = 50 die
Fille k = 6,8,10 untersucht. Da in allen diesen Féllen M grofler ist als die Anzahl
an SGL-Fourier-Koeffizienten, wurde mit der iNFSGLFT-A und ihrer Adjungierten die
NFSGLFT-A als CGNR-Verfahren realisiert (vgl. Abschn. 3.1). Innerhalb dieses speziel-
len CG-Verfahrens wurden die o, und S, (vgl. [Golub und van Loan, 1996, Alg. 10.4.1]) mit
erweiterter doppelter Genauigkeit berechnet. In den Testldufen wurden dann zunéchst wie
oben zufillige SGL-Fourier-Koeffizienten fnlm generiert. Daraus wurden mithilfe der ex-
akten iINDSGLFT die Funktionswerte f(x;) rekonstruiert. Aus diesen Daten wurden dann
mit der NFSGLFT-A die SGL-Fourier-Koeffizienten f;lm berechnet. Als initiale Schitzung
der SGL-Fourier-Koeffizienten fiir das CGNR-Verfahren wurde die Mittelpunktsregel
Frim & 8N_1Z f(:vi)Hnlm(:Ci)e_H“”%

x; €N

der numerischen Quadratur verwendet. Wahrend der Durchfithrung des CGNR~Verfahrens
wurde dann in Abh#ngigkeit von der Anzahl an Iterationen der absolute und relative Re-
konstruktionsfehler (2.38) der NFSGLFT-A bestimmt. In den Abbildungen 3.4 und 3.5
sind die Ergebnisse dargestellt. Fiir B = 8, Kk = 5 (Abb. 3.4, links), wurde in allen Fillen
von der NFSGLFT-A ein kleiner Fehler erreicht, dafiir wurden allerdings relativ viele Ite-
rationen benotigt. Mit Ausnahme der Félle B = 8, k = 8,10 (Abb. 3.5, links), sieht man,
dass selbst nach zehntausend Iterationen in keinem der untersuchten Fille von erreichter
Konvergenz gesprochen werden kann. Fiir B = 16, k = 5 (Abb. 3.4, rechts) ist zwar gegen
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Abbildung 3.3. Durchschnittlicher maximaler (dunkelblau) absoluter und (hellblau)
relativer Fehler der iNFSGLFT-A bei M = 1000 gleichverteilten Punk-
ten in IB%% mit 0 = 2 und ¢ = 12 in Abhéngigkeit von der Bandbreite
B. Die gestrichelten Linien zeigen das Ergebnis unter Verwendung der
iNDFT anstelle der iNFFT.

Ende hin ein Kleinerwerden des absoluten Fehlers ansatzweise zu erkennen, in keinem Fall
wurde jedoch ein relativer Fehler kleiner als Eins erzielt; dazu trigt vermutlich auch die in-
itiale Schatzung der SGL-Fourier-Koeffizienten bei, bei der dies ebensowenig der Fall war.
Insgesamt scheint das Konvergenzverhalten nicht wesentlich von der Anzahl M an gege-
benen Funktionswerten f(z;) abzuhéngen, sofern sich die SGL-Fourier-Koeffizienten fnlm
aus diesen Funktionswerten rekonstruieren lassen. Die Streuweite der Punkte x; scheint
einen deutlich grofileren Einfluss auf das Konvergenzverhalten zu haben (Abb. 3.5). Dies
macht sich schon bei der initialen Schitzung der SGL-Fourier-Koeffizienten fnlm bemerk-
bar: Sowohl fiir B = 8, als auch fiir B = 16 war die initiale Schiatzung bei x = 8 besser
als bei kK = 6 und k = 10; bei kK = 10 war sie immer noch deutlich besser als bei k = 6.
Interessant ist, dass im Fall B = 8 (Abb. 3.5, links) der Fehler bei k = 8 und x = 10 nach
einer gewissen Zeit beginnt, gréfier zu werden; es ist daher wichtig zu bemerken, dass trotz
dieses Groflerwerdens das Residuum innerhalb des CGNR-Verfahrens abnahm. Dies ist ein
Indiz fiir die Schlechtgestelltheit des Problems. Im Fall B = 16 (Abb. 3.5, rechts) ist dieses
Verhalten nicht zu beobachten. Hier wurde im Fall x = 6 wieder kein relativer Fehler
kleiner als Eins erzielt. In den Féllen k = 8 und £ = 10 war das Verfahren erfolgreicher.

Zusammenfassend zeigen die obigen Ergebnisse, dass es sich bei der iINFSGLFT-A und
ihrer Adjungierten um praxistaugliche Algorithmen handelt, die einen deutlichen Lauf-
zeitvorteil von weniger als einer halben Minute gegeniiber fast vier Stunden bei B = 64
und M = 100000 bieten kénnen. Der Fehler dieser approximativen Algorithmen ist rela-
tiv klein, sofern die Punkte x; nicht zu weit gestreut sind. Die aus der INFSGLFT-A und
ihrer Adjungierten abgeleitete NFSGLFT-A liefert in einigen der untersuchten Félle Er-
gebnisse mit einem relativ kleinen Fehler, jedoch sind hier Verbesserungen notwendig, um
die Konvergenzgeschwindigkeit zu erh6hen. Dieses Problem des CGNR- und auch CGNE-
Verfahrens ist bekannt (vgl. [Golub und van Loan, 1996, S. 546]). Einen Ansatzpunkt fiir
Weiterentwicklungen stellen die Untersuchungen in [Kunis, 2006, Kap. 5] dar.
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Abbildung 3.4. Maximaler (durchgezogen) absoluter und (gestrichelt) relativer Feh-
ler der NFSGLFT-A in Abhéngigkeit von der Anzahl an Iterationen mit
x =5 und (hellgrau) N = 25, (grau) N = 50, (schwarz) N = 100.
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Abbildung 3.5. Maximaler (durchgezogen) absoluter und (gestrichelt) relativer Feh-
ler der NFSGLFT-A in Abhéngigkeit von der Anzahl an Iterationen mit
N =50 und (hellgrau) x = 6, (grau) x = 8, (schwarz) x = 10.

3.3 NFSGLFT-B: direkte Verallgemeinerung der NFFT

Nachdem wir in den vorherigen Abschnitten die NFSGLFT-A hergeleitet, besprochen und
ausfiihrlich getestet haben, wenden wir uns jetzt der zweiten Klasse von NFSGLFTs, der
Variante B, zu. Unsere Herangehensweise ist hierbei eine ganz andere als bei der Vari-
ante A: wahrend wir dort die iNFFT und ihre Adjungierte direkt zum Einsatz gebracht
haben, iibertragen wir nun die Idee der NFFT unmittelbar auf den SGL-Fall. Konkret
bedeutet dies, dass wir einen Approximanten s an die auszuwertende Funktion f bestim-
men, der sich im ,,Ortsraum® mit weniger Aufwand auswerten ldsst als die Funktion f
selbst. Als Ansatz fiir s wiahlen wir hier eine Linearkombination von Translaten einer
GauBschen Ansatzfunktion, da eine solche mithilfe der schnellen Gauf-Transformation
(Abschn. 3.3.2) effizient ausgewertet werden kann. Die gesuchten Skalierungskoeffizien-
ten fiir den Approximanten s werden — gewissermaflen ,,im Frequenzraum* —so bestimmt,
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dass die SGL-Fourier-Koeflizienten §,,;,,, von s bis zu einer vorgegebenen Bandbreite mit
den SGL-Fourier-Koeffizienten fnlm von f iibereinstimmen. Dies erreichen wir, indem wir
spezielle Ansatzpunkte fiir die Translate der Gaufischen Ansatzfunktion wahlen, wofiir
wir uns insbesondere das Hintergrundwissen zur schnellen Fourier-Transformation auf der
Rotationsgruppe SO(3) zunutze machen (Abschn. 3.3.1). Bei der Bestimmung der Skalie-
rungskoeffizienten fiir s kommen dann der Clenshaw-Algorithmus bzw. eine adjungierte
FDPT, sowie die klassische iFFT zum Einsatz.

3.3.1 Schnelle SO(3)-Fourier-Transformation (FSOFT)

In Abschnitt 1.6 haben wir festgestellt, dass das Spektralverhalten der SGL-Basisfunktio-
nen unter Rotationen mithilfe der Wigner- D-Funktionen beschrieben werden kann. Die
Wigner- D-Funktionen selbst haben wir im Zusammenhang mit der Rotationsgruppe SO(3)
und den Kugelflichenfunktionen bereits in Abschnitt 1.1 kennengelernt (Def. 1.1.16). Eine
jede Rotation R € SO(3) ldsst sich bekanntlich in eine Rotation um die &)-Achse, eine
anschlieende Rotation um die &;-Achse und eine Rotation um die {3-Achse zerlegen (vgl.
Abb. 1.1). Rotationen um die &;- bzw. &2-Achse werden von den Drehmatrizen

cosw 0 sinw cosw —sinw 0
Ri(w) = 0 1 0 |, Ry(w):= |sinw cosw 0}, w € [0,27),
—sinw 0 cosw 0 0 1

reprisentiert. Eine Moglichkeit, die Rotationsgruppe SO(3) unter Zuhilfenahme nur dieser
Matrizen zu parametrisieren, ist durch folgendes bekanntes Lemma gegeben:

Lemma 3.3.1 (s. [Kostelec und Rockmore, 2008, S. 148]). Es sei R € SO(3). Dann
besitzt die Rotation R die Zerlegung R = Ra(y)R1(B)Re(a) mit gewissen a € [0,27),
B € [0,7] und v € [0,27).

Diese Zerlegung von R nennt man Euler- Winkel-Zerlegung®, die Winkel o, 8 und ~
heiflen Fuler- Winkel. Eine Rotation R = R(«, 3,) wird hierbei also zerlegt in eine Ro-
tation um die &-Achse mit dem Winkel «, eine anschlieBende Rotation um die &1-Achse
mit dem Winkel 8 und eine abschliefende Rotation um die &-Achse mit dem Winkel
~v. Wir schreiben im Folgenden fiir eine Funktion f auf SO(3) der Einfachheit halber
f(R(a, B,7)) = f(a, B, 7).

Wir betrachten nun den Raum der iiber SO(3) quadratintegrierbaren Funktionen,

L*(SO(3)) = {f :S0(3) = C : f p-messbar und / |f(R)]*dp(R) < oo},
SO(3)

mit dem bis auf die Normierung eindeutig bestimmten Haar-Maf® p auf SO(3). In diesem

Hilbert-Raum werden Funktionen, die p-fast iiberall identisch sind, als gleich angesehen.

Mithilfe der Euler-Winkel ldsst sich das dazugehorige Skalarprodukt in der Form

21
(f. 9) 12(s0) / / / (e, B)dasinfdidy, f.g e L*(SO(3),

schreiben. Die induzierte Norm bezeichnen wir mit || - ||z2(so(3))-

5Leonhard Euler (%1707 in Basel, Schweiz, +1783 in St. Petersburg, Russland)
6 Alfréd Haar (%1885 in Budapest, Ungarn, +1933 in Szeged, ebd.)
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Neben dem Obenerwihnten liegt die besondere Bedeutung der Wigner- D-Funktionen
in der Tatsache, dass diese Funktionen der Orthogonalitétsrelation

2
O po _ 8r
(332) <Dmm”’ Dm/m/// >L2(SO(3)) = m 6ll’ 5mm/ 5m//m///

geniigen [Kostelec und Rockmore, 2008, S. 149]; es gilt sogar noch mehr:

Satz 3.3.2. Die Gesamtheit der Wigner-D-Funktionen bildet ein vollstindiges Orthogo-
nalsystem in L?(SO(3)).

Es lisst sich dementsprechend jede Funktion f € L?(SO(3)) nach den Wigner-D-
Funktionen entwickeln:

@
(s D) 12 (50(3)) pO
0 2 mm/’
mm/ || L2(30(3)) L2(S0(3))

= 0.

lim ||f — g
n—o0 [m|,|m/|<l<n

Nach Normierung der Wigner- D-Funktionen erhélt man auch hier die entsprechende Par-
sevalsche Gleichung. Es gilt ferner das folgende SO(3)-Abtasttheorem, das Satz 2.1.2 ver-
allgemeinert.

Satz 3.3.3 (s. [Kostelec und Rockmore, 2008, Satz 1]). Es seien n € N und f €
Span{Dﬁ?m, : |ml|,|m/| <1 < n}. Dann geniigen die SO(3)-Fourier-Koeffizienten von f
der Quadraturformel

2n—1
l 20+ 1 i
(333) <f7 D’ﬁn)’m'>L2(SO(3)) = 87['771 Z Xjf(@175177k)D£n)7n/(0%5g7')’k)y

i, k=0

im|,|m/| <1 < n, mit den Abtastwinkeln o; = in/n, B = (2j + 1)7/4n und v, = oy,
sowie den sphirischen Quadraturgewichten x; = Xjn aus Satz 2.1.2, die dort mit Bj,
bezeichnet werden.

Man beachte, dass aus Lemma 2.1.3 sofort x; > 0 folgt. Ausgehend von Satz 3.3.3
definieren wir nun die diskrete SO(3)-Fourier-Transformation. Dazu identifizieren wir das
Tripel [I,m,m]; |m|,|m'| <1 < n, mit o € {0,...,n(4n*> —1)/3 — 1} mittels des bijektiven
Zusammenhangs

412 — 1)1

Dies erlaubt es uns, die Indizes [, m, und m’ als Funktionen von ¢ aufzufassen:

(o) = Ugcosh@arcosh(m/ﬁa)ﬂ,

P o) - ) - i),

g 2 _ g
m'(0) = o — B9 . VU9 (91(0) + 1)(U(0) + m(o)) — I(0).

(3.34) m(o) =
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Dariiber hinaus identifizieren wir [i,7,k] € {0,...,2n — 1}3 mit 7 € {0,...,(2n)® — 1}
vermoége des eineindeutigen Zusammenhangs

T = (2n)%i+2nj + k.

Wir kénnen die Indizes ¢, j und k£ dann als Funktionen von 7 verstehen (man ersetze auf
S. 38 oben B durch n und v durch 7). In Analogie zur DSFT, DSGLFT, etc. definieren
wir jetzt:

Definition 3.3.4 (DSOFT). Es seien n € N und

c Rn(4n2—1)/3><n(4n2—1)/3

9

Y 2l(0)+1
Un . dlag[ 8 :|o_:0’“.,n(4n2,1)/371

Vi, = diag[ € RV x(@2n)°

Xj(T)L:o,...,@n)?’—l

— (o n(4n?—1)/3x(2n)3
Wy = |:D£n((cr))),m’(cr) (ai(7)7ﬂj(7)77k(7)) i|0:0,...,n(4n2—1)/3—1 eC ( J/8x2n) :
7=0,...,(2n)3 -1

Die Abbildung U, W, V,, : C@n)® _ cnn®=1)/3 heiflt diskrete SO(3)-Fourier-Transforma-
tion (DSOFT fiir discrete SO(3) Fourier transform).

Ist nun f € span{Dq(TlL)m, : Im|,|m/| <1 < n} mit n € N, so definieren wir ohne Ver-

wechslungsgefahr den zu f gehorigen , Ortsvektor” f = [f(i(r), Bj(r), Yr(r))lr=0.....2n)3 -1
und den entsprechenden Fourier-Vektor f = [(f, Dx((z)))m/(a)>L2(SO(3))]0=0,~~~,n(4n271)/371'
Es besteht dann der Zusammenhang

U Wo Vi f = .

Die DSOFT erlaubt uns also, die SO(3)-Fourier-Koeffizienten von f auf diskrete Art und
Weise zu berechnen. Setzen wir hier wieder eine fehlerfreie Arithmetik voraus, so ist diese
Berechnung exakt. Es folgt aus dem offensichtlichen Zusammenhang W1 f = f auBerdem:

Lemma 3.3.5. Es seien n € N und f € span{fo%, | ml|, m/| <1 < n}. Weiter seien
die zu f gehorigen Vektoren f und f definiert wie oben. Dann gilt
Wy (UnWaVa) f = f,
Die naive Durchfiihrung einer DSOFT benétigt offenbar O(n®) Schritte. Der Schliissel

zur schnellen SO(3)-Fourier-Transformation (FSOFT fir fast SO(3) Fourier transform)
von Kostelec und Rockmore liegt nun in folgendem Lemma.

Lemma 3.3.6 (vgl. [Biedenharn und Louck, 1981, Gln. 3.59 u. 3.72]). Die Wigner-
D-Funktionen besitzen die Darstellung

(3.35) Dﬁgn,(a,ﬁ,’y) = e*imadgm/(ﬁ)e*imw,
jewetls mit einer reellwertigen Wigner-d-Funktion dﬁfl)m, 1[0, 7] = R,
m'—m m+m’
O] — m4m/ (C+m)@—m)( . B B (m'—m,m+m’)
d,.(B)=(-1) \/(l T (= m)] sin o cos o P (cos ),
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wobei PSP) die Klassischen Jacobi-Polynome mit qua’ﬁ)(l) = ("F*) bezeichnen (vgl. [Ab-
ramowitz und Stegun, 1972, GI. 22.2.1]).

Ein Einsetzen der Darstellung (3.35) in die Quadraturformel (3.33) ergibt nach einem
Umsortieren der Summanden

2n—1 2n—1 2n—1
l 20+1 l imay im/
(f, D£n)7n’>L2(SO(3)) = Sn > X5 (87) > e flau, B k)€™
j=0 1=0 k=0

Diese Separation der Variablen reduziert die Komplexitit der Durchfithrung einer DSOFT
auf O(n*): Die innerste Summe kann bei jeweils festem i und j mithilfe der iFFT in
O(nlogn) Schritten fiir alle m’ berechnet werden. Es ergibt sich eine Komplexitéit von
O(n?logn) fiir diesen ersten Schritt. AnschlieBend wird mit der iFFT die mittlere Summe
bei jeweils festem 7 und m/ fiir alle m berechnet. Auch dieser Schritt hat eine Komplexitét
von O(n?logn). Da die Jacobi-Polynome PP einer Drei-Term-Rekursion in n geniigen
(s. [Abramowitz und Stegun, 1972, Gl. 22.7.1]), kann nun die d&ufere Summe bei jeweils
festem m und m’ mit dem adjungierten Clenshaw-Algorithmus in O(n?) Schritten fiir
alle [ ausgewertet werden. Dieser letzte Schritt hat eine Komplexitit von O(n?). Die
Speicherkomplexitiit dieser FSOFT ist offensichtlich O(n3). Verwendet man anstelle des
adjungierten Clenshaw-Algorithmus eine FDPT, so reduziert sich die Rechenkomplexitét
bei gleichbleibender Speicherkomplexitit sogar auf O(n3log?n).

Wir verzichten hier auf eine Darstellung der oben beschriebenen FSOFT in Pseudocode.
Stattdessen stellen wir sie als spezielle Matrix-Faktorisierung dar. Dafiir definieren wir die
Wigner-d-Matrizen

(336) Do = Dot = [dl,0(3)] iy € ROTPImHm D,
7=0,...,2n—1

|m|, |m'| < n. Dariiber hinaus verwenden wir die Fourier-Matrix F), aus Abschnitt 2.2.1,
sowie die dazugehorigen Hilfsmatrizen A, und B, aus Abschnitt 2.2.4. Als erste von drei
Permutationsmatrizen definieren wir

S, = c R(Qn)z(anl) x(2n)2(2n—1)

T
[en(é)} ¢=0,...,(2n)2(2n—1)—1

mit den kanonischen Einheitsvektoren der entsprechenden Lénge und

1(¢) = 2n(2n — 1)i(C) + (2n — 1)j(¢) + (n +m'({) - 1),

wobei hier
m/(¢) == (mod (2n —1) —n+1,
: _ (—(+m()-1)
j¢) = 5 — 1 mod 2n,
PR S R (SRR VI CURR VA
' 2n(2n — 1) ’
gilt. Die Matrix S,, sorgt fiir die Umsortierung von i,j = 0,...,2n — 1, |m/| < n, hin zu
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j=0,....2n—1,|m/| <n, j=0,...,2n — 1. Des Weiteren benétigen wir die Permutati-
onsmatrix

N P 2n(2n—1)2x2n(2n—1)>2
@n [6@(’9)}19:0,...,2n(2n—1)2—1 €R

mit den kanonischen Einheitsvektoren der entsprechenden Linge und

o) = (2n—1)%i(0) + (2n — D)(n+m/(¥) — 1) + n+m(9) — 1,

wobei hier
i(¥) = 9 mod 2n,
¥ —i(Y
m(9) = 22() mod (2n —1) —n+1,
n
v —i(¥) — 2n(n 4+ m(9) — 1)
'(9) = — 1
m (V) on(2n — 1) nt+h
gilt. Die Matrix @y, leistet die Umsortierung von j = 0,...,2n — 1; |m/|[,|m| < n hin zu
|m/|,Im| <n, j=0,...,2n — 1. Als letzte Permutationsmatrix definieren wir noch

P, = T Rn(4n2—1)/3><n(4n2—1)/3
{ew(a)}o:O,...,n(4n271)/371 <

mit den kanonischen Einheitsvektoren der entsprechenden Linge und (s. Gln. 3.34)

n(n—1)(2n —1)

W(o) = n*(n+m'(0) = 1) +n(n+m(o) = 1) - 5 + (o)
~ (n—max{|m'(0)[,1 — m(0)})(n + max{|m'(o)|, 1 —m(o)} — 1)
2
~ max{m(o) — [m/(0)],0}(m(c) + |m'(0)| - 1)

— max{|m/(0)],|m(0)[}

2
— max{min{2|m’(c)|,m(c) + [m'(o)[} = 1,0}|m/ ()| + sgn(1 — m/(c))

" { m/(0)[(Im'(0)| + D (2|m/ (o) + 1)
6

+ min{sgn(1 — m/(0)), 0}|m'(0)|2} .

Die Matrix P, sorgt fiir die Umsortierung von |m/|, |m| < n, I = max{|m|,|m/|},...,n—1,
hin zu |m|, |m’| <1 < n. Es ergibt sich nun mit den obigen Bestandteilen aus den Uberle-
gungen dieses Abschnitts insgesamt das folgende Resultat, das die FSOFT charakterisiert.

Satz 3.3.7. Die Matrix W, in Definition 3.3.4 besitzt die Foktorisierung

2n—1 Blocke (s. u.)

W, = (2n)?P, - “Qn {E2n(2n—1) ® (AnFQ;LlBE)}

Dy 2n(2n—1) Blocke der Gréfle (2n—1)x2n

X Sn . {E(Qn)2 & (Aan_nlB};I)}

J/

(2n)? Blécke der Grofe (2n—1)x2n
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mit den Blockmatrizen
Dl—n,m’
D, = , |m'| < n.

anl,m’

2n—1 Blécke D,,,,,» der GroBe (n—max{|m|,|m’|})x2n

Die Matrizen D,,,y konnen nun selbst wieder faktorisiert werden; bei Verwendung des
adjungierten Clenshaw-Algorithmus ergibt sich die Faktorisierung aus Folgerung 2.2.23.
Durch Umkehren der Produktreihenfolge und hermitesches Transponieren der einzelnen
Faktoren erhalten wir unter Beriicksichtigung der Rechenregeln fiir das Kronecker-Produkt
zusammen mit Lemma 2.2.4 und Lemma 3.3.5 nun abschlielend noch das folgende Resul-
tat. Es zeigt uns, dass wir auch iiber eine iFSOFT mit der gleichen Rechen- und Speicher-
komplexitéit wie die der FSOFT verfiigen.

Folgerung 3.3.8. Die Matriz W} besitzt die Faktorisierung
WTIL{ = {E(Qn)2 ® (B”FQNAE)} ' S’;f ' {EQn(anl) & (BnFQnAE)}
DY,

x Q- Py

3.3.2 Schnelle Gau3-Transformation (FGT)

Die schnelle Gaufs-Transformation (FGT fiir fast Gauss transform) gehort zu einer grofie-
ren Klasse von Algorithmen fiir die schnelle Summation radialer Funktionen. Man be-
trachtet dabei einen radialen Kern K : R — C (d € N),

K(z) = k(lll2),

mit gegebenem k : [0,00) — C. Zusétzlich zum Kern K bzw. k sind Ansatzpunkte
Y0, - -, Ym—1 € R? und Skalierungskoeffizienten ay, ..., am_1 € C, sowie Punkte z, ...,
x;_1 € R? gegeben (I,m € N). Das Ziel ist die effiziente Berechnung der Summen

3

(3.37) Sz = ajK(xi—yj), iZO,...,l—l.
J

Il
o

Lésst sich die Funktion &k an beliebiger Stelle in O(1) Schritten auswerten, so benétigt eine
naive Berechnung der Summen S; offenbar O(Im) Operationen. Das Problem lésst sich in
Matrix-Vektor-Schreibweise als

So K(zo—yo) - K(x0o—Ym-1) Qg
(3.38) = : : :
Si—1 K(zi—1—yo) - K(xi—1 — Ym-1) Q1

-~

=G

darstellen, wobei G' = G(x0, ..., 211540, - - - Ym_1) € CX™.
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Definition 3.3.9. Es sei v > 0. Wir definieren den radialen Gauf-Kern K., vermdge
ko (€) = exp(—7€2), € € [0, 00). Die Zahl v wird Spreizfaktor genannt. Die zu K., gehori-
ge Abbildung G = G(V;20,.. -, T1—1;Y0,-- s Ym—1) : C™ — C! heift diskrete Gaufs-
Transformation (DGT fiir discrete Gauss transform).

Wir wollen im Folgenden eine spezielle FGT besprechen, die in [Kunis et al., 2006] vorge-
stellt wurde und die auf der in Abschnitt 3.1 besprochenen iNFFT und ihrer Adjungierten
basiert. Wir werden diesen schnellen Algorithmus im néchsten Abschnitt innerhalb der
iNFSGLFT-B verwenden. Fiir weitere Informationen zur schnellen Summation radialer
Funktionen sei auf [Kunis et al., 2006] und die darin enthaltenen Quellen verwiesen (vgl.
auch [Potts, 2003, Kap. 2] und [Kunis, 2006, Kap. 4]).

Es sei p > 0 so gewéhlt, dass die Punkte z; und y; in einem Wiirfel [0, P+t teR3,
enthalten sind. Periodisiert man den Gauf}-Kern K, mit der Periode p durch Summation,
so erhélt man

K, (2) = ZZGZd K, (z — pz).

Dieser periodisierte Kern besitzt nach der Poissonschen Summenformel die Fourier-Reihe

(3.39) Roa) = 3 wpe?mibahsle

mit den Fourier-Koeflizienten

/2
(3.40) o = (”) o= IKI3/167
VP

Die Gleichheit in (3.39) darf punktweise verstanden werden. Dies ergibt sich hier aus der
Produkt-Struktur von K,

Ey(x) = ky(lzl2) = ky(&0) - ky(€ar)s 2= [6os- -, Ea-1] €RY,

zusammen mit der punktweisen und absoluten Konvergenz von

_ — 2mikg /p
dezkv(f p) = e
mit

(3.41) UV = ﬁe—(ﬁfﬂf/'m2
VP

[Kunis, 2006, Sitze 2.3, 5; Lem. 4.2].
Ein Approximant an f{v ist durch die Fourier-Partialsumme

(3.42) K,n(z) = Zkem wy e2mik.z)2/p

gegeben (n € N gerade). Hierbei benutzen wir wieder das Gitter aus Definition 3.1.1. Die
Idee besteht nun darin, anstelle der Summen S; in (3.37) die Summen

[y

m—

(343) SZ = ZO&ijn(l‘i—yj), iZO,...,l—l.
j=0
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zu berechnen. Setzt man dazu zunéchst die Fourier-Partialsumme aus (3.42) ein, und
dndert anschliefend die Summationsreihenfolge, so ergibt sich

m—1
(3.44) S; = Zkeld Wi ( Z a; e27ri<k,yj>2/ﬂ> e—27ri<k,a:i)2/p’ i=0,...,01—1.

Die inneren Summen kénnen unter Verwendung der adjungierten iNFFT aus Abschnitt 3.1
in O((on)%log(on) + mq?) Schritten berechnet werden. AnschlieBend werden die #uBeren
Summen mithilfe der iNFFT in O((on)?log(on) + lq?) Schritten ausgewertet. Man be-
achte dabei jeweils das Vorzeichen im Exponenten. Wir gehen hier der Einfachheit halber
davon aus, dass jeweils der gleiche Uberabtastungsfaktor ¢ und der gleiche Abschnei-
deparameter ¢ verwendet werden. Es ergibt sich eine Rechenkomplexitit von insgesamt
O((on)?1og(on) + ¢%(1 +m)). Die Speicherkomplexitiit ist O((on)?).

Die Berechnung der Summen in (3.43) lisst sich als Auswertung des speziellen Matrix-
Vektor-Produkts

S’O K’y,n(l‘U - yO) T f{'y,n(ZEO - ymfl) o

Siq Kon(zio1 —w0) - Kyn(2i—1 — Ym—1) Q-1

=G

auffassen. Die Matrix G = G(v;n; %, - . ., £1—1;Y0, - - - » Ym—1) approximiert dabei die Ma-
trix G in (3.38). Dem Ubergang von (3.43) zu (3.44) entspricht nun die Matrix-Faktori-
sierung (vgl. [Kunis, 2006, Bem. 4.4])

G=V,-D-V
mit
‘/0 i |:62ﬂ-i<k(x),yj>2/p :|X:0a~~~7nd_l € Cndxmy
j:O,---vm_l
‘/1 _ |:e727ri<k(X)’$i>2/p i| i=0,...,1—1 S Cand
x=0,...,n%~1
und
— . ndxnd
D = diag [wk(x)]xzo ..... wio € © ’

wobei wir wieder die Index-Anordnung entsprechend (3.2) verwendet haben. Die Matri-
zen V7 und Vj lassen sich nun mithilfe der iNFFT bzw. ihrer Adjungierten selbst wieder
faktorisieren (man beachte hier wieder jeweils das Vorzeichen im Exponenten). Insgesamt
erhélt man so auch eine Faktorisierung der Matrix GH | also eine yadjungierte FGT*, wobei
es sich allerdings selbst wieder um die FGT handelt.

Wir halten abschlieflend fest, dass es sich bei der hier beschriebenen FGT schon auf-
grund der darin vorkommenden iNFFT und ihrer Adjungierten offensichtlich um einen
approximativen Algorithmus handelt. Wir untersuchen den Fehler in Abschnitt 3.3.5.
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3.3.3 Herleitung der schnellen Algorithmen

Es seien die SGL-Fourier-Koeflizienten fnlm einer bandbegrenzten Funktion f € H mit
Bandbreite B gegeben. Dariiber hinaus sei der Uberabtastungsfaktor 7 € N fest gewéhlt.
Unter Verwendung des in Definition 3.3.9 eingefiihrten radialen Gau$i-Kerns K, mit dem
ebenfalls fest gewédhlten Spreizfaktor v > 0 wéhlen wir als Ansatz fiir den schnell auszu-
wertenden Approximanten an die Funktion f speziell

27rB—1

(3'45) (B T, 0, ’Y Z 5@ij a])/Bkv ) 1T2(Ti)K’y
1,5,k=0

mit den von ¢ > 0 abhéngigen dquidistanten Radien r; = r;(0) == (2¢ + 1)o/(47B — 1),
sowie den Winkeln «; := jn /7B und Sy := (2k + 1)7/47B. Hierbei ist T, der durch (1.13)
gegebene Translationsoperator, wihrend R der in (1.10) definierte Rotationsoperator mit
den Euler-Winkeln aus Lemma 3.3.1 ist. Die Linearkombination in (3.45) entsteht also
durch jeweiliges Verschieben des GauB-Kerns K, entlang der &»>-Achse (vgl. Abb.1.1)
und anschliefende Rotation um den Ursprung. Die Skalierungskoeffizienten ¢;;; sind aus
den gegebenen SGL-Fourier-Koeffizienten fnlm so zu bestimmen, dass die SGL-Fourier-
Koeffizienten §,;,, von s moglichst gut mit den SGL-Fourier-Koeffizienten fnlm von f
iibereinstimmen.

Fiir die SGL-Fourier-Koeffizienten §,,;,,, des Approximanten s ergibt sich aus der Defi-
nition der SGL-Basisfunktionen mit Lemma 3.3.6 in einem ersten Schritt

2rB—1
(3.46) Spim = Z 6l]k<T2(T’L)K’Y7R(ajaﬁka 0) Hpim)
i7j7k 0
21B—-1
= D7 e Do (05 80,0 (T2(r) Ko Ht i
1,5,k=0
2T1B—-1 21B—-1 2rB—-1

= Y (Ta(ri) Ky, Huo)m Z a8 Y e,

i=0 3=0

Dabei haben wir benutzt, dass (T5(r;) Ky, Hyim/ )i = o (To(r:) Ky, Hpo) m. Als erstes
wichtiges Hilfsmittel leiten wir eine geschlossene Darstellung fiir die Translationskoeffizien-
ten (T (r;) Ky, Hpi0) g her. Wir behandeln hier sogar den allgemeinen Fall einer beliebigen
Translation in R3. Dazu definieren wir fiir y € R? den allgemeinen Translationsoperator

(3.47) T(y)f(z) = flx—y), [:R*=C.

Mit dem kanonischen Einheitsvektor es entlang der &2-Achse erhalten wir Ts(v) = T'(ves).
Damit enthilt das folgende Resultat bereits den von uns benotigten Spezialfall.

Lemma 3.3.10. Es sei x = [r,9,¢] € R3. Dann gilt

3/2 n—1
T i Yo g oA D (2 s
(T'() Ky, Hpim) 1 = <1+7> <1+7> Nt Yim (0, ) L 5)/5 <1+7r )e =i
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Beweis. Aus der Definition der SGL-Basisfunktionen und K, erhalten wir mit dem Satz
von Tonelli zunéichst

@K Hunbir = [ T )0) ) "By

N N"ZG_WZ)/O LU (p7) pt2 e (e? /82€2w<w’x>2ylm(W)dU(w)dp
mit dem Oberflichenma8 o auf S? (vgl. Abschn. 1.1). Aus Lemma 1.3.9 folgt mit der
Orthonormalitéit der Kugelflaichenfunktionen fiir das innere Integral auf der rechten Seite

[ Fintuidato) = dnitii(~207pr) Vi .2)

Dies ergibt zusammen mit der geschlossenen Darstellung (1.16) der verallgemeinerten
Laguerre-Polynome und der Definition der sphérischen Bessel-Funktionen (Def. 1.3.4), wo
wir nun auch komplexwertige Argumente zulassen,

(T(2) Ky, Hym)ir = 2852 Ny Vi (0, @) /2 (yr) =1 /277"

n—I{—1 ;
(=1 ([ n—1/2 % 142j43/2 . —(147)p? :
x jgo T 1) | A (26007 J Ly o (—2iypr) dp.

Indem wir in der Hankel-Formel (Lem. 1.3.3) a = —2iyr, 8 =+/1+7, p =1+ 25+ 5/2

und v = [ + 1/2 setzen, erhalten wir auf der rechten Seite

L'(l+35+3/2)
2I'(1+3/2)

. 3.3 ()’
Fi(l —: 4 = .
X1 1(+]+27+2,1+7

Ry _ 2 . : e
/0 PRI o (—2inpr) dp = (—iyr) 2 (L ) TII02

Man beachte hierbei, dass Re(u + v) = 20 + 25 + 3 > 0 gilt. Mit

L(l+j+3/2) <l+j+1/2>
JIT(I+3/2) j

und der Kummer-Transformation (Lem. 1.2.3) ergibt dies eingesetzt

n—I[—1
(@)K, Hotm) i1 = Not Vo0 )%/ () e 7/ 047) 3 <—1>ﬂ'( n-1/2 )

pard n—Il—1—j
o l+5+1/2 ‘ 3 )2
x (1+7)7" 3/2< ]j />1F1<—J;l+2;—§7+)7>-

Indem wir in Lemma 1.4.1 die spezielle Wahl n := j und a := [ 4 1/2 treffen, erhalten wir

<T(.CC)K7, Hnlm>H = anmﬂ'g/Q (fyr)l e*’er/(1+’Y)

n—{—1 2
Y n— 1/2 —1—j—3/2 (l+1/2) . (770)
’ j:o( & <n—l—1—j 1+7) g 1+7)

Die Aussage des Lemmas folgt nun mit Lemma 1.4.3, wowirm:==n—10—1, a :=1+1/2,
€= —(yr)?/(1 ++) und ¢ :== —1/7 setzen. O
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Folgerung 3.3.11. Es sei v > 0. Dann gilt

3/2 n—1
7" 9 17 (14+1/2) Y2\ — X2
T: K., H = e N, M, L 1+
(Ix(r)K, Hpro)H <1+7> <1+7> i Myor L, " <1+’YT >e v

mit der Normierungskonstanten M;o der Kugelfidchenfunktion Y.

Im zweiten Schritt bringen wir nun die Transformation (3.46) in Matrix-Vektor-Schreib-
weise. Dazu identifizieren wir [n,l,m], |m| <1 < n < 7B, wie in Abschnitt 2.2 beschrieben
mit dem entsprechenden linearen Index p € {0,...,7B(rB+1)(2rB+1)/6 — 1}. Dariiber
hinaus identifizieren wir [i, j, k] € {0,...,27B — 1}3 mit v € {0,..., (27B)3 — 1} vermoge
des eineindeutigen Zusammenhangs

v = (2rB)%i + 27Bj + k.
Wir kénnen die Indizes 4, 7 und k dann als Funktionen von v ansehen (man ersetze auf
S. 38 oben B durch 7B). Wir definieren die speziellen Matrizen
T = Tl(’y7 g) = <T2(Ti>K'ya Hnl,0>H n=l+1,..7B € C(TB—Z)X2TB’ 1< 7B,
i=0,...,27 B—1

wobei keine Verwechslungsgefahr zwischen diesen Matrizen und dem Translationsoperator
Ty besteht. Wir benotigen ferner die Permutationsmatrizen

P o RErBRxCrBy
B €9(0) 0=0,...,(2rB)2—1 7

QB = [T ] ¢ R27B(27B-1)x27B(2rB-1)
T T |

L @) ] g0, 2rB(2rB=1)—1

R.p = '6)1;( )' € R2ATBPx2ATB)*
L 9] 6=0,...2(rB)3—1

mit den kanonischen Einheitsvektoren der entsprechenden Lénge, sowie

Y(o) = 27B(0c mod 27B) + o= (UQT;d 2TB)7

w(o) = (2rB —1)(o mod 27B) + 7— (U;l%d 273)’

(o) = (rBYil0) + B(rB + m(s) - 1) - LXm(E), 0} = D max{m(7), 0}
_ (tB + min{m(c),0} — 1)(7B + min{m(c),0}) o) — ()],

2

wobei in der letzten Gleichung

i(0) = o mod 2rB,
o) = ||

_ o—i(o)

7~ 1(o)(U0) + 1),

gilt. Die Matrix P,p sorgt fiir eine Umsortierung von j,k =0,...,27B —1 hin zu k,j =
0,...,27B—1. Die Matrix Q,p ermoglicht uns eine Umsortierung von k =0, ...,27B —1;
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=1—-7B,....tB—1, hinzum =1—-7B,...,.7TtB—1; k = 0,...,2rB — 1. Die
Matrix R;p erledigt die Umsortierung von ¢ = 0,...,2rB—-1;, m =1—7B,...,7B —
L1 =1ml,....mrB—1,hinzul =0,...,7rB—1;,m = —I,...,l; i = 0,...,27B. Es
sind im Folgenden S;p die in (2.37) definierte Permutationsmatrix, Fy,p die Fourier-
Matrix der Lénge 27B (Def. 2.2.3), A,, und I, := B, fiir n € N die in (2.28) eingefiihrten
Hilfsmatrizen, sowie D,, = Dp,o,p fir |[m| < 7B die in (3.36) definierten Wigner-d-
Matrizen. Setzen wir nun fiir die Skalierungskoeffizienten v = [gi(zz),j( ) k(v )],,,0 L(2rB)3 -1
und fiir die SGL-Fourier-Koeffizienten § = [§n(,u),l( ), (H)] 0,....7B(rB+1)(2rB+1)/6—1, SO
lautet (3.46) in Matrix-Vektor-Schreibweise

To Dl*TB
(3.48) $ =SB -R.p - Forp®

T‘I'B—]. -DTB—].
X {E2r5 @ QrB} - {E2rp)2 @ (ArpForpl;B)} - {Earp @ Prp} - v,

wobei die Matrizen
T, = E21+1®ﬂ7 I <7B,

selbst wieder eine Blockstruktur besitzen. Die besondere Struktur von (3.48) erlaubt es
uns, geeignete Skalierungskoeffizienten v aus den gegebenen SGL-Fourier-Koeffizienten
foim der Funktion f zu bestimmen (vgl. dazu Bem. 3.1.6). Hierzu definieren wir fo=
[fn V1) () L= 0,...,7B(rB+1)(2r B+1) /61 als Fourier-Vektor. Wegen der Bandbegrenzthelt
von f gilt dabel fnlm = 0 fiir n > B. Ersetzen wir nun in (3.48) die linke Seite § durch f ,
so erhalten wir ein Gleichungssystem fiir die Skalierungskoeffizienten v von s. Indem wir
dieses Gleichungssystem nun 16sen, sorgen wir dafiir, dass die SGL-Fourier-Koeffizienten
Spim von s mit den gegebenen SGL-Fourier-Koeffizienten fnlm von f bis zur Bandbreite
7B iibereinstimmen. Hierbei kommt erstmals die Bedeutung des Uberabtastungsfaktors 7
zum Ausdruck.

Mit den Gewichten x; = x;,p der SO(3)-Quadraturformel in Satz 3.3.3 definieren
wir V;p = diag[x;]j=0,.. 2rB—1. Zusétzlich dazu fiihren wir fir |m| < 7B die Matrizen
U, = diag[(2] + 1)7B/27]i—j;m,... rB—1 €in. Aus (3.32) und Satz 3.3.3 folgt

(UmDmVTB)D;z = LrB—|m|-

Fiir |m| < 7B und beliebiges b € C"5~I"| finden wir demnach stets eine Losung = € C275
des Gleichungssystems D,,x = b, indem wir x := V, gD} UL setzen. Dariiber hinaus gilt

(Arp Farp Irp) (I Foyp A7p) = Earp-1.

Fiir beliebiges b € C>"B~1 ist also eine Losung des Gleichungssystems A,pFo;pl,pz = b
durch z := (2rB)~'IH, F{TE, AT b € C?™B gegeben. Fiir jede Permutationsmatrix P €
R™ ™ gilt selbstverstandlich P~! = PT und daher Pz = b genau dann, wenn z = P~1b
(b € C™). Mit Blick auf (3.48) zeigen wir nun die Losbarkeit der durch die Matrizen T;
beschriebenen Gleichungssysteme.

Lemma 3.3.12. Fiir | < 7B besitzt das Gleichungssystem Tyx = b fiir jede rechte Seite

b € C™B~! mindestens eine Lisung x € C*B.
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Beweis. Es sei 0.B.d. A. 7 = 1, andernfalls ersetze man im Folgenden B durch 7B. Wir
definieren die speziellen Polynome

pni(r) = pu(y;r) = Tngjll_/?) <117T2> ) r€[0,00), | <n<B,

und konstruieren damit fiir festes [ < B die Matrix

O = O(v,0) = [pnz(ri)}n:Hl’._.,B € RB-Ux2B,
i=0,...2B-1

Die Matrix T; besitzt nach Folgerung 3.3.11 die Faktorisierung

7= (— 3/2M dia, [ ol nle] O, - dia [*%ﬂ
T \1 4+ Lo 8 (m) " eii1,B : sle ™ i=0,...2B—1

Da stets grad(p,;) = 2n — [ — 2 gilt, sind die Polynome p,; fir n = 1+ 1,..., B linear
unabhéngig und vom Grad echt kleiner als 2B. Die paarweise Verschiedenheit der 2B
positiven Radien r; liefert mit der obigen Faktorisierung der Matrix 7; somit rang(7;) =
rang(O;) = B — [, was zu zeigen war. O

Die jeweils eindeutig bestimmte Losung x des Gleichungssystems T;z = b mit minima-
ler Norm ||z||2 erhdlt man bekanntlich durch Multiplikation von b mit der Pseudoinversen
TIJr € R¥™BX(TB=1) yon Ty (s. [Kress, 1998, Abschn. 5.2]). Ersetzen wir also wie oben be-
schrieben in (3.48) den Fourier-Vektor § von s durch den Fourier-Vektor f von f, so besitzt
das entstehende Gleichungssystem nach den obigen Uberlegungen stets mindestens eine
Losung v. Wir erhalten eine solche Losung und damit geeignete Skalierungskoeffizienten
fiir s durch Auswerten des Matrix-Vektor-Produkts

(3.49)
(27B)?2 Blocke der Grofle 2rBx (27B—1)

v={Eyp®Plp} {Egrpp ® (IIFy3A%8) } - {Farp © Q75 }

T T Ml
VipDi_,5Ui ;B Ty
. T . T £
X Eorp @ . 'RTB‘ . 'STB'f7
T T al
VipDrp 1Urp gy
27B—1 Blécke V, g DY UT der GréBe 27 Bx(rB—|m|) 7B Blécke (s.u.)

wobei die Matrizen
T = By ®T, 1<7B,

————
2141 Blocke der Grofie 27 Bx (rB—l1)

selbst wieder eine Blockstruktur besitzen. Von besonderer Bedeutung ist fiir uns die Tat-
sache, dass sich das Matrix-Vektor-Produkt (3.49) in O((7B)*) Schritten auswerten lisst,
wenn die von den Eingabedaten f unabhéingigen Pseudoinversen TlT vorberechnet wurden.
Dazu verwenden wir wie in Abschnitt 3.3.1 beschrieben den Clenshaw-Algorithmus fiir
die Multiplikation mit den Matrizen D;fl, wihrend wir fiir die Multiplikationen mit der

inversen Fourier-Matrix Fz_éa die iFFT verwenden. Alternativ zum Clenshaw-Algorithmus
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kann eine adjungierte FDPT verwendet werden, was hier jedoch keinen Einfluss auf die
Komplexitat hat.

Nachdem die Skalierungskoeffizienten v des Approximanten s auf oben beschriebene
Weise berechnet wurden, kann s an M gestreuten Punkten in R3 mithilfe der in Ab-
schnitt 3.3.2 beschriebenen FGT ausgewertet werden. Es ergibt sich eine Komplexitit von
O((on)?log(on) + (¢ B)? + ¢3M) fiir diesen letzten Schritt, wobei n der Abschneidepara-
meter der FGT ist, wihrend ¢ und ¢ den Uberabtastungsfaktor bzw. Abschneideparame-
ter der darin auftretenden iNFFT und ihrer Adjungierten bezeichnen. Dies vervollstindigt
die INFSGLFT-B. Wir erhalten eine Rechenkomplexitit von O((1B)* + (on)?log(on) +
(qmB)3 4+ ¢3M). Die Speicherkomplexitit ist O((7B)3 + (on)?).

Wir wollen die iINFSGLFT-B abschlielend als Matrix-Faktorisierung darstellen. Es seien
dazu xq, ..., xp—1 die Punkte, an denen die Funktion f ausgewertet werden soll. Dariiber
hinaus seien y;, j = 0,...,(27B)3 — 1, die Zentren der GauBschen Ansatzfunktion K. des
Approximanten s. Wir definieren die spezielle DGT-Matrix

G = [K,Y(ac2 - yj)] ;

Mx(27B)3
- e RM*@B),
j:

0., M—1
0,...,(27B)3-1
Mit allen Uberlegungen dieses Abschnitts erhalten wir insgesamt das folgende Resultat als
Entsprechung zu Satz 3.2.2:

Satz 3.3.13. Die Matriz H in Definition 3.1 besitzt die niherungsweise Faktorisierung
H=~G- X,
wobei X die bereits faktorisierte Matriz in (3.49) bezeichne.

Die Matrix G wiederum kann nun wie in Abschnitt 3.3.2 gezeigt niherungsweise faktori-
siert werden. Bei den einzelnen Faktoren der Matrix X ergibt sich eine Faktorisierung der
Matrizen DI bei Verwendung des Clenshaw-Algorithmus aus Satz 2.2.21. Durch Umkehren
der Produktreihenfolge und hermitesches Transponieren der einzelnen Faktoren erhalten
wir hier wie im Fall der INFSGLFT-A auch eine adjungierte iINFSGLFT-B mit der gleichen
Rechen- und Speicherkomplexitéit wie die der iNFSGLFT-B. Fiir die Multiplikation mit
den dabei auftretenden Matrizen D,, konnen wir den adjungierten Clenshaw-Algorithmus
oder eine FDPT verwenden, wihrend wir fiir die Multiplikation mit der Fourier-Matrix
Fy,p die FFT benutzen. Aus der iNFSGLFT-B und ihrer Adjungierten kann wieder eine
iterative Vorwiértstransformation konstruiert werden, die wir als NFSGLFT-B bezeichnen.

3.3.4 Numerische Tests und Vergleich mit Variante A

Die iNFSGLFT-B wurde in der Programmiersprache C++ implementiert und auf dem
in Abschnitt 2.3 beschriebenen System getestet. Die Berechnungen wurden mit doppel-
ter Genauigkeit durchgefiihrt, die einzige Ausnahme hiervon bildet die Multiplikation mit
den Pseudoinversen TlT. Diese Multiplikationen wurden mit der GNU Multiple Precision
Arithmetic Library” (GMP, Vers. 6.1.2) mit einer Genauigkeit von 1000 Nachkommastel-
len vorgenommen. Die Matrizen TIJr selbst wurden in Mathematica mit hoher Genauigkeit

"Siehe https://gmplib.org
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Abbildung 3.6. Durchschnittlicher maximaler (dunkelblau) absoluter und (hellblau)
relativer Fehler der iNFSGLFT-B fiir B = 4 bei M = 10000 gleichver-
teilten Punkten in B mit (Viereck) 7 = 1, (Dreieck) 7 = 2, (Kreis)
7 = 4 und (gestiirztes Dreieck) 7 = 8 in Abhéngigkeit von dem
Spreizfaktor v der Gaufischen Ansatzfunktion.

vorberechnet und mit 100 Nachkommastellen gespeichert. Fiir die Multiplikation mit den
Matrizen D} wurde der Clenshaw-Algorithmus verwendet. Es wurde die iFFT der FFTW
benutzt (vgl. Abschn. 3.2.3). Bei den Gewichten der SO(3)-Quadraturformel in Satz 3.3.3
wurde auf die vorberechneten Werte aus dem Softwarepaket SpharmonicKit zuriickgegrif-
fen (vgl. Abschn. 2.3). Als FGT wurde die in Abschnitt 3.3.2 beschriebene Variante mit
der von Keiner et al. [2009] implementierten iNFFT und ihrer Adjungierten zum Einsatz
gebracht. Dabei wurde der Uberabtastungsfaktor o = 2 festgesetzt. Bei der Fehler- und
Laufzeitmessung wurde wie in Abschnitt 3.2.3 stets die naive iNDSGLFT verwendet.

In einem ersten Test wurde der Fehler der iNFSGLFT-B in Abhingigkeit von dem Uber-
abtastungsfaktor 7 untersucht. Dazu wurde die Bandbreite B = 4 gew&hlt und o = 10
festgesetzt. Bei der iNFFT und ihrer Adjungierten innerhalb der FGT wurden n = 64
und g = 16, bei der FGT selbst p = 29 = 20 gewihlt. Es wurden wie in Abschnitt 3.2.3
beschrieben zufillige SGL-Fourier-Koeffizienten fnlm und M = 10000 zufillige Punkte
T; € Bg generiert. Aus den SGL-Fourier-Koeffizienten wurden dann mit der iNFSGLFT-B
die Funktionswerte f(x;) bei festem Spreizfaktor v der Gaufischen Ansatzfunktion rekon-
struiert, wobei fiir v iiber die Werte i/100, i = 1,. .., 200, iteriert wurde. Dabei wurden fiir
jedes v neue Punkte und SGL-Fourier-Koeffizienten erzeugt. Mit zehn Testldufen wurde
dann fiir 7 = 1,2, 4,8 jeweils der durchschnittliche absolute und relative Fehler (3.31) in
Abhéngigkeit von v bestimmt. Abbildung 3.6 zeigt die Ergebnisse. Wahlt man jeweils das
beziiglich des absoluten Fehlers optimale v, so liegt hier ein exponentielles Abfallen des
absoluten Fehlers iiber 7 nahe.

In den folgenden Tests wurde innerhalb der FGT in Abhéngigkeit von v und o stets

p = plo,7) = max{20,/50In(10)/~}
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Abbildung 3.7. Durchschnittlicher maximaler (dunkelblau) absoluter und (hellblau)
relativer Fehler der iNFSGLFT-B fiir B = 7 = 4 bei M = 1000 gleichver-
teilten Punkten in B3 mit ¢ = 2x und v optimiert fiir den (durchgezo-
gen) absoluten Fehler bzw. (gestrichelt) relativen Fehler, in Abhéngig-
keit von k.

gewihlt, da dann fiir den Gau-Kern aus Definition 3.3.9 speziell K.,(p) < 10~ gilt, was
sich besonders bei kleinen Spreizfaktoren empirisch als vorteilhaft erwiesen hat.

Im zweiten Test wurde der Fehler der iNFSGLFT-B in Abhéingigkeit von der Streuweite
der Zielpunkte x; untersucht. Dazu wurden fiir B = 4 wie in Abschnitt 3.2.3 beschrieben
zufillige SGL-Fourier-Koeffizienten fnlm und M = 1000 zufillige Punkte x; € B3 erzeugt,
wobei fiir k iiber die Werte i/2, i = 1,...,60, iteriert wurde. Es wurde 7 = 4 und ¢ = 2k
gewdhlt, wihrend bei der FGT n = 64 und ¢ = 16 gesetzt wurde. Es wurden dann mit-
tels der INFSGLFT-B jeweils die Funktionswerte f(z;) rekonstruiert, wobei fiir v iiber
die Werte j/1000, j = 1,...,2000, iteriert wurde. Fiir jedes x und v wurden dabei neue
Punkte und SGL-Fourier-Koeffizienten erzeugt. Das obige Vorgehen wurde zehn mal wie-
derholt und so fiir jedes k der durchschnittliche maximale absolute und relative Fehler in
Abhéngigkeit von v bestimmt. Abbildung 3.7 zeigt die Ergebnisse fiir das jeweils optimale
~ mit dem kleinsten absoluten bzw. relativen Fehler. Nach einer initialen Phase mit einem
schnellen Abfallen des Fehlers beginnt dieser ab einem bestimmten Punkt wieder grofier zu
werden. Interessant ist hierbei, dass der relative Fehler im Test durch eine geeignete Wahl
von v ab k = 5 sehr gut kontrolliert werden konnte. Dariiber hinaus ist den Ergebnissen
zu entnehmen, dass es im allgemeinen einen Unterschied macht, ob der Spreizfaktor v der
Gauflschen Ansatzfunktion fiir den absoluten oder den relativen Fehler optimiert wird.
Fiir kleine Werte von & ist die Wahl g = 2k offensichtlich nicht geeignet. Hier bietet es
sich an, ¢ grofler zu wihlen: Setzt man etwa ¢ = 20 und wéhlt die fiir kK = 10 zuvor
bestimmten optimalen Spreizfaktoren v = 0,032 fiir einen kleinen absoluten Fehler bzw.
v = 0,051 fiir einen kleinen relativen Fehler, so ergibt sich ein ganz anderes Bild (Abb. 3.8).
Zum direkten Vergleich sind in Abbildung 3.9 die Ergebnisse des gleichen Versuchs mit
der INFSGLFT-A (0 =2, g =1 bzw. ¢ = 4) gezeigt. Es ist wichtig zu bemerken, dass der
Rechenaufwand in allen drei obigen Tests jeweils konstant war.

Im néchsten Test wurde der Fehler der iNFSGLFT-B in Abhéngigkeit von der Band-
breite B untersucht. Es wurde 7 = 4 und ¢ = 10 gew#hlt, wihrend bei der FGT n = 64
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Abbildung 3.8. Durchschnittlicher maximaler (dunkelblau) absoluter und (hellblau)
relativer Fehler der iNFSGLFT-B fiir B = 7 =4 bei M = 1000 gleich-
verteilten Punkten in B3 mit ¢ = 20 und (durchgezogen) v = 0,032
bzw. (gestrichelt) v = 0,051 in Abhéngigkeit von k.
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Abbildung 3.9. Durchschnittlicher maximaler (dunkelblau) absoluter und (hellblau)
relativer Fehler der iNFSGLFT-A fiir B = 4 bei M = 1000 gleichver-
teilten Punkten in B} mit 0 = 2 und (durchgezogen) ¢ = 1 bzw.
(gestrichelt) ¢ = 4 in Abhéngigkeit von .

und ¢ = 16 gesetzt wurde. Fiir die Bandbreiten B = 2,4,8 wurden wie in Abschnitt
3.2.3 beschrieben jeweils zufiillige SGL-Fourier-Koeffizienten fnlm und M = 1000 zufillige
Punkte z; € B erzeugt. Es wurden dann die Funktionswerte f(z;) rekonstruiert, wobei
fiir v wieder iiber die Werte i/1000, i = 1,. .., 2000, iteriert wurde. Fiir jedes v wurden da-
bei neue Punkte und SGL-Fourier-Koeffizienten erzeugt. Das obige Vorgehen wurde zehn
mal wiederholt und so fiir jedes B der durchschnittliche maximale absolute und relati-
ve Fehler in Abhéingigkeit von v bestimmt. Abbildung 3.10 zeigt die Ergebnisse fiir das
jeweils optimale v mit dem minimalen absoluten bzw. relativen Fehler. Die Ergebnisse
lassen ein subexponentielles Wachstum des absoluten Fehlers beziiglich B vermuten. Im
Fall der iNFSGLFT-A wurde dieses Verhalten in Satz 3.2.4 bewiesen und in Abschnitt
3.2.3 numerisch validiert (vgl. Abb. 3.3).

Im abschliefenden vierten Test wurde die Laufzeit der INFSGLFT-B untersucht und mit
der der Variante A verglichen. Dazu wurden fiir die Bandbreiten B = 4 und B = 8 zufillige
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Abbildung 3.10. Durchschnittlicher maximaler (dunkelblau) absoluter und (hell-
blau) relativer Fehler der iINFSGLFT-B bei M = 1000 gleichverteilten
Punkten in B2 mit v optimiert fiir (links) den absoluten Fehler und
(rechts) den relativen Fehler, in Abhéngigkeit von der Bandbreite B.
Die gestrichelten Linien zeigen das Ergebnis unter Verwendung der
DGT anstelle der FGT. Hierbei wurden die Querstriche bei der Stan-
dardabweichung halb so breit gezeichnet.

SGL-Fourier-Koeffizienten fnlm generiert. Fiir B = 4 wurde dies wie oben getan, wiahrend
fir B = 8 der Real- und Imaginérteil von fnlm jeweils gleichverteilt in [—auim, Qpim] mit
apim = exp(—(2n — 1 — 2)/2) erzeugt wurden (man beachte, dass 2n — [ — 2 der Grad
von Hpjy, ist, s. Abschn. 1.5). Es wurde 7 = 4 und ¢ = 10 gewéhlt, wihrend bei der FGT
n = 64 gesetzt wurde. Fiir B = 4 wurde v = 0,485 und bei der FGT ¢ = 6 gewihlt, fiir
die Bandbreite B = 8 wurde v = 0,907 und ¢ = 12 gesetzt. Es handelt sich hierbei um
die im vorigen dritten Test beziiglich des relativen Fehlers optimierten Werte des Spreiz-
faktors . Bei der iNFSGLFT-A wurde fiir B = 4 die Einstellung ¢ = 5 vorgenommen,
fir B = 8 wurde g = 4 gesetzt. Diese Werte von g wurden so gewéhlt, dass der relative
Fehler der iNFSGLFT-A und der der iNFSGLFT-B mdoglichst gut iibereinstimmten. Im
weiteren Verlauf des Tests wurden wie in Abschnitt 3.2.3 beschrieben M zufillige Punk-
te z; € B generiert, wobei fiir M {iber die Werte 10, k = 4,...,7, iteriert wurde. Es
wurden dann mittels der iNFSGLFT-A und -B die Funktionswerte f(x;) rekonstruiert.
Fiir jede der beiden Varianten, jedes B und jedes M wurden dabei neue Punkte und
SGL-Fourier-Koeffizienten erzeugt. Das obige Vorgehen wurde zehn mal wiederholt und
so die Laufzeit, sowie der durchschnittliche maximale absolute und relative Fehler der
iNFSGLFT-A und -B in Abhéingigkeit von B und M bestimmt. Um den vorhandenen
physikalischen Arbeitsspeicher von 8 Gigabyte voll auszunutzen, wurde der Test fiir die
Bandbreite B = 4 noch einmal mit M = 40000000 Punkten wiederholt. Tabelle 3.2 zeigt
die gesammelten Ergebnisse. Es ist zunéchst festzuhalten, dass sowohl die iNFSGLFT-
A, als auch die iNFSGLFT-B ab einer gewissen Anzahl an Zielpunkten in diesem Test
schneller sind, als der naive Algorithmus. Bei der Variante B wird dieser Punkt hier al-
lerdings erst wesentlich spéter erreicht, als bei der INFSGLFT-A. Mit steigender Anzahl
M an Zielpunkten vergroflert sich der Anteil der FGT an der Laufzeit der iINFSGLFT-B
immer weiter, bis sich die Laufzeit fast vollstéindig aus der der FGT ergibt; dies ldsst sich
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zwanglos mit der Komplexitidt der iINFSGLFT-B begriinden (vgl. S.60). Die Ergebnisse
legen nahe, dass sich das Laufzeitverhéltnis mit wachsendem M bei fester Bandbreite B
und fester Parameterwahl jeweils einem konstanten Wert annéhert. In diesem Test ver-
bessert sich das Laufzeitverhéltnis mit wachsender Anzahl M an Punkten zu Gunsten der
iNFSGLFT-B, die Variante A ist bei den betrachteten Werten von M jedoch noch jeweils
schneller. Von der Bandbreite B = 4 hin zu B = 8 kann die iNFSGLFT-A in diesem Test
ihren Laufzeitvorteil weiter ausbauen.

3.3.5 Fehlerabschitzung

Im letzten Abschnitt dieser Arbeit untersuchen wir den maximalen absoluten Fehler der
iNSGLFT-B. Vermoge der Dreiecksungleichung kénnen wir hierbei den Fehler, der von
der approximativen FGT verursacht wird, und denjenigen, der bei der Anniherung der
Funktion f durch den Approximanten s verbleibt, getrennt voneinander behandeln.

Der Fehler der in Abschnitt 3.3.2 besprochenen FGT wurde im eindimensionalen Fall
von Kunis [2006, Abschn. 4.1.2] untersucht. Mit einer dhnlichen Strategie wie im Beweis
von Satz 3.1.9 verallgemeinern wir [Kunis, 2006, Lem. 4.6] hier auf den d-dimensionalen
Fall. Der Fehler der in der FGT zum Einsatz kommenden iNFFT und ihrer Adjungierten
wurde in Abschnitt 3.1 abgeschétzt und wird im Folgenden nicht mehr beriicksichtigt.

Lemma 3.3.14. Es gilt in Abschnitt 3.3.2 mit z;; = x; — y; und [ = maxj ||z;||2

d
K (2i) — Koynlz)] < (29— 1) <(2 n w(pl_ﬁ)) o152

Beweis. Es sei z;; = [, ..., &q—1]. Wir setzen abkiirzend

M = M(v,p, 2ij) = o V(&i—r0)?

je{(r)f.l.?,);fl} ZCeZ\{O}

Aus der Definition von K, und [NCY ergibt sich mit exp(—~¢?) < 1 zunichst

d
~ —ll245—pz]|2 d l
(350) ‘K’y(ZZ]) _ K»Y(Z”” = Zzezd\{o} e ’Y” j—P HQ S lz; (l>M .

Die Summanden auf der rechten Seite ergeben sich aus dem Fall, dass genau eine der d
Komponenten von z ungleich Null ist, dass genau zwei der d Komponenten von z ungleich
Null sind, usw. Der Beweis von [Kunis, 2006, Lem. 4.6] zeigt die Abschéitzung

1 )
M< (24— e B,
( vp(p — B))

Damit ergibt sich in (3.50)

- 1 d )
(3.51) 1Ky (zi5) = Ky (zi5)] < (27— 1) (2 + W-ﬂ)) S
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Nun setzen wir fiir gerades n € N
Nl = Nl(’y’pan) = ZKZGZ\In |¢I€‘7
Nz = Nz(7v,p,n) = ZHE[ |9l

mit den Fourier-Koeffizienten v, in (3.41). Ahnlich wie oben ergibt sich mit wy, aus (3.40)

d
. . d B
(352 Ro(o) = R £ 30, el < 3 ()t

=1
Der Beweis von [Kunis, 2006, Lem. 4.6] zeigt hier die Abschitzung
2
< VT (L7 o2 g,
= U
Dariiber hinaus gilt

n/2

Ny < VT Y e et < N <1+2/Ooe(ﬂ£)2/vp2d§> _ VT (1 N W),
- \Fp K=—n/2 \Fp 0

Damit ergibt sich in (3.52)

v () — B (x d_ VIR VE 2 A o ()2 /2
359 | (0) - Kool < @1 (14 L7 Q%+m¢) 9,

Die Abschitzung im Lemma ergibt sich nun aus (3.51) und (3.53) mit der Dreiecksunglei-

chung. O

Folgerung 3.3.15. Der Fehler, der in Abschnitt 3.5.2 bei der Approximation der Summen
S; durch die Summen S; verbleibt, kann abgeschitzt werden durch

- 1 d )
max |S;— S| < (2%—1 <<2 + ) e~ (P=0)
St = : vp(p = B)

wobei a = [ag, ..., 0m—1].

Bemerkung 3.3.16. Im Fall d = 1 und 8 = p/2 erhalten wir [Kunis, 2006, Satz 4.7]. Man
beachte, dass in den numerischen Tests im vorigen Abschnitt stets 5/p < 3/4 gilt.

Wir wenden uns nun der Untersuchung des Fehlers, der innerhalb der iNFSGLFT-B
durch die Anndherung der Funktion f durch den Approximanten s entsteht, zu. Wir
beweisen hier das folgende wichtige Resultat.

Lemma 3.3.17. Die SGL-Fourier-Partialsummen

(354) Zz\m\<l<n nlm>HHnlm

des in (3.45) definierten Approzimanten s konvergieren fir N — oo punktweise gegen s.
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Beweis. Eine geeignete Teilfolge (Sn;, )72, von (Sn)F—; konvergiert fast iiberall gegen s
[Bauer, 1992, Satz 15.7]. In einem ersten Schritt zeigen wir, dass die Folge der Partial-
summen Sy auf kompakten Teilmengen von R3\ {0} gleichmiflig gegen eine Funktion 3
konvergiert. Die Funktionen § und s stimmen fast iiberall {iberein, da die Teilfolge (Sn, )
den gleichen Grenzwert besitzen muss wie (Sy). Da die SGL-Fourier-Partialsummen Sy
stetig sind, muss § auf R*\{0} auch stetig sein und somit dort iiberall mit s iibereinstim-
men. Die Konvergenz im Nullpunkt untersuchen wir anschlieend gesondert.
Mit dem in (3.47) definierten Translationsoperator T" gilt (vgl. Gl. 3.45)

R(Oéj, Bk, 0)71TQ(7’Z')I(7 = T(R(Ozj, Bk, 0)717’1‘ GQ)KW,

wobei ez den kanonischen Einheitsvektor entlang der &2-Achse bezeichnet (vgl. Abb. 1.1).
Daher kénnen wir den Approximanten s in (3.45) auch in der Form

s = Z EiT(yi)Kw

schreiben, wobei die y; die Zentren der GaufBlschen Ansatzfunktion K, und die ¢; die
zugehorigen Skalierungskoeffizienten seien. Es sei nun Q € R3\ {0} eine kompakte Menge,
sowie = [r, ¥, ¢] € Q. Aus der Definition 1.5.1 der SGL-Basisfunktionen, Lemma 3.3.10
und dem sphérischen Additionstheorem (Lem. 1.1.9) folgt mit y; = [ri, ¥4, ;] in (3.54)

(355) Cn(l') = Z‘m‘§l<n<57Hnlm>HHnlm

n—1 (27B)*~1

= () X ae
v

=0

n—1
F(n — l) AY/ (l+1/2) (l+1/2) ol 9 |
X ZZ; T(n+1/2) (rr) L, 5 17 (r) Ly 5 0 1T+ 77“1 (20 + 1) Py(cos ¢;),

wobei ¢; den Winkel zwischen x und y; bezeichne. Wir setzen in Abhéngigkeit von den
Daten f (vgl. Gl 3.49)

(f) = u(f; B ) legle 2T
= ; B, T; 0, = max gile v,
K a e i€{0,..,(27B)3—1} ' "

Aus der Abschiitzung |P| <1 (vgl. Lem. 1.1.4) und Lemma 1.4.2 folgt damit

330) ) < avmnii)en 1 (TEY () e S () e

=0

Mit Blick auf die rechte Seite zeigen wir unter Beriicksichtigung von Definition 1.2.1 mit-
hilfe von Lemma 1.4.1

ML

—~ /n—1 TQ) 2 . .
(3.57) ( ) — AR - 32 —ro)
2

T(l+3/2)
n—1/2\"" 12
(") ),

3
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Es folgt aus Lemma 1.4.5, der Stirlingschen® Formel, sowie der Tatsache, dass 7 auf {2 von
Null weg beschrénkt ist, die Existenz eines N = N (€2, p) und eines C; = C1(12, o) mit

—1

Wir setzen n = n(Q) = max,cq ||z]]2. Die Abschitzung (3.56), sowie die Tatsache,
dass r auf © auch nach oben beschriankt ist (n < o0), zeigen die Existenz eines Cp =
CQ(Qa Ba T,0,7, f) mit

n—1
(3.58) Co(@)] < Cy(2n — 1)V (= 1ne (117> (n > N).

Es ist damit fiir jedes A € (0, 1) auf 2 die asymptotische Abschitzung

or-o((i75)7) o

Die Konvergenz von (Sy) gegen s im Nullpunkt ergibt sich aus der Formel (3.55) zu-
sammen mit Lemma 1.4.4, indem wir dort ¢ := /(1 + v) und jeweils £ == yr2/(1 + 7)
setzen. O

gleichméfig erfiillt.

Satz 3.3.18. Der Fehler, der in Abschnitt 3.3 bei der Anniherung der Funktion f durch
den Approximanten s verbleibt, kann unter Verwendung der obigen Bezeichnungen fir
x € R3 abgeschitzt werden durch

)=o) < sutiye ( \/1%)3 S o) (117) <”n‘_1{2>_1LS/§’<m>.

n=7B+1

Beweis. Mit der punktweisen Konvergenz der SGL-Fourier-Partialsummen in (3.54) und
der Dreiecksungleichung erhalten wir fiir beliebiges = € R?

| ( _S |_ m|<i<n fnlm nlm Zz|m|<l< Snim nlm( )

> Zz|m|<l< |fnlm snlm”Hnlm |+ ‘Z|m|<l< nlm nlm( )‘ .

n=1B+1

= [Cn(2)]

Die Herleitung der iNFSGLEFT-B zeigt $,;,, = fnlm fiir n < 7B. Die Aussage folgt da-
mit aus der auch fiir r = 0 giiltigen Abschéitzung (3.56) mit der daran anschliefenden
Umformung (3.57). O

8James Stirling (1692 in Garden bei Stirling, Schottland, +1770 in Edinburgh, ebd.)
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Abkiirzungsverzeichnis

G o conjugate gradient
CGNE .. conjugate-gradient normal-equation error
CGNR . conjugate-gradient normal-equation residual
CP U central processing unit
DO o discrete cosine transform
5 discrete Fourier transform
DG discrete Gauss transform
DL discrete Legendre transform
DSE T discrete spherical Fourier transform
DSGLET .. discrete SGL Fourier transform
DSOFT discrete SO(3) Fourier transform
BT fast cosine transform
FDP T fast discrete polynomial transform
BT fast Fourier transform
FE W Fastest Fourier Transform in the West
F G fast Gauss transform
FLT o fast Legendre transform
FSF T o fast spherical Fourier transform
FSGLFT ... fast spherical Gauss-Laguerre Fourier transform
FSOFT ..o fast SO(3) Fourier transform
GMP .. GNU Multiple Precision Arithmetic Library
GNU .. »GNU’s not Uniz* (rekursives Akronym)
GO Gaussian-type orbital
NDFT nonequispaced discrete Fourier transform
NEFET nonequispaced fast Fourier transform
NFSEFT ..o nonequiangular fast spherical Fourier transform
NDSGLFT ... nonlattice discrete SGL Fourier transform
NFSGLET ... e nonlattice fast SGL Fourier transform
SGL .o sphérisch|e] Gauf-Laguerresch[e] [Basisfunktionen etc.] bzw.

spherical Gauss-Laguerre [basis functions etc.]
SO speziell]e] orthogonal[e] [Gruppe| bzw.
special orthogonal [group]

X






Abbildungsverzeichnis

E.1 Ubersicht iiber die in dieser Arbeit behandelten Klassen von schnellen Algo-

1.1

2.1
2.2
2.3

3.1

3.2
3.3
3.4
3.5
3.6
3.7
3.8
3.9

rithmen mit ihren Beziehungen zueinander................................
Kugelkoordinaten im R3. ... ... ... . ... . .

Abtastwinkel des sphérischen Abtasttheorems von Driscoll und Healy ........
Gewichte des sphérischen Abtasttheorems von Driscoll und Healy ...........
Abtastpunkte und Gewichte der Gaufl-Quadratur fiir das Hermite-Gewicht auf
der positiven Halbachse ........ ... . .

Fehler der iNFSGLFT-A in Abhéngigkeit von dem Abschneideparameter der
NE T .
Fehler der iNFSGLFT-A in Abh#ngigkeit von der Streuweite der Zielpunkte . .
Fehler der iNFSGLFT-A in Abh#ngigkeit von der Bandbreite ...............
Fehler der NFSGLFT-A in Abhé#ngigkeit von der Dichte der Zielpunkte ... ...
Fehler der NFSGLFT-A in Abhéngigkeit von der Streuweite der Zielpunkte . . .
Fehler der iNFSGLFT-B in Abhiingigkeit von dem Uberabtastungsfaktor

Fehler der iNFSGLFT-B in Abhéngigkeit von der Streuweite der Zielpunkte . .
Fehler der iNFSGLFT-B in Abhéngigkeit von der Streuweite der Zielpunkte . .
Fehler der iNFSGLFT-A in Abhéngigkeit von der Streuweite der Zielpunkte . .

3.10 Fehler der iNFSGLFT-B in Abhéngigkeit von der Bandbreite ...............

xi






Tabellenverzeichnis

2.1

2.2

3.1

3.2

Fehler einer naiven iDSGLFT bzw. iFSGLFT und anschlieSenden naiven DS-

GLFT bzw. FSGLFT in Abhéngigkeit von der Bandbreite .................. 57
Laufzeit einer naiven iDSGLFT bzw. iFSGLFT und anschlieenden naiven DS-
GLFT bzw. FSGLFT in Abhéngigkeit von der Bandbreite .................. 57

Laufzeit der naiven iNDSGLFT und der iNFSGLFT-A in Abhéngigkeit von
der Anzahl an Zielpunkten ........... .. . . .. . ... 78
Laufzeitvergleich der iNFSGLFT-Aund-B ........ .. .. ... ... ... ... ... 101

xiii






Literaturverzeichnis

Abramowitz, M., und Stegun, I. A., Herausgeber (1972). Handbook of Mathematical Func-
tions with Formulas, Graphs, and Mathematical Tables. US Department of Commerce,
National Bureau of Standards, Gaithersburg, MD, USA, 10. Auflage.

Ahmed, N., Natarajan, T., und Rao, K. R. (1974). Discrete cosine transform. IEEE Trans.
Comput., C-23(1):90-93.

Andrews, G. E., Askey, R., und Roy, R. (1999). Special Functions. Cambridge University
Press, Cambridge, UK.

Arfken, G. B., und Weber, H. J. (2005). Mathematical Methods for Physicists. Elsevier
Academic Press, Burlington, MA, USA, 6. Auflage.

Baszenski, G., und Tasche, M. (1997). Fast polynomial multiplication and convolutions
related to the discrete cosine transform. Linear Algebra Appl., 252(1-3):1-25.

Batir, N. (2008). Inequalities for the gamma function. Arch. Math., 91(6):554-563.
Bauer, H. (1992). Mafi- und Integrationstheorie. De Gruyter, Berlin, 2. Auflage.

Berg, L. (1968). Asymptotische Darstellungen und Entwicklungen. Deutscher Verlag der
Wissenschaften, Berlin.

Biedenharn, L. C., und Louck, J. D. (1981). Angular Momentum in Quantum Physics:
Theory and Application. Addison-Wesley, Boston, MA, USA.

Chirikjian, G. S., und Kyatkin, A. B. (2016). Harmonic Analysis for Engineers and Applied
Scientists. Dover Publications, Mineola, NY, USA, 2. Auflage.

Clenshaw, C. W. (1955). A note on the summation of Chebyshev series. Math. Comp.,
9(51):118-120.

Cooley, J. W., Lewis, P. A. W., und Welch, P. D. (1970). The fast Fourier transform

algorithm: programming considerations in the calculation of sine, cosine and Laplace
transforms. J. Sound Vib., 12(3):315-337.

Cooley, J. W., und Tukey, J. W. (1965). An algorithm for the machine calculation of
complex Fourier series. Math. Comp., 19(90):297-301.

Cormen, T. H., Leiserson, C. E., Rivest, R. L., und Stein, C. (2001). Introduction to
Algorithms. MIT Press, Cambridge, MA, USA, 2. Auflage.

Dai, F., und Xu, Y. (2013). Approzimation Theory and Harmonic Analysis on Spheres
and Balls. Springer, New York, NY, USA.

Driscoll, J. R., und Healy, D. M. (1994). Computing Fourier transforms and convolutions
on the 2-sphere. Adv. Appl. Math., 15(2):202-250.

Driscoll, J. R., Healy, D. M., und Rockmore, D. N. (1997). Fast discrete polynomial
transforms with applications to data analysis for distance transitive graphs. SIAM J.

p.q%



Comput., 26(4):1066—-1099.

Dudgeon, D. E., und Mersereau, R. M. (1984). Multidimensional Digital Signal Processing.
Prentice-Hall, Englewood Cliffs, NJ, USA.

Dunkl, C. F., und Xu, Y. (2001). Orthogonal Polynomials of Several Variables. Cambridge
University Press, Cambridge, UK.

Edmonds, A. R. (1996). Angular Momentum in Quantum Mechanics. Princeton University
Press, Princeton, NJ, USA, 4. Auflage.

Erdélyi, A., Magnus, W., Oberhettinger, F., und Tricomi, F. G. (1954). Tables of Integral
Transforms, Bd. 2. McGraw-Hill, New York, NY, USA.

Freeden, W., Gervens, T., und Schreiner, M. (1998). Constructive Approximation on the
Sphere. Oxford University Press, Oxford, UK.

Gautschi, W. (1997). Numerical Analysis: An Introduction. Birkhduser Boston, Cam-
bridge, MA, USA.

Golub, G. H., und van Loan, C. F. (1996). Matriz Computations. Johns Hopkins University
Press, Baltimore, MD, USA, 3. Auflage.

Healy, D. M., Rockmore, D. N., Kostelec, P. J., und Moore, S. (2003). FFTs for the
2-sphere — improvements and variations. J. Fourier Anal. Appl., 9(4):341-385.

Hildebrand, F. B. (1956). Introduction to Numerical Analysis. McGraw-Hill, New York,
NY, USA.

Keiner, J., Kunis, S., und Potts, D. (2009). Using NFFT 3 —a software library for various
nonequispaced fast Fourier transforms. ACM Trans. Math. Softw., 36(4): Artikel 19.

Kostelec, P. J., und Rockmore, D. N. (2008). FFTs on the rotation group. J. Fourier
Anal. Appl., 14(2):145-179.

Kress, R. (1998). Numerical Analysis. Springer, New York, NY, USA.

Kunis, S. (2006). Nonequispaced FFT: Generalisation and Inversion. Dissertation, Uni-
versitéit zu Liibeck, Institut fiir Mathematik.

Kunis, S., und Potts, D. (2003). Fast spherical Fourier algorithms. J. Comput. Appl.
Math., 161(1):75-98.

Kunis, S., Potts, D., und Steidl, G. (2006). Fast Gauss transforms with complex parameters
using NFFTs. J. Numer. Math., 14(4):295-303.

Leistedt, B., und McEwen, J. D. (2012). Exact wavelets on the ball. IEEE Trans. Signal
Process., 60(12):6257-6269.

Levy, H., und Lessman, F. (1992). Finite Difference Equations. Dover Publications,
Mineola, NY, USA.

Lohofer, G. (1998). Inequalities for the associated Legendre functions. J. Approzx. Theory,
95(2):178-193.

Maizlish, O., und Prymak, A. (2015). Convex polynomial approximation in R? with Freud
weights. J. Approx. Theory, 192:60-68.

Makhoul, J. (1980). A fast cosine transform in one and two dimensions. IEEE Trans.
Acoust., Speech, Signal Process., 28(1):27-34.

xvi



McEwen, J. D., Biittner, M., Leistedt, B., Peiris, H. V., und Wiaux, Y. (2015). A novel
sampling theorem on the rotation group. IEEFE Signal Process. Lett., 22(12):2425-2429.

McEwen, J. D., und Wiaux, Y. (2011). A novel sampling theorem on the sphere. IEEE
Trans. Signal Process., 59(12):5876-5887.

Mhaskar, H. N. (1996). Introduction to the Theory of Weighted Polynomial Approximation.
World Scientific, Singapore.

Plonka, G., und Tasche, M. (2005). Fast and numerically stable algorithms for discrete
cosine transforms. Linear Algebra Appl., 394:309-345.

Potts, D. (2003). Schnelle Fourier-Transformationen fir nichtdquidistante Daten und
Andwendungen. Habilitationsschrift, Universitit zu Liibeck, Institut fiir Mathematik.
Potts, D., Prestin, J., und Vollrath, A. (2009). A fast algorithm for nonequispaced Fourier

transforms on the rotation group. Numer. Algorithms, 52(3):355-384.
Potts, D., Steidl, G., und Tasche, M. (1998). Fast algorithms for discrete polynomial
transforms. Math. Comp., 67(224):1577-1590.

Potts, D., Steidl, G., und Tasche, M. (2001). Fast Fourier transforms for nonequispaced da-
ta: a tutorial. In Benedetto, J. J., und Ferreira, P. J. S. G., Herausgeber, Modern Samp-
ling Theory, Applied and Numerical Harmonic Analysis, Seiten 247-270. Birkh&user,
Boston, MA, USA.

Prestin, J., und Wiilker, C. (2017). Fast Fourier transforms for spherical Gauss-Laguerre
basis functions. In Pesenson, I., Le Gia, Q. T., Mayeli, A., Mhaskar, H. N., und Zhou,
D.-X., Herausgeber, Novel Methods in Harmonic Analysis, Bd. 1: Frames and Other
Bases in Abstract and Function Spaces, Applied and Numerical Harmonic Analysis,
Seiten 237-263. Birkh&user, Basel, Schweiz.

Ritchie, D. W. (2005). High-order analytic translation matrix elements for real-space
six-dimensional polar Fourier correlations. J. Appl. Cryst., 38(5):808-818.

Ritchie, D. W. (2011). High Performance Algorithms for Molecular Shape Recognition.
Habilitationsschrift, Université Henri Poincaré, Nancy, Frankreich.

Ritchie, D. W., und Kemp, G. J. L. (2000). Protein docking using spherical polar Fourier
correlations. Proteins, 39(2):178-194.

Steen, N. M., Byrne, G. D., und Gelbard, E. M. (1969). Gaussian quadratures for the
integrals [ exp(—a?)f(z)dz and fobexp(—wz)f(a;)dx. Math. Comp., 23(107):661-671.

Strang, G. (1999). The discrete cosine transform. SIAM Rewv., 41(1):135-147.

Szeg6, G. (1975). Orthogonal Polynomials. American Mathematical Society, Providence,
RI, USA, 4. Auflage.

van Loan, C. F. (1992). Computational Frameworks for the Fast Fourier Transform.
Society for Industrial and Applied Mathematics, Philadelphia, PA, USA.

Watson, G. N. (1995). A Treatise on the Theory of Bessel Functions. Cambridge University
Press, Cambridge, UK, 2. Auflage.

Werner, D. (2011). Funktionalanalysis. Springer, Berlin /Heidelberg, 7. Auflage.

xvii






Lebenslauf

Name
Geburtstag und -ort
Staatsangehorigkeit

Familienstand

Schulischer Werdegang

1995 — 1999
1999 — 2001
2001 — 2008
2008
Zivildienst
2008 — 2009
Studium
2009 — 2012
2012

2012 —-2014
2014

Weiterer Werdegang

seit September 2014

Christian Wiilker
11. Marz 1989, Hannover
deutsch

ledig

Grundschule Bonner Strafle, Hannover
Orientierungsstufe Birkenstrafle, Hannover
Sophienschule, Gymnasium in Hannover

Abitur

Ambulanter Pflegedienst der Gustav-Brandt’sche-Stiftung,
Hannover

Bachelorstudium Medizinische Ingenieurwissenschaft, Uni-
versitét zu Liibeck

Bachelor of Science, Titel der Abschlussarbeit: Collocati-
on methods for partial differential equations based on ra-
dial basis functions, Verleihung des Philips-Best-Bachelor-
Preises

Masterstudium Biomedical Engineering, Ruprecht-Karls-
Universitat Heidelberg

Master of Science, Titel der Abschlussarbeit (in Koopera-
tion mit Philips Research Hamburg): Time-of-flight PET
1mage reconstruction using origin ensembles

Stipendiat am Institut fiir Mathematik, Universitdt zu
Liibeck

Xix



