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Zusammenfassung

Im Mittelpunkt dieser Arbeit stehen trigonometrische Shearlets, welche auf der Theorie dya-
discher de la Vallée Poussin-artiger Waveletfunktionen basieren. Trigonometrische Shearlets
sind richtungsabhängige trigonometrische Polynome. In dieser Arbeit werden verschiedene
Eigenschaften dieser Funktionen hergeleitet und die anisotrope Orts-Frequenz-Lokalisierung
zur Detektion von Singularitäten entlang von Kantenkurven Cartoon-ähnlicher periodischer
Funktionen genutzt.

Im ersten Kapitel werden alle benötigten theoretischen Grundlagen dieser Arbeit gelegt.
Dies umfasst die Notation und Eigenschaften multivariater differenzierbarer Funktionen,
die Begriffe Muster und erzeugende Menge sowie grundlegende Definitionen und Resultate
der Fourier-Analysis. Die dyadische periodische Multiskalenanalyse bildet den Grundstein
der nachfolgenden Kapitel und ermöglicht die Zerlegung translationsinvarianter Räume be-
züglich der Musterpunkte einer Matrix in die direkte Summe eines Skalierungs- und eines
Waveletraums.

Im zweiten Kapitel werden dyadische de la Vallée Poussin-artige Skalierungs- und Wavelet-
funktionen basierend auf mehrdimensionalen Indexmengen eingeführt. Diese ermöglichen
die kompakte Notation multipler dyadischer Waveletzerlegungen. Im letzten Abschnitt des
Kapitels werden richtungsspezifische Zerlegungen für eine spezielle Wahl dyadischer Di-
latationsmatrizen untersucht und der Zusammenhang zur geometrischen Ausrichtung der
auftretenden Trägermengen im Frequenzbereich hergestellt.

Das dritte Kapitel befasst sich mit trigonometrischen Shearlets, welche aus der Konstruktion
des zweiten Kapitels hervorgehen. Neben der Einordnung dieser Funktionen im Vergleich
zu den klassischen diskreten Kegel-Shearlets, werden Richtungs- und Lokalisierungseigen-
schaften im Frequenz- und Ortsbereich sowie Frame-Eigenschaften im Hilbertraum L2(T2)
bewiesen.

Im abschließenden Kapitel dieser Arbeit werden zwei Hauptresultate über die Detektion
von Unstetigkeiten in den Richtungsableitungen höherer Ordnung von Cartoon-ähnlichen
periodischen Funktionen formuliert. Die Theoreme besagen, dass die inneren Produkte die-
ser Funktionen mit trigonometrischen Shearlets genau dann vernachlässigbar klein werden,
wenn das jeweilige Shearlet nicht hinreichend nah an der Kantenkurve lokalisiert ist oder
nicht entlang der Kantenkurve orientiert ist. Für den Beweis der Hauptresultate werden die
Zerlegung von Funktionen auf dyadischen Quadraten und eine Reihe von Lokalisierungs-
lemmata benötigt, die ebenfalls im letzten Kapitel hergeleitet und bewiesen werden.
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Einleitung

In der heutigen Zeit spielt die Verarbeitung von digitalen Bildern in vielen industriellen
oder medizinischen Anwendungen eine wichtige Rolle. Eine zentrale Aufgabe ist dabei die
automatisierte Abgrenzung und Unterscheidung verschiedener Bildbereiche. Dies führt zu
der Notwendigkeit, Übergänge beziehungsweise Kanten in Bildern möglichst präzise und
effektiv zu erkennen. Kanten sind dadurch charakterisiert, dass Grau- oder Farbwerte eines
digitalen Bildes in ihrer Nähe starken Änderungen unterliegen. Durch die Approximation
der partiellen Ableitungen erster oder höherer Ordnung in einem Bildpunkt wird anhand
der Größe der entsprechenden diskreten Gradienten entschieden, ob ein Punkt zur Kan-
tenmenge gehört oder nicht. Die Probleme an diesen Ansätzen sind die bevorzugte Erken-
nung von Kanten entlang der Koordinatenachsen und die hohe Empfindlichkeit gegenüber
Rauschen, weshalb die Bilder häufig vor der Anwendung von Kantenoperatoren geglättet
werden müssen. Ein weit verbreiteter Algorithmus zur Kantendetektion in digitalen Bildern
ist der Canny-Algorithmus [9]. In diesem Verfahren werden zunächst Kantenoperatoren auf
geglätteten Bildern angewendet und im Anschluss die gefundene Kantenmenge durch die
Unterdrückung nichtlokaler Maxima und die Aussortierung zu schwacher Kanten, genannt
Hysterese, verfeinert.

Es ist bekannt [47, 48], dass der Canny-Algorithmus äquivalent dazu ist, die lokalen Maxima
einer zweidimensionalen Wavelet-Transformation zu finden. Der Begriff Wavelet ist die Über-
setzung des französischen Begriffs ondelette (’kleine Welle’) und wurde zunächst im Zusam-
menhang der kontinuierlichen Wavelet-Transformation einer Funktion, unter anderem von
Grossmann und Morlet [27], verwendet. Ende der 1980er und Anfang der 1990er Jahre wurde
die diskrete Wavelet-Transformation mit schnellen Algorithmen basierend auf den Arbeiten
von Daubechies [14], Meyer [50] und Mallat [45, 46] eingeführt. Der entscheidende Begriff ist
dabei die Multiskalenanalyse, welche eine Folge verschachtelter und durch die Verschiebun-
gen einer Skalierungsfunktionen aufgespannter Vektorräume mit speziellen Eigenschaften
bezeichnet. Die Unterschiede von einem zum anderen Skalierungsraum werden durch die
Waveleträume und deren erzeugenden Funktionen, genannt Wavelets, beschrieben. Eine der
herausragenden Eigenschaften der Wavelets ist ihre gute Orts-Frequenz-Lokalisierung. Aus
diesem Grund liefern eindimensionale Wavelets optimale Approximationsraten für Funktio-
nen, die abseits von Punktsingularitäten überall glatt sind [17].

Unter anderem in [14, 46, 50] wurden mehrdimensionale Wavelets konstruiert, die aus dem
Tensorprodukt eindimensionaler Skalierungs- und Waveletfunktionen hervorgehen. In höhe-
ren Dimensionen verlieren Wavelets ihre optimalen Approximationseigenschaften, da Sin-
gularitäten nicht nur punktweise, sondern entlang von Kanten verlaufen können [46]. Durch
die Tensorprodukt-Struktur sind mehrdimensionale Wavelets aufgrund ihrer Ausrichtung
entlang der Koordinatenachsen nicht dazu in der Lage, Singularitäten entlang von Kanten
in beliebige Richtungen hinreichend gut zu erfassen.

Es wurden eine Vielzahl verschiedener Ansätze entwickelt, um das Problem der fehlenden
Richtungssensibilität klassischer mehrdimensionaler Wavelets zu überwinden. Dazu zählen
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Einleitung

unter anderem Brushlets [49], Ridgelets [8], Curvelets [7, 26], Contourlets [18] oder komplexe
Wavelets [58]. Insbesondere die Resultate in [7] erregten Aufmerksamkeit, denn im Vergleich
zu mehrdimensionalen Wavelets ermöglichen Curvelets die essentiell-optimale spärliche Ap-
proximation Cartoon-ähnlicher Funktionen. Eine weitere Konstruktion, die aus der Theorie
der zusammengesetzten Wavelets [35] hervorgeht, sind die Shearlets. Diese wurden in zwei
oder mehr Dimensionen von verschiedenen Autoren beispielsweise in [13, 28, 38] eingeführt.
Der große Vorteil von Shearlets ist, dass sie durch die Anwendung von Skalierungs- und
Scherungsmatrizen affine Systeme im Rd bilden und dadurch viele günstige Eigenschaften
besitzen. So ermöglichen Shearlets als einziges der genannten Systeme eine vereinheitlichte
Theorie im kontinuierlichen und diskreten Fall, was sie besonders interessant für die An-
wendung in der Praxis macht.

Kontinuierliche Shearlets können auf unterschiedliche Arten konstruiert werden, einerseits
mit kompaktem Träger im Frequenz- [28] oder mit kompaktem Träger im Ortsbereich [40].
Eine der wichtigsten Eigenschaften kontinuierlicher Shearlets ist die Erkennung von Sin-
gularitäten, die nicht in einem Punkt, sondern entlang von Kanten in beliebiger Richtung
verlaufen. Sowohl für den Fall des kompakten Trägers im Frequenzbereich [25, 30, 34, 39] als
auch im Ortsbereich [41] konnte für verschiedene Arten von Singularitäten gezeigt werden,
dass sich die Lage und Orientierung der Kanten, entlang derer die Unstetigkeiten einer Funk-
tion verlaufen, exakt in dem Abklingverhalten der Shearlet-Koeffizienten widerspiegelt.

Diskrete Shearlets entstehen durch die geeignete Abtastung der Parameter der kontinu-
ierlichen Shearlet-Transformation [37]. Die Resultate für kontinuierliche Shearlets wurden
in [65] als theoretische Grundlage genutzt, um Kanten in Bildern mit diskreten Shearlets
zu erkennen. In [31] wurde erstmals gezeigt, dass eine analoge Aussage zum kontinuierli-
chen Fall für die Erkennung von Singularitäten entlang von Kanten mit diskreten Shearlets
angegeben werden kann. Dieselben Autoren konnten zuvor das Resultat aus [7] über die
essentiell-optimale spärliche Approximation mit Curvelets auf den Fall diskreter Shearlets
übertragen. Darüber hinaus wurde diese Eigenschaft beispielsweise für dreidimensionale [32]
und zylindrische Shearlets [20] gezeigt. Wie bereits erwähnt, entstammen Shearlets aus der
allgemeineren Theorie der zusammengesetzten Wavelets [35]. Aus dieser geht hervor, dass
diskrete Shearlet-Systeme [28, 38] durch die Forderung gewisser Eigenschaften an die erzeu-
genden Funktionen einen Parseval-Frame des Hilbertraums L2(R2) bilden.

Von vielen gemessenen Signalen ist bekannt, dass diese sich periodisch wiederholen. Im
eindimensionalen Fall können diese Signale häufig als periodische Funktionen aufgefasst
werden, die außer in Punktsingularitäten überall hinreichend glatt sind. Deshalb spielen
die Informationen über die Lokalisierung und Ordnung von Singularitäten in zahlreichen
Anwendungen der Signalverarbeitung eine zentrale Rolle. Das Problem der Bestimmung
von Unstetigkeiten eindimensionaler periodischer Funktionen, deren Fourier-Koeffizienten
bekannt sind, wurde von einer Reihe von Autoren behandelt und mit verschiedenen Ansätzen
gelöst [2, 21, 22, 60, 64].

Basierend auf translationsinvarianten Räumen und periodischen Multiskalenanalysen wur-
den eindimensionale periodische Wavelets in [36, 52, 53, 55] konstruiert. Der große Vorteil
im periodischen Fall ist, dass die resultierenden Zerlegungs- und Rekonstruktionsalgorith-
men durch die schnelle Fourier-Transformation effektiv umgesetzt werden können. In [51]
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konnte mit Wavelet-ähnlichen Konstruktionen gezeigt werden, dass Sprung-Unstetigkeiten
in den Ableitungen höherer Ordnung eindimensionaler periodischer Funktionen detektiert
werden können.

In [23, 24, 44] wurden eindimensionale periodische Wavelets mit analogen Konzepten auf den
multivariaten Fall erweitert. Aufbauend auf diesen Arbeiten konstruierten die Autoren in [43]
multivariate dyadische Dirichlet-Skalierungsfunktionen mit den dazugehörigen Dirichlet-
Wavelets. In [4, 5] wurden diese zu dyadischen de la Vallée Poussin-artigen Skalierungs-
und Waveletfunktionen verallgemeinert. Diese Funktionen sind trigonometrische Polynome
und die Allgemeinheit der Konstruktion erlaubt dabei die Fensterfunktionen im Frequenz-
bereich, durch deren Abtastung die Fourier-Koeffizienten der Skalierungs- und Waveletfunk-
tionen entstehen, beliebig glatt zu wählen. Daraus resultiert eine verbesserte Lokalisierung
der Funktionen im Ortsbereich im Vergleich zum Dirichlet-Fall aus [43]. Darüber hinaus
ist es möglich, beliebige Matrizen mit Determinante 2, insbesondere Scherungsmatrizen,
für die Zerlegung der Skalierungsräume im Rahmen einer periodischen Multiskalenanaly-
se zu verwenden. Dies ermöglicht eine Vielzahl verschiedener anisotroper Zerlegungen zur
Untersuchung richtungsbezogener Eigenschaften von Funktionen.

Der Inhalt dieser Arbeit gliedert sich wie folgt:
In Kapitel 1 werden die wichtigsten Konzepte für den späteren Verlauf dieser Arbeit einge-
führt. Dies umfasst in den ersten drei Abschnitten die Notation und einige spezielle Resultate
über multivariate differenzierbare Funktionen, die Begriffe Muster und erzeugende Menge
bezüglich einer Matrix sowie grundlegende Definitionen und Resultate der Fourier-Analysis.
Dabei ist die diskrete Fourier-Transformation auf Mustern das zentrale Werkzeug, um die
Waveletzerlegung einer Funktion mit einer dyadischen periodischen Multiskalenanalyse in
Abschnitt 1.4 zu beschreiben. Darüber hinaus ist die Poisson-Summationsformel in Theo-
rem 1.13 als Verbindung von Fourier-Reihen und Fourier-Transformation ein wichtiges Hilfs-
mittel für die Beweise von Theorem 3.12, Theorem 4.1 und Theorem 4.2 im späteren Verlauf
der Arbeit. Im letzten Abschnitt des ersten Kapitels werden zwei wichtige Hilfsresultate für
die Beweise in Abschnitt 4.4 basierend auf dem Integralsatz von Gauß beziehungsweise
Fresnel-Integralen bewiesen.

Die Konstruktion multipler dyadischer Waveletzerlegungen steht im Mittelpunkt von Ka-
pitel 2. Ausgangspunkt sind die dyadischen de la Vallée Poussin-artigen Skalierungs- und
Waveletfunktionen aus [4], welche in Abschnitt 2.1 mit einer Notation bezüglich mehrdi-
mensionaler Indexmengen definiert werden. Damit können multiple dyadische Waveletzer-
legungen in Abschnitt 2.2 ähnlich zu den Betrachtungen in [56] kompakt angegeben und
als Baumdiagramme visualisiert werden. In Abschnitt 2.3 werden die Zerlegungen für ei-
ne spezielle Wahl der dyadischen Dilatationsmatrizen betrachtet. Dabei wird der Zusam-
menhang zwischen der Wahl des Zerlegungspfades und der geometrischen Ausrichtung der
erzeugenden Mengen hergestellt, die den Fourier-Koeffizienten der jeweiligen de la Vallée
Poussin-artigen Skalierungsfunktionen entsprechen. Dies ermöglicht richtungsbezogene Zer-
legungen einer Funktion, kontrolliert durch die Ausrichtung der erzeugenden Mengen im
Frequenzbereich.

Kapitel 3 befasst sich mit den namensgebenden Funktionen dieser Arbeit, den trigonometri-
schen Shearlets. Diese Funktionen sind trigonometrische Polynome, deren Koeffizienten aus
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der Abtastung spezieller zweidimensionaler Fensterfunktionen hervorgehen. In Abschnitt 3.1
wird neben der Konstruktion auch der Zusammenhang zwischen trigonometrischen Shearlets
und den multiplen dyadischen Waveletzerlegung aus Abschnitt 2.3 hergestellt. Im Anschluss
werden Parallelen und Unterschiede zu den klassischen diskreten Kegel-Shearlets aufgezeigt.
In Abschnitt 3.2 wird die Form der Trägermengen der zweidimensionalen Fensterfunktionen
untersucht und in Lemma 3.7 exakt beschrieben. Das zentrale Resultat aus Abschnitt 3.3 ist
Theorem 3.12, welches das Abklingverhalten der trigonometrischen Shearlets im Ortsbereich
in Abhängigkeit von der Verschiebung auf den Musterpunkten und der Orientierung der Trä-
germengen im Frequenzbereich angibt. Zusammen zeigen die Resultate aus Abschnitt 3.2
und Abschnitt 3.3 die gute Orts-, Richtungs- und Frequenz-Lokalisierung der trigonome-
trischen Shearlets und bilden die Grundlage der Beweise im letzten Kapitel. Als weiteres
wichtiges Resultat dieses Kapitels wird in Theorem 3.17 mit einer Reihe von Hilfsresultaten
gezeigt, dass Funktionensysteme trigonometrischer Shearlets einen Frame des Hilbertraums
L2(T2) bilden.

Das abschließende Kapitel dieser Arbeit widmet sich der Frage, ob trigonometrische Shear-
lets dazu in der Lage sind, Unstetigkeiten in den Richtungsableitungen höherer Ordnung
von Cartoon-ähnlichen Funktionen zu detektieren. Für den Fall charakteristischer Funktio-
nen wurde dies bereits in [57] bewiesen und anhand numerischer Beispiele visualisiert. Die
beiden Hauptresultate aus Abschnitt 4.1 geben entsprechende obere und untere Schran-
ken für die inneren Produkte, genannt Shearlet-Koeffizienten, von Funktionen mit Sprung-
Unstetigkeiten in Richtungsableitungen höherer Ordnung mit trigonometrischen Shearlets
an. Die Resultate implizieren, dass die Shearlet-Koeffizienten genau dann hinreichend klein
werden, wenn das jeweilige verschobene Shearlet nicht nah genug an der Kantenkurve loka-
lisiert ist oder nicht entlang der Kantenkurve orientiert ist. Im nachfolgenden Abschnitt 4.2
werden wichtige Hilfsresultate für den Beweis von Theorem 4.1 durch die Zerlegung einer
Funktion auf dyadischen Quadraten hergeleitet. Dabei unterscheiden sich die Abschätzungen
abhängig davon, ob die Kurve, entlang der die Singularität verläuft, das jeweilige Quadrat
schneidet oder nicht. Abschnitt 4.4 umfasst unter anderem die Beweise zweier Lokalisie-
rungslemmata über die Größe gewisser Integrale in Abhängigkeit der Lokalisierung und
Orientierung der trigonometrischen Shearlets. Mit diesen Resultaten kann schließlich die
obere Schranke aus Theorem 4.2 in Abschnitt 4.5 bewiesen werden.
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1
Grundlagen

In diesem Kapitel werden die wichtigsten mathematischen Konzepte dieser Arbeit eingeführt
und erläutert. Abschnitt 1.1 befasst sich mit multivariaten differenzierbaren Funktionen.
Neben den Notationen bezüglich partieller Differenzierbarkeit und Richtungsableitungen
höherer Ordnung sowie der Einführung der entsprechenden Funktionenräume, werden wich-
tige Differentialoperatoren für den späteren Verlauf betrachtet. Zum Ende des Abschnitts
werden sternförmige Mengen und darauf aufbauend die Funktionenklasse der sogenannten
Cartoon-ähnlichen Funktionen eingeführt.

In Abschnitt 1.2 werden die Begriffe Muster und erzeugende Menge ausgehend von multi-
variaten Restklassen eingeführt. Das Muster bezüglich einer Matrix verallgemeinert äquidi-
stant verteilte Punkte in einem Intervall in das Mehrdimensionale, wohingegen die Elemente
der entsprechenden erzeugenden Mengen im weiteren Verlauf der Arbeit als spezielle Punk-
temengen im Frequenzraum angesehen werden können. Im Vergleich zu den Betrachtungen
aus [4, 43] wird in diesem Abschnitt auf die ausführliche Untersuchung der algebraischen
Eigenschaften verzichtet und lediglich die für diese Arbeit relevantesten Ergebnisse angege-
ben. Insbesondere Lemma 1.4, welches bereits in [43] bewiesen wurde, spielt für den weiteren
Verlauf der Arbeit eine zentrale Rolle. Durch die Faktorisierung der zugrunde liegenden Ma-
trix können Muster in Teilmuster zerlegt werden. Die Beobachtung, dass die zugehörigen
erzeugenden Mengen für zwei identische Muster nicht übereinstimmen müssen, bildet die
Grundlage anisotroper Waveletzerlegungen von Funktionen mit verschiedenen Richtungs-
präferenzen im Frequenzbereich.

Die für diese Arbeit wichtigsten Begriffe und Resultate der Fourier-Analysis werden in Ab-
schnitt 1.3 vorgestellt. Neben der Definition der Fourier-Koeffizienten und Fourier-Reihen
zur Darstellung periodischer Funktionen wird die diskrete Fourier-Transformation auf Mu-
stern eingeführt. Das Pendant zur Theorie der Fourier-Reihen für periodische Funktionen
bildet die Fourier-Transformation für integrierbare Funktionen, die ihren Definitionsbereich
auf der gesamten reellen Achse haben. Nach der Definition der Fourier-Transformation wer-
den in Lemma 1.9 und Lemma 1.10 wichtige Eigenschaften im Orts- und Frequenzbereich
angegeben. Der letzte Teil des Abschnitts widmet sich der Verknüpfung von Fourier-Reihen
und Fourier-Transformation durch die Poisson-Summationsformel in Theorem 1.13. Diese
spielt eine zentrale Rolle und bildet jeweils den Ausgangspunkt der Beweise von Theo-
rem 3.12, Theorem 4.1 und Theorem 4.2 in den nachfolgenden Kapiteln.

Die Betrachtung translationsinvarianter Räume bezüglich der Musterpunkte einer Matrix
bildet den Ausgangspunkt von Abschnitt 1.4 und wurde in diesem Kontext bereits in [4,
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1 Grundlagen

43] untersucht. Durch die sukzessive Faktorisierung einer Matrix mit dyadischen Dilatati-
onsmatrizen lässt sich eine Folge von verschachtelten Skalierungsräumen erzeugen, die in
Definition 1.16 als nichtstationäre anisotrope dyadische periodische Multiskalenanalyse be-
zeichnet wird. Jeder Skalierungsraum kann als direkte Summe des vorherigen Skalierungs-
raums mit einem weiteren Raum, genannt Waveletraum, geschrieben werden. Eine Kon-
struktionsmöglichkeit der zugehörigen Waveletfunktionen, welche den Unterschied zwischen
zwei aufeinanderfolgenden Skalierungsräumen beschreiben, wird in Lemma 1.17 angegeben.
Der restliche Teil des Abschnitts folgt den Betrachtungen aus [4, Abschnitt 1.5] und gibt
konkrete Formeln der Wavelet-Synthese und Wavelet-Analyse einer Funktion basierend auf
den diskreten Fourier-Koeffizienten der auftretenden Funktionen an.

Der abschließende Abschnitt 1.5 befasst sich mit der Herleitung wichtiger Resultate für die
Beweise in Abschnitt 4.4. Ausgehend vom klassischen Integralsatz von Gauß wird eine ex-
plizite Formel für die Fourier-Transformation des Produkts eines bivariaten Polynoms vom
Grad L mit einer charakteristischen Funktion in Lemma 1.18 angegeben. Dabei stellt sich
heraus, dass die Richtungsableitungen m ≤ L-ter Ordnung des Polynoms in den entstehen-
den Integralen über den Rand der charakteristischen Funktion auftreten. Im zweiten Teil
des Abschnitts werden Fresnel-Integrale eingeführt und wichtige Abschätzungen für den
späteren Verlauf in Lemma 1.19 angegeben und bewiesen.

Im Folgenden wird die Dimension, wenn nicht anders vermerkt, für den Rest der Arbeit
auf d = 2 festgelegt und zweidimensionale Vektoren mit x = (x1, x2)

T bezeichnet. Für den
Fall, dass beide Einträge aus natürlichen Zahlen, natürlichen Zahlen einschließlich der Null,
ganzen Zahlen oder reellen Zahlen bestehen, ist der Vektor x ein Element des Raumes N2,
N2
0, Z2 beziehungsweise R2. Darüber hinaus definieren wir zwei spezielle Vektoren durch

0 := (0, 0)T ∈ N2
0 und 1 := (1, 1)T ∈ N2. Für zweidimensionale Vektornormen verwenden

wir die Notation

|x|p :=

{
(|x1|p + |x2|p)

1
p , falls 1 ≤ p <∞,

max {|x1| , |x2|} , falls p = ∞,
(1.1)

und definieren das Skalarprodukt zweier Vektoren x und y durch xTy := x1y1 + x2y2.
Für die Darstellung eines Vektors ξ ∈ R2 in Polarkoordinaten schreiben wir im Folgenden
ξ = ρΘ(θ) mit ρ := |ξ|2 und Θ(θ) := (cos θ, sin θ)T. Bei binären Relationen und Exponenten
von Vektoren wird die Notation x ≤ y, falls x1 ≤ y1 und x2 ≤ y2 sowie xy := xy11 x

y2
2 und

xλ := xλ1 = xλ1x
λ
2 für λ ∈ R verwendet. Des Weiteren nutzen wir für k,n ∈ N2

0 mit k ≤ n
die Schreibweise k! := k1! k2! sowie(

n

k

)
:=

n!

k!(n− k)!
=

(
n1
k1

)(
n2
k2

)
,

(
n

k

)
:=

n!

k!

mit dem üblichen eindimensionalem Binomialkoeffizienten und es gilt der binomische Lehr-
satz

(x1 + x2)
n =

n∑
k=0

(
n

k

)
xk1 x

n−k
2 =

∑
|k|1=n

(
n

k

)
xk. (1.2)

Für ε > 0 definieren wir die ε-Umgebung um einen Punkt x0 ∈ R2 durch

Bε(x0) :=
{
x ∈ R2 : |x− x0|2 < ε

}
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1.1 Räume differenzierbarer Funktionen

und bezeichnen die charakteristische Funktion oder Indikatorfunktion einer Menge T ⊂ R2

mit

χT (x) :=

{
1, falls x ∈ T,

0, falls x /∈ T.

Matrizen von der Form
M =

(
m11 m12

m21 m22

)
werden ebenfalls fett gedruckt und zur Unterscheidung von Vektoren groß geschrieben.
Falls sämtliche Einträge der Matrix M aus natürlichen Zahlen, natürlichen Zahlen ein-
schließlich der Null, ganzen Zahlen oder reellen Zahlen bestehen, schreiben wir M ∈ N2×2,
M ∈ N2×2

0 , M ∈ Z2×2 beziehungsweise M ∈ R2×2. Des Weiteren bezeichnet detM die De-
terminante von M, M−1 die inverse Matrix, MT die transponierte Matrix und wir definieren
M−T :=

(
M−1

)T
=
(
MT

)−1. Für λ ∈ R werden die Ausdrücke (M+λ) und (M·λ) als kom-
ponentenweise Addition beziehungsweise Multiplikation aufgefasst und für M1,M2 ∈ R2×2

ist M1M2 = M3 ∈ R2×2 das übliche Matrixprodukt. Wir bezeichnen zudem für λ1, λ2 ∈ R
die Matrix

diag(λ1, λ2) :=

(
λ1 0
0 λ2

)
∈ R2×2

als Diagonalmatrix und I2 := diag(1, 1) ∈ N2×2 als Einheitsmatrix. Eine wichtige Rolle im
Verlauf der Arbeit spielen Rotationsmatrizen

Rθ :=

(
cos θ − sin θ
sin θ cos θ

)
∈ R2×2

mit θ ∈ [0, 2π).

1.1 Räume differenzierbarer Funktionen

Für Lebesgue-messbare Mengen A ⊆ R2 und 1 ≤ p < ∞ sind die Räume der auf A in der
p-ten Potenz Lebesgue-integrierbaren Funktionen gegeben durch

Lp(A) :=
{
f : A→ C : ‖f‖A,p <∞

}
mit der Norm

‖f‖A,p :=
(∫

A
|f(x)|p dx

)1/p

.

Wie üblich sind die Elemente der jeweiligen Räume als Äquivalenzklassen von Funktionen
zu identifizieren, die fast überall übereinstimmen. Mit dem Fall p = ∞ identifizieren wir den
Raum C(A) der stetigen Funktionen auf A und versehen diesen mit der Norm

‖f‖A,∞ := sup
x∈A

|f(x)| .
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1 Grundlagen

Im Fall p = 2 ist der L2(A) ein Hilbertraum mit dem Skalarprodukt

〈f, g〉A,2 :=
∫
A
f(x) g(x) dx .

Wir definieren den zweidimensionalen Torus als Faktorgruppe T2 := R2/2πZ2. Dieser kann
anschaulich als der um 1

2 verschobene und mit 2π skalierte Einheitskubus [−π, π)2 mit
identifizierten Rändern angesehen werden. Funktionen f : T2 → R werden im Folgenden als
in jeder Variable auf der reellen Achse 2π-periodische Funktionen angesehen. Eine Funktion
f : T2 → R ist integrierbar auf T2, falls die zugehörige in jeder Variablen 2π-periodische
Funktion integrierbar auf [−π, π)2 ist und wir schreiben in diesem Fall∫

T2

f(x) dx =

∫
[−π,π)2

f(t) dt.

Für den Rest der Arbeit wird für p = 2 die vereinfachte Notation

〈f, g〉2 := (2π)−2 〈f, g〉T2,2 =
1

(2π)2

∫
T2

f(x) g(x) dx (1.3)

verwendet, um das Skalarprodukt bezüglich des Hilbertraums L2(T2) auszudrücken. Darü-
ber hinaus bezeichnet C(T2) den Raum der stetigen und in beiden Variablen 2π-periodischen
Funktionen.

Eine wichtige und bekannte Aussage über Lp-Räume auf Mengen mit endlichem Maß liefert
die Hölder-Ungleichung.

Satz 1.1.
Es seien eine Menge A ⊂ R2 mit endlichem Maß sowie Funktionen f ∈ Lp(A) und g ∈ Lq(A)
für 1 ≤ p, q ≤ ∞ mit 1

p +
1
q = 1 gegeben. Dann ist f g ∈ L1(A) und es gilt

‖f g‖A,1 ≤ ‖f‖A,p ‖g‖A,q .

Für eine Menge A ⊂ R2 mit endlichem Maß und 1 ≤ p ≤ q ≤ ∞ und eine Funktion
f ∈ Lq(A) ergibt sich als Folgerung aus Satz 1.1, dass auch f ∈ Lp(A) gilt mit

‖f‖A,p ≤ |A|
q−p
p q ‖f‖A,q . (1.4)

Für x = (x1, x2, . . . , xn−k+1)
T ∈ Rn−k+1 mit k ≤ n definieren wir die Bell-Polynome durch

Bn,k(x) :=
∑
m

(
n

m

) n−k+1∏
j=1

(
xj
j!

)mj

,

wobei die Summe über alle Vektoren m = (m1, . . . ,mn−k+1)
T ∈ Nn−k+1

0 mit den Eigen-

schaften
n−k+1∑
i=1

mi = k und
n∑
i=1

i ·mi = n läuft. Es gilt der Zusammenhang

n∑
k=0

Bn,k(1, 1, . . . , 1) =
n∑
k=0

∑
m

(
n

m

) n−k+1∏
j=1

(j!)−mj = Bn, (1.5)
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1.1 Räume differenzierbarer Funktionen

wobei Bn die n-te Bell-Zahl darstellt. Im eindimensionalen Fall ist die n-te Ableitung der
Verkettung zweier hinreichend oft differenzierbarer Funktionen f, g : R → R gegeben durch
die Formel von Faà di Bruno [54, Abschnitt 4.3]

dn

dxn
f(g(x)) =

∑
k

(
n

k

)
f (|k|1)(g(x))

n∏
j=1

(
g(j)(x)

j!

)kj
(1.6)

=

n∑
k=1

f (k)(g(x))Bn,k

(
g′(x), g′′(x), . . . , g(n−k+1)(x)

)
, (1.7)

wobei die Summe in der oberen Zeile über alle Vektoren k = (k1, . . . , kn)
T ∈ Nn0 mit der

Eigenschaft
n∑
i=1

i · ki = n läuft.

Für ein Gebiet Ω ⊆ R2 und eine Funktion f : Ω → R heißt diese q-mal partiell differenzierbar
in x ∈ Ω, falls

∂r

∂xi1 . . . ∂xir
f(x)

für alle 1 ≤ r ≤ q und i1, . . . ir ∈ {1, 2} existiert. Falls jede dieser Ableitungen zusätzlich
stetig ist, heißt die Funktion q-mal stetig partiell differenzierbar und wir schreiben f ∈
Cq(Ω). In diesem Fall gilt der Satz von Schwarz, weshalb die Reihenfolge des partiellen
Ableitungen keine Rolle spielt und wir deshalb im Folgenden für r = (r1, r2)

T ∈ N2
0 die

kompakte Notation

∂rf(x) := ∂r[f ](x) :=
∂r1+r2

∂xr11 ∂x
r2
2

f(x)

für die r-te partielle Ableitung im Punkt x ∈ Ω verwenden. Mit dieser Notation können wir
die Räume q-fach stetig partiell differenzierbarer Funktionen kompakt schreiben als

Cq(Ω) :=
{
f : Ω → R : ∂rf ∈ C(Ω) für alle r = (r1, r2)

T ∈ N2
0 mit r1 + r2 ≤ q

}
und wir versehen diese Räume mit der Norm

‖f‖Cq(Ω) := max
|r|1≤q

sup
x∈Ω

|∂rf(x)| .

Für Funktionen f : Ω → R bezeichnen wir die Menge

supp f := {x ∈ Ω : f(x) 6= 0}

als Träger von f . Damit lässt sich der Raum q-mal stetig differenzierbarer Funktionen mit
kompaktem Träger durch

Cq0(Ω) :=
{
f ∈ Cq(Ω) : supp f ist kompakt

}
mit der identischen Norm wie im Fall q-mal stetig differenzierbarer Funktionen definieren.
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1 Grundlagen

Für eine partiell differenzierbare Funktion f : Ω → R ist der Gradient im Punkt x =
(x1, x2)

T ∈ Ω gegeben durch

grad f(x) := grad[f ](x) :=

(
∂

∂x1
f(x),

∂

∂x2
f(x)

)T

und für eine stetig partiell differenzierbare Funktion f : Ω → R können wir die Richtungs-
ableitung in Richtung v ∈ R2 mit |v|2 = 1 im Punkt x ∈ Ω schreiben als

∂vf(x) := ∂v[f ](x) :=
∂

∂v
f(x) = vT grad f(x).

Für f ∈ Cq(Ω) mit q ≥ m existieren insbesondere die Richtungsableitungen m-ter Ordnung
in jede Richtung v ∈ R2 mit |v|2 = 1, welche rekursiv definiert werden als ∂0vf(x) := f(x)
und

∂mv f(x) := ∂mv [f ](x) :=
∂m

∂vm
f(x) := ∂v

[
∂m−1
v f

]
(x).

Eine andere Darstellung für die Richtungsableitungm-ter Ordnung einer Funktion ist durch

∂mv f(x) =
∑

|r|1=m

(
m

r

)
vr∂rf(x) (1.8)

gegeben. Der Laplace-Operator ist für Funktionen f ∈ C2(Ω) und x ∈ Ω definiert durch

∆f(x) := ∆[f ](x) := ∂(2,0)f(x) + ∂(0,2)f(x).

Gilt darüber hinaus f ∈ C2q(Ω) für q ∈ N0, so folgt mittels partieller Integration

∆qf(x) =
∑
|r|1=q

(
q

r

)
∂2rf(x). (1.9)

Des Weiteren sei für x ∈ Ω durch Lf(x) := L[f ](x) := (I + 2j∆)[f ](x) ein Differentialope-
rator zweiter Ordnung definiert, welcher bereits für ähnliche Untersuchungen in [7, 33, 57]
betrachtet wurde. Mit der Gleichung (1.9) folgt

Lqf(x) =
(
I + 2j∆

)q
[f ](x) =

q∑
s=0

(
q

s

)
2js∆sf(x) =

q∑
s=0

(
q

s

)
2js

∑
|r|1=s

(
s

r

)
∂2rf(x). (1.10)

Für Funktionen f, g ∈ Cq(Ω) und r ∈ N0 mit |r|1 ≤ q lässt sich durch vollständige Induktion
mit der bekannten eindimensionalen Leibniz-Regel die multivariate Verallgemeinerung

∂r(f g)(x) =
∑

0≤s≤r

(
r

s

)
∂sf(x) ∂r−sg(x) (1.11)

zeigen. Für f ∈ Cu+1(Ω) schreiben wir zweidimensionale Taylor-Polynome der Ordnung
u ∈ N0 als

Tuf(x) := Tuf(x;x0) =
∑
|k|≤u

∂kf(x0)

k!
(x− x0)

k, x,x0 ∈ Ω,
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1.2 Muster und erzeugende Mengen

und es gilt der Zusammenhang∣∣f(x)− Tuf(x;x0)
∣∣ = O

(
|x− x0|u+1

2

)
für x → x0. (1.12)

Zum Schluss dieses Abschnitts soll eine Klasse von Funktionen eingeführt werden, die sich
als gängiges Modell für Funktionen mit Unstetigkeiten entlang von Kanten bewährt hat [7,
19, 33]. Der Ausgangspunkt sind sogenannte sternförmige Mengen, die als Trägermengen
für charakteristische Funktionen dienen. Wir nennen eine Menge T ⊂ (−π, π)2 sternförmig,
falls ein x0 ∈ T , genannt Ursprung, existiert, sodass für alle x ∈ T{

λx+ (1− λ)x0 : λ ∈ [0, 1]
}
⊂ T

erfüllt ist. Wir schreiben in diesem Fall T ∈ STAR. In der nachstehenden Definition nutzen
wir die Ideen aus [19, Abschnitt 8.2] und betrachten sternförmige Mengen mit glattem
Rand ∂T , welcher mit einer parametrisierten Kurve in Polarkoordinaten beschrieben werden
kann.

Definition 1.2.
Es sei r ∈ C2 ([0, 2π)) eine Funktion mit ‖r‖C2 ≤ τ und T ∈ STAR eine sternförmige Menge
mit Urspung x0, deren Rand ∂T in Polarkoordinaten durch eine Kurve γ : [0, 2π) → ∂T
mit der Parametrisierung

γ(x) = x0 + r(x)

(
cosx
sinx

)
, x ∈ [0, 2π), (1.13)

beschrieben wird. Die Menge STAR2(τ) sei definiert als die Menge, welche alle T ∈ STAR
enthält, deren Rand durch eine Kurve von der Form (1.13) beschrieben werden können.

Mit diesen Mengen lassen sich Cartoon-ähnliche Funktionen definieren.

Definition 1.3.
Für T ∈ STAR2(τ) und u ∈ N0 ist die Menge der Cartoon-ähnlichen Funktionen gegeben
durch

Eu(τ) :=
{
f = f0 + f1χT : f0, f1 ∈ Cu0 (R2) und supp f0 ⊂ (−π, π)2

}
.

1.2 Muster und erzeugende Mengen

In diesem Abschnitt führen wir den Begriff des Musters und der eng damit verbundenen
erzeugenden Menge ein. Diese werden im späteren Verlauf der Arbeit als Abtastpunkte be-
ziehungsweise diskrete Frequenzen einer Funktion dienen. Zunächst wird das Konzept der
Restklassen bezüglich einer Zahl modulo einer anderen Zahl auf den mehrdimensionalen Fall
erweitert. Ausführliche Betrachtungen der Inhalte dieses Abschnitts finden sich beispielswei-
se in [4, 43].
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1 Grundlagen

Gegeben sei eine ganzzahlige Matrix M ∈ Z2×2 mit |detM| > 0. Zwei Vektoren h,k ∈ Z2

heißen kongruent bezüglich der Matrix M, geschrieben h ≡ kmodM, falls ein z ∈ Z2

existiert, sodass
k = h+Mz.

Analog zum Eindimensionalen seien die Mengen [k]M :=
{
h ∈ Z2 : h ≡ kmodM

}
als

Restklassen von k bezüglich der Matrix M bezeichnet. Passend dazu definieren wir die
Kronecker-Symbole

δMh,k :=

{
1, falls h ≡ kmodM,

0, sonst.
Die erzeugende Gruppe einer Matrix M enthält alle Kongruenzklassen von ganzzahligen
Vektoren modulo der Matrix M und wir schreiben

G(M) := Z2/MZ2.

Die erzeugende Menge G(M) ⊂ Z2, welche wir im Folgenden mit demselben Symbol be-
zeichnen, ist definiert als eine beliebige Menge von Repräsentanten der Äquivalenzklassen,
für die ∣∣[k]M ∩ G(M)

∣∣ = 1

gilt. Aus der Definition der erzeugenden Menge folgt, dass jedes k ∈ Z2 eindeutig dargestellt
werden kann als

k = h+Mz, h ∈ G(M), z ∈ Z2. (1.14)
Das Gitter von M ist gegeben durch die Menge

Λ(M) := M−1Z2 =
{
y ∈ R2 : My ∈ Z2

}
.

Für die Definition von Mustern P(M) ⊂ Λ(M) werden Äquivalenzklassen auf dem Gitter
Λ(M) modulo der Einheitsmatrix I2 betrachtet. Das Muster P(M) einer Matrix ist analog
zu der Definition der erzeugenden Menge gegeben durch eine Menge von Restklassenreprä-
sentanten mit ∣∣[y]I2 ∩ P(M)

∣∣ = 1.

Insbesondere ist durch
P(M) = Λ(M) ∩

[
−1

2
,
1

2

)2

ein Muster definiert (vgl. [4, S.11]), welches wir in dieser Arbeit ausschließlich verwenden
werden. Die Abbildung M◦ ist linear und bijektiv, weshalb ausgehend von einem Muster
P(M) durch

G(M) = MP(M) = M

[
−1

2
,
1

2

)2

∩ Z2 (1.15)

die zugehörige erzeugende Menge gegeben ist. Mit [15, Lemma II.7] folgt für die Mächtigkeit
der Mengen

|P(M)| = |G(M)| =
∣∣P(MT)

∣∣ = ∣∣G(MT)
∣∣ = |detM| .

Eine wichtige Eigenschaft für spätere Zwecke ist die Möglichkeit, ein gegebenes Muster
P(M) durch die Faktorisierung der Matrix M in Teilmuster P(N) ⊆ P(M) zu zerlegen.
Das folgende Lemma setzt sich aus [43, Lemma 2.4 und Lemma 2.7] zusammen.
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Abbildung 1.1. Visualisierung der Muster P(N1) = P(N2) ⊂ P(M) und erzeugenden
Mengen G(NT

1 ) ⊂ G(MT) und G(NT
2 ) ⊂ G(MT) bei der Zerlegung der Matrix M aus

Beispiel 1.5.

Lemma 1.4.
Es seien zwei reguläre Matrizen M,N ∈ Z2×2 gegeben. Es gilt P(N) ⊆ P(M) genau dann,
wenn eine Matrix J ∈ Z2×2 existiert, sodass M = JN. Gilt darüber hinaus |detJ| = 1, so
ist P(N) = P(M).

Eine wichtige Folgerung aus dem vorhergehenden Lemma ist, dass zwei Matrizen zwar
dasselbe Muster generieren können, die entsprechenden erzeugenden Mengen jedoch nicht
zwangsläufig identisch sein müssen. Diese Beobachtung bildet die Grundlage der richtungs-
spezifischen multiplen Waveletzerlegungen aus Abschnitt 2.3 und wird im nachstehenden
Beispiel illustriert.

Beispiel 1.5.
Die Matrizen

N1 =

(
16 0
16 32

)
, N2 =

(
16 0
−16 32

)
erfüllen

M =

(
32 0
0 32

)
=

(
2 0
−1 1

)
N1 =

(
2 0
1 1

)
N2,

weshalb nach dem ersten Teil von Lemma 1.4 die Beziehungen P(N1) ⊆ P(M) und P(N2) ⊆
P(M) gelten. Darüber hinaus ist

N1 =

(
16 0
16 32

)
=

(
1 0
2 1

)(
16 0
−16 32

)
= JN2

mit detJ = 1, weshalb wiederum mit Lemma 1.4 die Gleichheit P(N1) = P(N2) folgt.
Es wird deutlich, dass bei verschiedenen Zerlegungen einer Matrix M die resultierenden
Teilmuster übereinstimmen können. Wie bereits erwähnt, ist dies im Allgemeinen für die
erzeugenden Mengen nicht der Fall, was in Abbildung 1.1 passend zu diesem Beispiel ver-
deutlicht wird.
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1 Grundlagen

1.3 Fourier-Analysis

Die Fourier-Koeffizienten einer Funktion f ∈ L1(T2) sind für k ∈ Z2 definiert durch

ck(f) :=
1

(2π)2

∫
T2

f(x) e−ikTx dx . (1.16)

Für p = 2 wird der Raum L2(T2) mit dem Skalarprodukt in (1.3) ein Hilbertraum. Die
Menge der trigonometrischen Polynome

{
eik

T◦ : k ∈ Z2
}

bildet eine orthonormale Basis
des L2(T2), weshalb sich jede Funktion f ∈ L2(T2) eindeutig durch ihre Fourier-Reihe

f =
∑
k∈Z2

ck(f) e
ikT◦

darstellen lässt. Es gilt die Parseval-Gleichung

〈f, g〉2 =
∑
k∈Z2

ck(f) ck(g) (1.17)

und damit insbesondere der Zusammenhang

‖f‖2 =
∑
k∈Z2

|ck(f)|2 . (1.18)

In der Praxis kommt es häufig vor, dass ein periodisches Signal nur an diskreten Stellen
abgetastet werden kann. Für diesen Fall wird die diskrete Fourier-Transformation benötigt.
Wir folgen den Betrachtungen aus [3, 5, 43] und definieren die mehrdimensionale diskrete
Fourier-Transformation auf beliebigen Mustern P(M).

Definition 1.6.
Für eine reguläre Matrix M ∈ Z2×2 und einen Vektor a = (ay)y∈P(M) heißt â = (âh)h∈G(MT)

mit
âh :=

∑
y∈P(M)

ay e
−2πihTy, h ∈ G(MT),

diskrete Fourier-Transformation von a bezüglich M und

ay :=
∑

h∈G(MT)

âh e
2πihTy, y ∈ P(M),

inverse diskrete Fourier-Transformation von â bezüglich M.

Eine weitere Darstellungsmöglichkeit der diskreten Fourier-Transformation ergibt sich mit
der Fourier-Matrix F(M).

Definition 1.7.
Für eine reguläre Matrix M ∈ Z2×2 ist die Fourier-Matrix F(M) definiert durch

F(M) :=
1√

|detM|

(
e2πih

Ty
)
h∈G(MT), y∈P(M)

∈ C|detM|×|detM|.
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1.3 Fourier-Analysis

Mit dieser Definition gilt
â =

√
|detM| F(M)a.

Häufig entsteht der Vektor a = (ay)y∈P(M) durch die Abtastung einer periodischen Funk-
tion auf den Musterpunkten, also ay = f(2πy) mit y ∈ P(M) und wir erhalten âh =
|detM| cMh (f) mit den diskreten Fourier-Koeffizienten

cMh (f) :=
1

|detM|
∑

y∈P(M)

f(2πy) e−2πihTy, h ∈ G(MT).

Unter Verwendung der Eigenschaft∑
y∈P(M)

e2πik
Ty = |detM| δM0,k, k ∈ Z2,

aus [61, Lemma 2.7] ergibt sich die Parseval-Gleichung

1

|detM|
∑

y∈P(M)

|ay|2 =
∑

h∈G(MT)

|âh|2 (1.19)

für die diskrete Fourier-Transformation.

Die große praktische Bedeutung der diskreten Fourier-Transformation entsteht durch die
Möglichkeit, diese mit schnellen Algorithmen effizient berechnen zu können. Die schnel-
le Fourier-Transformation (FFT) bildet dabei einen der wichtigsten Algorithmen in der
Signalverarbeitung. In [3] wurde dieser Algorithmus auf den Fall der diskreten Fourier-
Transformation auf Mustern P(M) übertragen.

Das Analogon zu den Fourier-Reihen für periodische Funktionen bildet die Theorie der
Fourier-Transformation für Funktionen, die auf der gesamten reellen Achse definiert sind.

Definition 1.8.
Die Fourier-Transformation einer Funktion f ∈ L1(R2) ist definiert durch

Ff(x) := F [f ](x) :=
1

(2π)2

∫
R2

f(ξ) e−iξTx dξ, x ∈ R2,

und die sogenannte inverse Fourier-Transformation von f ∈ L1(R2) durch

F−1f(x) := F−1[f ](x) :=

∫
R2

f(ξ) eiξ
Tx dξ, x ∈ R2.

Die Eigenschaften der Fourier-Transformation im nachstehenden Lemma setzen wir als be-
kannt voraus (vgl. [63, Abschnitt 1.1]).

Lemma 1.9.
Es seien q ∈ N0 und r ∈ N2

0 mit |r|1 ≤ q gegeben. Dann gelten die folgenden Eigenschaften:

15



1 Grundlagen

i) Für eine reguläre Matrix M ∈ Z2×2 und t ∈ R2 ist

F
[
f
(
M−1(◦ − t)

)]
(ξ) = |detM| F [f ]

(
MTξ

)
e−iξTt. (1.20)

ii) Falls f ∈ L1(R2) und (i ◦)q f ∈ L1(R2), so ist Ff ∈ Cq(R2) und

∂rFf(ξ) = F [(i ◦)r f ] (ξ). (1.21)

iii) Für f ∈ Cq(R2) und ∂rf ∈ L1(R2) gilt

F [∂rf ] (ξ) = (i ξ)rFf(ξ). (1.22)

iv) Für eine Funktion f ∈ L2(R2) gilt die Formel von Plancherel

‖f‖R2,2 = (2π)2 ‖Ff‖R2,2 . (1.23)

Aus dem vorherigen Lemma lässt sich mit (1.8) und (1.22)

F [∂mv f ] (ξ) =
∑

|r|1=m

(
m

r

)
vrF [∂rf ] (ξ)

= imFf(ξ)
∑

|r|1=m

(
m

r

)
vrξr

= im(vTξ)mFf(ξ) (1.24)

für die Fourier-Transformation der m-ten Richtungsableitung von f entlang der Richtung v
mit |v|2 = 1 folgern.

Das folgende Lemma stellt den wichtigen Zusammenhang zwischen der Glattheit einer Funk-
tion im Ortsbereich und der daraus folgenden Lokalisierung im Frequenzbereich her. Obwohl
die Aussage bekannt ist, wollen wir den Beweis hier aufgrund der speziellen Notation im
mehrdimensionalen Fall dennoch angeben.

Lemma 1.10.
Für q ∈ N0 sei eine Funktion f ∈ Cq0(R2) gegeben. Dann gilt für alle x ∈ R2

|Ff(x)| ≤ C1(f, q)

(1 + |x|2)
q ,

∣∣F−1f(x)
∣∣ ≤ C2(f, q)

(1 + |x|2)
q .

Beweis. Der Fall q = 0 folgt aus der Beschränktheit der Fourier-Transformation, weil nach
der Voraussetzung f ∈ Cq0(R2) auch f ∈ L1(R2) gilt.

Da die Funktion f einen kompakten Träger besitzt, ergibt sich für x ∈ R2 und r ∈ N2
0 durch

r-fache partielle Integration

Ff(x) = 1

(ix)r

∫
R2

∂rf(ξ) e−iξTx dξ. (1.25)
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1.3 Fourier-Analysis

Die Vektornormen |◦|p aus (1.1) sind monoton fallend in p, weshalb mit dem binomischen
Lehrsatz (1.2) und Gleichung (1.25) die Abschätzung

|x|q2 |Ff(x)| ≤ |x|q1 |Ff(x)| =
∑
|r|1=q

(
q

r

)
|x|r |Ff(x)| ≤ 2q ‖∂rf‖supp f,1 (1.26)

folgt, wobei der letzte Ausdruck als Konstante C(f, q) > 0 aufgefasst wird.

Für |x|2 < 1 ist (1 + |x|2)q < 2q und wir erhalten

|Ff(x)| ≤ ‖f‖supp f,1 <
2q ‖f‖supp f,1
(1 + |x|2)q

≤ C̃(f, q)

(1 + |x|2)q
.

Im Fall |x|2 ≥ 1 ist (1 + |x|2)q ≤ (2 |x|2)q, weshalb sich mit (1.26)

|Ff(x)| ≤ C(f, q)

|x|q2
≤ C(f, q) 2q

(1 + |x|2)q

folgern lässt und die erste Behauptung bewiesen ist. Der zweite Teil des Lemmas ergibt sich
direkt durch die Beziehung

F−1f(x) = (2π)2Ff(−x).

Im abschließenden Teil dieses Abschnitts stellen wir mit der Poisson-Summationsformel
unter gewissen Voraussetzungen den Zusammenhang zwischen den Fourier-Reihen und der
Fourier-Transformation her. Zunächst benötigen wir den Begriff der 2π-Periodisierung einer
Funktion.

Definition 1.11.
Für eine Funktion f ∈ L1(R2) heißt

f2π :=
∑
n∈Z2

f(◦+ 2πn)

2π-Periodisierung von f .

Die Diskussion und der Beweis der folgenden Resultate finden sich in [63, Theorem VII.2.4,
Korollar VII.2.6].

Lemma 1.12.
Für f ∈ L1(R2) konvergiert die Reihe aus Definition 1.11 für fast alle x ∈ T2. Es gilt
f2π ∈ L1(T2) und für die Fourier-Koeffizienten von f2π ergibt sich

ck(f
2π) = Ff(k), k ∈ Z2.
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1 Grundlagen

Theorem 1.13.
Erfüllt eine Funktion f ∈ L1(R2) für ε > 0 und x ∈ R2 die Abschätzungen

|f(x)| ≤ C1

(1 + |x|2)2+ε
, |Ff(x)| ≤ C2

(1 + |x|2)2+ε
,

dann konvergieren die nachfolgenden Reihen gleichmäßig und es gilt die Poisson-Summations-
formel ∑

k∈Z2

Ff(k) eikTx =
∑
n∈Z2

f(x+ 2πn). (1.27)

Eine direkte Folgerung aus den vorherigen Resultaten ist, dass eine Funktion f ∈ Cq0(R2) für
q > 2 wegen Lemma 1.10 den Voraussetzungen von Lemma 1.12 und Theorem 1.13 genügt
und somit die Poisson-Summationsformel (1.27) in diesem Fall gilt.

1.4 Dyadische periodische Multiskalenanalyse

In diesem Abschnitt werden die wichtigsten Grundlagen für die Konstruktion multivaria-
ter trigonometrischer Wavelets eingeführt. Eine zentrale Rolle spielt dabei der Begriff der
translationsinvarianten Räume bezüglich einer Matrix. Wir orientieren uns dabei an den De-
finitionen und Resultaten aus [4, 43]. Eine ähnliche Betrachtung für den eindimensionalen
Fall findet sich beispielsweise in [59].

Definition 1.14.
Ein Vektorraum V ⊂ L1(T2) heißt translationsinvariant bezüglich einer Matrix M oder kurz
M-invariant, falls für alle f ∈ V und alle y ∈ P(M) gilt, dass

Tyf := Ty[f ] := f(◦ − 2πy) ∈ V.

Des Weiteren bezeichnet
V f
M := span

{
Tyf : y ∈ P(M)

}
den Raum der Translate von f bezüglich des Musters M.

Das folgende Lemma fasst die wichtigsten Eigenschaften translationsinvarianter Räume pe-
riodischer Funktionen zusammen. Der Beweis findet sich in [4, Lemma 1.23].

Lemma 1.15.
Es seien f, φ ∈ L2(T2) und M ∈ Z2×2 eine reguläre Matrix. Dann gelten die folgenden
Aussagen:

i) Der Raum V φ
M ist M-invariant.

18



1.4 Dyadische periodische Multiskalenanalyse

ii) Es gilt f ∈ V φ
M, d. h.

f =
∑

y∈P(M)

ayTyφ

mit Koeffizienten a = (ay)y∈P(M) genau dann, wenn für die diskrete Fourier-Transfor-
mation â = (âh)h∈G(MT) die Bedingung

ch+MTz(f) = âh ch+MTz(φ) (1.28)

für alle h ∈ G(MT) und z ∈ Z2 erfüllt ist.

iii) Die Translate in V φ
M sind genau dann linear unabhängig, wenn∑

z∈Z2

∣∣ch+MTz(φ)
∣∣2 > 0 (1.29)

für alle h ∈ G(MT).

iv) Die Translate in V φ
M sind genau dann orthonormal, wenn∑

z∈Z2

∣∣ch+MTz(φ)
∣∣2 = 1

detM
(1.30)

für alle h ∈ G(MT).

In [4, Definition 1.24] wird eine Multiskalenanalyse formuliert, in der sich die Dilatations-
matrizen und Skalierungsfunktionen auf verschiedenen Leveln unterscheiden können. Diese
Form der Nichtstationarität erlaubt die anisotrope Zerlegung von Funktionen auf verschie-
denen Detailstufen, bei der durch die Wahl verschiedener Dilatationsmatrizen gewisse Rich-
tungspräferenzen im Frequenzbereich entstehen können. Wie diese im Detail aussehen und
gezielt erzeugt werden können, wird im zweiten Kapitel dieser Arbeit behandelt.

Definition 1.16.
Es seien eine Folge {Vj}j∈N0

von Räumen Vj ⊂ L2(T2) und eine Folge {Jl}l∈N von Matrizen
Jl ∈ Z2×2 mit detJl = 2 gegeben. Ferner seien Matrizen Mj ∈ Z2×2 rekursiv definiert durch
M0 ∈ Z2×2 mit detM0 = 1 und für j > 0 durch

Mj := JjMj−1 =

 1∏
l=j

Jl

M0 = Jj · . . . · J1M0.

Wir nennen das Tupel
(
{Jl}l∈N, {Vj}j∈N0

)
eine nichtstationäre anisotrope dyadische peri-

odische Multiskalenanalyse des L2(T2), kurz PMSA, falls die folgenden Eigenschaften erfüllt
sind:

i) Für alle j ∈ N0 existiert eine Skalierungsfunktion φj ∈ Vj , deren Translate Tyφj für
y ∈ P(Mj) eine Basis des Skalierungsraums Vj bilden.
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1 Grundlagen

ii) Für alle j ∈ N gilt Vj ⊂ Vj+1.

iii) Die Vereinigung aller Vj liegt dicht in L2(T2).

Es sei eine PMSA wie in Definition 1.16 gegeben. In [43, Theorem 4.1] wurde gezeigt,
dass sich der Raum Vj+1 durch linear unabhängige Translate von Funktionen Tyψj mit
y ∈ P(Mj) in die direkte Summe

Vj+1 := V
φj+1

Mj+1
= V

φj

Mj
⊕ V

ψj

Mj
(1.31)

zerlegen lässt. Die dort auftretenden Funktionen ψj werden Wavelets der Skale j zu den
Waveleträumen

Wj :=W
ψj

Mj
:= span

{
Tyψj : y ∈ P(Mj)

}
genannt. In [43, Theorem 4.3] beziehungsweise in [4, Theorem 1.34] für den Fall ortho-
normaler Basen wurde eine Konstruktionsmethode für die Fourier-Koeffizienten dyadischer
Waveletfunktion angegeben.

Lemma 1.17.
Es sei eine dyadische PMSA ({Jl}l∈N, {Vj}j∈N0) gegeben und es seien φj und φj+1 Skalie-
rungsfunktionen aufeinanderfolgender Level, sodass

ch+MT
j+1z

(φj) = âh ch+MT
j+1z

(φj+1), h ∈ G(MT
j+1), z ∈ Z2. (1.32)

Dann ergibt sich für den durch die Translate Tyψj , y ∈ P(Mj), erzeugten Mj-invarianten
Raum V

ψj

Mj
, dass

V
φj+1

Mj+1
= V

φj

Mj
⊕ V

ψj

Mj

genau dann gilt, wenn Koeffizienten σh ∈ C \ {0} existieren, sodass die Bedingungen

σk = −σk+MT
j g
, g ∈ G(JT

j+1) \ {0}, k ∈ G(MT
j ), |σh| = 1, h ∈ G(MT

j+1)

sowie
ch+MT

j+1z
(ψj) = b̂h ch+MT

j+1z
(φj+1), h ∈ G(MT

j+1), z ∈ Z2, (1.33)

mit

b̂h =
σh âh+MT

j g∑
z∈Z2

∣∣ch+MT
j z

∣∣2
erfüllt sind.

In der letzten Zeile des vorherigen Lemmas ist der Nenner wegen Eigenschaft i) einer PMSA
und (1.29) größer Null. Im Folgenden sei eine dyadische PMSA ({Jl}l∈N, {Vj}j∈N0) mit
Skalierungsfunktionen φj+1 ∈ Vj+1 = V

φj+1

Mj+1
, φj ∈ Vj = V

φj

Mj
und den Waveletfunktionen
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1.5 Integraldarstellungen und Fresnel-Integrale

ψj ∈ Wj = V
ψj

Mj
aus Lemma 1.17 für ein beliebiges j ∈ N0 gegeben. Wegen Lemma 1.15 ii)

lassen sich die Gleichungen (1.32) und (1.33) im Ortsbereich äquivalent schreiben als

φj =
∑

y∈P(Mj+1)

aj,y Tyφj+1, ψj =
∑

y∈P(Mj+1)

bj,y Tyφj+1.

Das Ziel der folgenden Betrachtungen ist es, eine gegebene Funktion

f =
∑

y∈P(Mj+1)

dy Tyφj+1 ∈ Vj+1

als Summe der Skalierungs- und Waveletfunktionen φj beziehungsweise ψj auszudrücken.
Bei der sogenannten Wavelet-Analyse der Funktion f sind Koeffizienten dj,x,0, dj,x,1 mit
x ∈ P(Mj) gesucht, sodass

f =
∑

x∈P(Mj)

(
dj,x,0 Txφj + dj,x,1 Txψj

)
(1.34)

erfüllt ist. In [4, Abschnitt 1.5] wurde gezeigt, dass die gesuchten Koeffizienten durch inverse
diskrete Fourier-Transformationen aus den Darstellungen

d̂j,k,0 = âj,k d̂k + âj,k+MT
j g
d̂k+MT

j g
, d̂j,k,1 = b̂j,k d̂k + b̂j,k+MT

j g
d̂k+MT

j g
(1.35)

mit k ∈ G(MT
j ) und g ∈ G(JT

j ) erhalten werden können.

Für die Rückrichtung, genannt Wavelet-Synthese, wurde ebenfalls in [4, Abschnitt 1.5] eine
konkrete Formel für die Bestimmung der Koeffizienten dy mit y ∈ P(Mj+1) aus den ge-
gebenen Koeffizienten dj,x,0, dj,x,1 mit x ∈ P(Mj) angegeben. Für h ∈ G(MT

j+1) und die
eindeutige Zerlegung h = k + MT

j g mit k ∈ G(MT
j ) und g ∈ G(JT

j ) aus [4, Lemma 1.5]
gilt

d̂h = d̂j,k,0 âj,k+MT
j g

+ d̂j,k,1b̂j,k+MT
j g

(1.36)

und erneut ergeben sich die gesuchten Koeffizienten in (1.34) durch inverse diskrete Fourier-
Transformation auf dem Muster P(Mj+1).

Ein großer Vorteil bei der Waveletzerlegung von Funktionen ist die Möglichkeit, die Analyse
und Synthese mit effizienten und schnellen Algorithmen umsetzen zu können [45]. Für den
Fall multivariater dyadischer Waveletzerlegungen mit PMSA existieren ebenfalls schnelle
Algorithmen [3] basierend auf der schnellen Fourier-Transformation.

1.5 Integraldarstellungen und Fresnel-Integrale

Es sei T ∈ STAR2(τ) und p := pu : R2 → R ein bivariates Polynom der Ordnung u ∈ N0. In
[29, Lemma 4.1] wurde mithilfe des Integralsatzes von Gauß gezeigt, dass für die Darstellung
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1 Grundlagen

der Fourier-Transformation der Funktion Pu := pχT Konstanten C0, . . . , Cu > 0 existieren,
sodass

FPu(ξ) = (2π)−2

∫
T

p(x) e−iξTx dx =
u∑

m=0

Cm

|ξ|m+2
2

∫
∂T

pm(x, ξ) e
−iξTx ξTn(x) dσ(x) (1.37)

erfüllt ist, wobei p0(x, ξ) := p(x), pm(x, ξ) := ξT

|ξ|2
gradx[pm−1](x, ξ) und n(x) der äußere

Normaleneinheitsvektor zum Rand ∂T ist.

Im nachfolgenden Lemma zeigen wir, dass die Funktionen pm(x, ξ) auch explizit angege-
ben werden können. Mit der Darstellung der Variablen ξ = ρΘ(θ) in Polarkoordinaten
entsprechen die Funktionen pm den Richtungsableitungen m-ter Ordnung des Polynoms p
in die entsprechenden Richtungen Θ(θ). Wir erhalten dadurch eine neue Darstellung von
(1.37) in Polarkoordinaten, mit deren Hilfe sich der wichtige Zusammenhang der Resultate
in Abschnitt 4.4 zu den Richtungsableitungen m-ter Ordnung herstellen lässt.

Lemma 1.18.
Es sei T ∈ STAR2(τ) und p = pu : R2 → R ein bivariates Polynom der Ordnung u ∈ N0.
Dann existieren Konstanten C0, . . . , Cu > 0, mit denen sich die Fourier-Transformation der
Funktion Pu = pχT darstellen lässt als

FPu (ρΘ(θ)) =

u∑
m=0

Cm
ρm+1

∫
∂T

∂mΘ(θ)[p](x) e
−i ρΘT(θ)xΘT(θ)n(x) dσ(x).

Beweis. Zunächst zeigen wir mit vollständiger Induktion über die Variable m, dass

pm(x, ξ) = |ξ|−m2

∑
|r|1=m

(
m

r

)
ξr ∂r[p](x).

Im weiteren Verlauf des Beweises wird aus Gründen der Übersicht auf die Angabe des Argu-
ments x im Polynom p verzichtet. Für m = 0 folgt wegen p0(x, ξ) = p der Induktionsanfang.
Als Induktionsvoraussetzung nehmen wir an, dass ein m ∈ N existiert, sodass

pm(x, ξ) =
ξT

|ξ|2
gradx[pm−1](x, ξ) = |ξ|−m2

∑
|r|1=m

(
m

r

)
ξr ∂rp.

Für den Induktionsschritt von m auf m + 1 nutzen wir die Induktionsvoraussetzung und
(1.2) sowie die Vertauschbarkeit der partiellen Ableitungen des Polynoms p nach dem Satz
von Schwarz, um

|ξ|m+1
2 pm+1(x, ξ) = ξTgradx

 ∑
|r|1=m

(
m

r

)
ξr ∂rp


= ξTgradx

[
m∑
r=0

(
m

r

)
ξr1 ξ

m−r
2 ∂(r,0) ∂(0,m−r)p

]

22



1.5 Integraldarstellungen und Fresnel-Integrale

zu erhalten. Mit ähnlichen Ideen wie im Beweis des klassischen binomischen Lehrsatzes
können wir die letzte Zeile weiter umformen in

m∑
r=0

(
m

r

)
ξr+1
1 ξm−r

2 ∂(r+1,0) ∂(0,m−r)p+

m∑
r=0

(
m

r

)
ξr1 ξ

m−r+1
2 ∂(r,0) ∂(0,m−r+1)p

= ξm+1
1 ∂(m+1,0)p+

m∑
r=1

((
m

r − 1

)
+

(
m

r

))
ξr1 ξ

m+1−r
2 ∂(r,0) ∂(0,m+1−r)p+ ξm+1

2 ∂(0,m+1)p

=
m+1∑
r=1

(
m+ 1

r

)
ξr1 ξ

m+1−r
2 ∂(r,0) ∂(0,m+1−r)p

=
∑

|r|1=m+1

(
m+ 1

r

)
ξr ∂rp.

Nutzen wir die Darstellung ξ = ρΘ(θ) mit ρ = |ξ|2 und Θ(θ) = (cos θ, sin θ)T in Polarko-
ordinaten, so ergibt sich wegen |r|1 = m

|ξ|−m2 ξr = (cos θ)r1 (sin θ)r2 = (Θ(θ))r

und deshalb mit (1.8)

pm(x, ρΘ(θ)) =
∑

|r|1=m

(
m

r

)
(Θ(θ))r ∂r[p](x) = ∂mΘ(θ)[p](x), (1.38)

wobei ∂mΘ(θ)[p] die Richtungsableitung m-ter Ordnung des Polynoms p in Richtung Θ(θ)
ist. Die Behauptung des Lemmas folgt durch die Darstellung von ξ in Polarkoordinaten in
(1.37) und das Einsetzen von (1.38).

Zum Abschluss dieses Kapitels betrachten wir die sogenannten Fresnel-Integrale. Diese
Funktionen spielen unter anderem in der Optik und Quantenmechanik eine wichtige Rolle.
Viele Eigenschaften dieser Funktionen sind in sehr viel ausführlicherer Form mit einer etwas
anderen Definition beispielsweise in [1, Abschnitt 7.3] beschrieben.

Für x ∈ (0,∞) definieren wir die Fresnel-Integrale in dieser Arbeit durch

Fc(x) := 2

√
x∫

0

cos
(
v2
)
dv =

x∫
0

cos (v)√
v

dv, Fs(x) := 2

√
x∫

0

sin
(
v2
)
dv =

x∫
0

sin (v)√
v

dv.

Darüber hinaus definieren wir Summen und Differenzen von Fresnel-Integralen durch die
Funktionen F+(x) := Fc(x)+Fs(x) und F−(x) := Fc(x)−Fs(x), für die wir Abschätzungen
im folgenden Lemma zeigen.
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Abbildung 1.2. Darstellung der Funktionen F+(x) (schwarz), F−(x) (blau) und(
1 +

√
2
)
|F−(x)| (hellblau) für x ∈ [0, 20] zusammen mit den unteren und oberen Schranken

der Funktionen (gestrichelte Linien) und den lokalen Extremstellen aus Lemma 1.19.

Lemma 1.19.
Es gelten die Abschätzungen

F+(x) > F−(x) > 0, falls 0 < x <
3π

4
,

F+(x) >
(
1 +

√
2
) ∣∣F−(x)

∣∣, falls x ≥ 3π

4
.

Beweis. Aus der Definition der Fresnel-Integrale folgt, dass Fc(0) = Fs(0) = 0 und für x > 0
ist bekannt, dass Fc(x) > 0 und Fs(x) > 0 gelten. Damit erhalten wir

F+(x) > Fc(x) > F−(x). (1.39)

Wir bestimmen zunächst die lokalen und globalen Maximal- und Minimalstellen der Funk-
tion F+(x). Für die Nullstellen der ersten Ableitung gilt

d

dx
F+(x) =

cosx+ sinx√
x

= 0,

falls x̃k := 3π
4 + kπ mit k ∈ N0 und für die zweite Ableitung folgt

d2

dx2
F+(x) =

cosx− sinx√
x

− cosx+ sinx

2(
√
x)3

.

Damit haben wir

cos x̃k − sin x̃k√
x̃k

− cos x̃k + sin x̃k

2(
√
x̃k)3

=
cos x̃k − sin x̃k√

x̃k
=


−
√

2
x̃k
< 0, falls k gerade,√

2
x̃k
> 0, falls k ungerade,
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1.5 Integraldarstellungen und Fresnel-Integrale

weshalb x̃k die lokalen Maximalstellen der Funktion F+ für gerade k und die lokalen Mi-
nimalstellen für ungerade k sind. Um die globalen Extremstellen zu finden, definieren wir
zunächst

I0 :=

x̃0∫
0

cos v + sin v√
v

dv, Ik :=

x̃k∫
x̃k−1

cos v + sin v√
v

dv, k ≥ 1,

und sehen, dass F+(x̃k) =
k∑
j=0

Ij . Für v ∈ (x̃k−1, x̃k) gilt (cos v + sin v) > 0, falls k gerade

ist und (cos v + sin v) < 0, falls k ungerade ist. Damit folgt Ik > 0 für k gerade und Ik < 0
für k ungerade. Zusätzlich gilt I0 > 3.36 > 1.45 > |I1| und da v−1/2 monoton wachsend ist,
gilt |Ik| > |Ik+1| für k ≥ 1.

Fassen wir diese Beobachtungen zusammen, folgt (Ik + Ik+1) < 0 für k ungerade, weshalb
wir für gerade k > 0

F+(x̃k) = I0 +
k∑
j=1

Ij < I0 = F+(x̃0) < 3.37 (1.40)

schließen können und x̃0 = 3π
4 die globale Maximalstelle von F+ ist. Auf ähnliche Weise

haben wir (Ik + Ik+1) > 0 für gerade k und erhalten damit für ungerade k

F+(x̃k) = I0 + I1 +
k∑
j=2

Ij > I0 + I1 = F+(x̃1) > 1.91, (1.41)

weshalb das globale Minimum an der Stelle x̃1 = 7π
4 angenommen wird und deshalb 1.91 <

F+(x) < 3.37 für x ≥ x̃0 gilt. Für 0 ≤ x < x̃0 gilt offensichtlich 0 ≤ F+(x) < 3.37.

Auf ähnliche Weise kann man zeigen, dass ≈
xk := π

4 + kπ mit k ∈ N0 die lokalen Maximal-
stellen der Funktion F− für gerade k und die lokalen Minimalstellen für ungerade k sind.
Da ≈

x0 <
3π
4 <

≈
x1 = 5π

4 und F−(3π4 ) > 0.14 > 0, folgt F−(x) > 0 für 0 < x < 3π
4 , was

zusammen mit (1.39) die erste Aussage des Lemmas beweist.

Mit ähnlichen Argumenten wie in (1.40) und (1.41) lässt sich zeigen, dass

−0.69 < F−(x̂1) ≤ F−(x) ≤ F−(x̂2) < 0.53

für x ≥ 3π
4 gilt. Da

(
1 +

√
2
)
0.69 < 1.91, folgt mit (1.41), dass F+(x) >

(
1 +

√
2
) ∣∣F−(x)

∣∣
für x ≥ 3π

4 , womit der Beweis vollendet ist.
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2
Richtungsabhängige trigonometrische Polyno-
me

In diesem Kapitel wollen wir die Resultate aus Abschnitt 1.4 aufgreifen. Dazu werden die
dyadischen de la Vallée Poussin-artigen Skalierungs- und Waveletfunktionen aus [4, 5] in
Abschnitt 2.1 eingeführt. Wir verwenden jedoch eine abgeänderte Notation mittels mehr-
dimensionaler Indexmengen. Die Idee dafür entstammt [42, 56], wo neben der allgemeinen
Theorie multipler Subdivisionsschemata insbesondere eine Shearlet-Multiskalenanalyse vor-
gestellt wurde. Nach der Einführung zulässiger Funktionen werden multivariate Indexmen-
gen und Matrix-Vektoren betrachtet und anschließend für die Definition der dyadischen de la
Vallée Poussin-artigen Skalierungs- und Waveletfunktionen verwendet. Diese ist äquivalent
zur Definition der Funktionen in [4, 5], weshalb sich auch die Eigenschaften in Theorem 2.6
aus den genannten Quellen übertragen lassen.

Wir wenden die Theorie aus Abschnitt 1.4 an, um multiple Waveletzerlegungen einer Funk-
tion in Abschnitt 2.2 mit den Indexmengen e ∈ Zkm kompakt darzustellen. Ähnlich zu den
Betrachtungen in [42, 56] ergibt sich daraus die Möglichkeit, verschiedene Zerlegungen einer
Funktion mit de la Vallée Poussin-artigen Skalierungs- und Waveletfunktionen in Form eines
Baumdiagramms in Abbildung 2.2 übersichtlich darzustellen.

Der letzte Abschnitt des Kapitels widmet sich erneut den multiplen Waveletzerlegungen,
in diesem Fall jedoch für eine spezielle Wahl der dyadischen Dilatationsmatrizen J

(i)
j für

i ∈ {h, v}. Es stellt sich heraus, dass die erzeugenden Mengen, welche bei der Zerlegung
einer quadratischen Matrix mit den durch die Indexmengen ausgewählten dyadischen Dila-
tationsmatrizen entstehen, in Parallelogrammen ausgerichtet entlang gewisser Richtungen
enthalten sind. Es gibt demnach einen Zusammenhang zwischen der Wahl der multivaria-
ten Indexmengen und der geometrischen Ausrichtung der dyadischen de la Vallée Poussin-
artigen Skalierungs- und Waveletfunktionen aus Definition 2.5. Zum Abschluss des Kapitels
werden erneut die Ergebnisse aus Abschnitt 1.4 genutzt, um die Formeln für die Zerlegung
einer Funktion in ihren Skalierungs- und Waveletanteil anzugeben. Dabei entstehen einige
Vereinfachungen und das entsprechende Baumdiagramm der Zerlegungen ist in diesem Fall
ein Binärbaum.
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2 Richtungsabhängige trigonometrische Polynome

2.1 De la Vallée Poussin-artige Skalierungsfunktionen

Wir beginnen diesen Abschnitt mit der Definition eindimensionaler zulässiger Funktionen,
die auf ähnliche Weise bereits in [4, Abschnitt 4.5] verwendet wurden.

Definition 2.1.
Eine nichtnegative gerade Funktion gα : R → R mit α ∈

[
0, 12
)

heißt zulässig, falls sie die
Eigenschaften

supp gα =

[
−1

2
− α,

1

2
+ α

]
, gα(x) monoton fallend für x ∈

[
1

2
− α,

1

2
+ α

]
(2.1)

und ∑
z∈Z

gα(x+ z) = 1 für alle x ∈ R (2.2)

erfüllt.

Der Beweis des folgenden Lemmas findet sich in [4, Lemma 4.21].

Lemma 2.2.
Für eine zulässige Funktion gilt gα(x) = 1 für alle x ∈

[
−1

2 + α, 12 − α
]
.

Die in Definition 2.1 geforderten Eigenschaften an eine Fensterfunktion erlauben die Kon-
struktion von zulässigen Funktionen mit beliebiger Glattheit, also insbesondere gα ∈ Cq0(R)
für q ∈ N0. Wir wollen drei Beispiele für zulässige Funktionen mit verschiedener Glattheit
geben.

Beispiel 2.3.

i) Für α = 0 genügt die Funktion

g0(x) =


1, falls |x| < 1

2 ,
1
2 , falls |x| = 1

2 ,

0, falls |x| > 1
2 ,

den Eigenschaften aus Definition 2.1.

ii) Für α ∈
(
0, 12
)

ist das stückweise definierte Polynom

gα(x) =
1, falls |x| < 1

2 − α,
3

16α5

(
1
2 − |x|

)5 − 5
8α3

(
1
2 − |x|

)3
+ 15

16α

(
1
2 − |x|

)
+ 1

2 , falls 1
2 − α ≤ |x| ≤ 1

2 + α,

0, falls |x| > 1
2 + α,

welches in [16] konstruiert wurde, eine zulässige Funktion und es gilt gα ∈ C2
0 (R).
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2.1 De la Vallée Poussin-artige Skalierungsfunktionen

− 2
3 − 1

2 − 1
3

1
3

1
2

2
3

1
2

1
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y

a. g0

− 2
3 − 1

2 − 1
3

1
3

1
2

2
3

1
2

1

x

y

b. g 1
6

Abbildung 2.1. Visualisierung der zulässigen Funktionen gα aus Beispiel 2.3 i) und ii).

iii) Für b > 0 und eine Funktion

rb(x) =

{
e−b/x

2
, falls x > 0,

0, falls x ≤ 0,

definieren wir eine weitere Funktion sα,b(x) = rb
(
1
2 + α+ x

)
rb
(
1
2 + α− x

)
. Dann ist

gα,b(x) =
sα,b(x)∑

k∈Z
sα,b(x+ k)

(2.3)

eine zulässige Funktion mit gα,b(x) ∈ C∞
0 (R).

Für das weitere Vorgehen benötigen wir das Tensorprodukt zulässiger Funktionen. Dazu
definieren wir zweidimensionale zulässige Funktionen Φα : R2 → R durch

Φα(x) = gα(x1) gα(x2) (2.4)

und bemerken, dass sich die Differenzierbarkeit der univariaten zulässigen Funktionen auf Φα
vererbt, also Φα ∈ Cq0(R2) gilt, falls gα ∈ Cq0(R). Die Konstruktion der Fensterfunktionen als
Tensorprodukt in (2.4) wurde bereits in [4, Abschnitt 4.5] verwendet und die Funktionen Φ0

entsprechen dem Dirichlet-Fall aus [43]. Die Funktionen Φα werden in Definition 2.5 in leicht
modifizierter Form als Fensterfunktionen im Frequenzbereich dienen, durch deren Abtastung
an ganzzahligen Punkten k ∈ Z2 die Fourier-Koeffizienten der de la Vallée Poussin-artigen
Skalierungsfunktionen entstehen.

Für l ∈ Z und m ∈ N sei
Zl,m := {l, l + 1, . . . , l +m− 1} (2.5)
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2 Richtungsabhängige trigonometrische Polynome

sowie Zm := Z0,m = {0, 1, . . . ,m− 1}. In diesem Kapitel benötigen wir mehrdimensionale
Indexmengen für die kompakte Notation von multiplen Waveletzerlegungen. Dazu schreiben
wir e = (e1, . . . , en) ∈ Znl,m, falls ej ∈ Zl,m für j = 1, . . . , n. Für e ∈ Znl,m und 1 ≤ i ≤ k ≤ n

sei eki := (ei, . . . , ek) ∈ Zk−il,m und wir definieren ei := eni = (ei, . . . , en) ∈ Zn−il,m sowie
ek := ek1 = (e1, . . . , ek) ∈ Zkl,m und ě := (en, . . . , e1) ∈ Znl,m.

Im Folgenden sei
J := Jl,m := (Jj)

l+m−1
j=l = (Jl,Jl+1, . . . ,Jl+m−1) (2.6)

mit Matrizen Jj ∈ Z2×2 mit detJj = 2 für j = l, . . . , l+m−1 ein fest gewählter Vektor, der
m dieser Matrizen enthält. Wir folgen den Betrachtungen aus [5, Abschnitt 4], jedoch mit
einer etwas anderen Notation durch die mehrdimensionalen Indexmengen e ∈ Znl,m. Dazu
definieren wir weitere Matrix-Vektoren durch

Jeki
:=

{(
Jej
)k
j=i

, falls 1 ≤ i ≤ k ≤ m,

∅, sonst,

in denen durch den Index e festgelegt wird, welche Matrix aus J an welcher Stelle des
Matrix-Vektors Jeki

steht. Darüber hinaus verwenden wir die Notation

Jeki
:= JeiJei+1 · . . . · Jek .

Beispiel 2.4.
Wir wollen die eingeführte Notation anhand eines Beispiels verdeutlichen. Dazu seien l =
0, m = 6 und somit J = (J0,J1, . . . ,J5). Wir wählen n = 7 und e = (2, 4, 1, 2, 5, 3, 0) ∈ Z7

6.
Dann ist

Je = Je71
= (J2,J4,J1,J2,J5,J3,J0)

und beispielsweise
Jě63

= (J5,J2,J1,J4)

sowie
Je63

= J1J2J5J3.

Es seien zwei Funktionen f1, f2 : R2 → R sowie eine reguläre Matrix Q ∈ Z2×2 gegeben.
Der Operator ΘQ ist definiert durch

ΘQ(f1, f2) :=

∑
z∈Z2

f1(◦+QTz)

 f2(Q
−T◦) (2.7)

und wurde bereits in [4, Abschnitt 4.2] betrachtet. Im Folgenden sei eine zweidimensionale
zulässige Funktion Φα ∈ Cq0 aus (2.4) für q ∈ N0 fest gewählt. Ebenfalls basierend auf [4,
Abschnitt 4.2] führen wir mit dem Matrix-Vektor Jekl

und den zweidimensionalen zulässigen
Funktion Φ ∈ Cq0 rekursiv die Funktionen

BJ
ek
i

:= BΦα
J
ek
i

:=

ΘJei

(
Φα, BJ

ek
i+1

)
, falls i ≤ k,

Φα, sonst,
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2.1 De la Vallée Poussin-artige Skalierungsfunktionen

ein. Für die im dyadischen Fall eindeutigen Vektoren vei ∈ G(JT
ei)\{0} und wei ∈ P(Jei)\{0}

sind die Funktionen B̃Φα
J
ek
i

definiert durch

B̃J
ek
i

:= B̃Φα
J
ek
i

:= exp
(
−2πi ◦T wei

)
ΘJei

(
Tvei

2π
[Φα] , BJ

ek
i+1

)
. (2.8)

Mit diesen Funktionen können wir die dyadischen de la Vallée Poussin-artigen Skalierungs-
und Waveletfunktionen einführen. Definition 2.5 ist dabei mit veränderter Notation äquiva-
lent zu [4, Definition 4.6 und Definition 4.11].

Definition 2.5.
Für M0 ∈ Z2×2 mit |detM0| = 1 und e ∈ Znl,m definieren wir für j = 0, . . . , n die Matrizen

Měj :=

(
j∏
i=1

Jen−j+1

)
M0.

Die dyadischen de la Vallée Poussin-artigen Skalierungsfunktionen φe
j sind gegeben durch

φe
j := φ

Jěj+1

M
ěj

:= 2−j/2
∑
k∈Z2

BJěj+1
(M−T

ěj
k) eik

T◦, j = 0, . . . , n.

Die dyadischen de la Vallée Poussin-artigen Wavelets ψe
j sind definiert durch

ψe
j := ψ

Jěj+1

M
ěj

:= 2−j/2
∑
k∈Z2

B̃Jěj+1
(M−T

ěj
k) eik

T◦, j = 0, . . . , n− 1.

Eine Problematik an dieser Definition ist die Abhängigkeit des j-ten Levels von den Leveln
j + 1, j + 2, . . . , n in den Funktionen φe

j und ψe
j , sodass bei einer Multiskalenanalyse ein

Skalierungs- beziehungsweise Waveletraum eventuell von unendlich vielen nachfolgenden
Räumen abhängt. Dies macht die praktische Umsetzung der in Definition 2.5 beschriebe-
nen dyadischen de la Vallée Poussin-artigen Skalierungs- und Waveletfunktionen selbst im
Fall endlicher Waveletzerlegungen einer Funktion sehr schwierig. In [4, Abschnitt 4.5] wur-
de untersucht, unter welchen Umständen diese Abhängigkeit aufgehoben werden kann. Im
nächsten Kapitel kommen wir bei der Konstruktion trigonometrischer Shearlets auf dieses
Thema zurück und können die besagte Abhängigkeit mit Lemma 3.3 umgehen.

Die von den Translaten der einzelnen Funktionen aufgespannten Räume seien im Folgenden
mit

V e
j := V

Jěj+1

M
ěj

:= span
{
Tyφe

j : y ∈ P(Měj )
}

und
W e
j := V

Jěj+1

M
ěj

:= span
{
Tyψe

j : y ∈ P(Měj )
}

bezeichnet. Das folgende Theorem liefert den Grund dafür, die Funktionen aus Definiti-
on 2.5 de la Vallée Poussin-artige Skalierungs-und Waveletfunktionen zu nennen. Es sichert
das Enthaltensein der Funktionen im nächsthöheren Skalierungsraum und die Zerlegungsei-
genschaft (1.31) aus Abschnitt 1.4. Der Beweis setzt sich aus [5, Theorem 4.3 und Theorem
4.6] zusammen und wird hier nicht aufgeführt.
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2 Richtungsabhängige trigonometrische Polynome

Theorem 2.6.
Für e ∈ Znl,m und j ∈ N seien die de la Vallée Poussin-artigen Skalierungsfunktionen und
die zugehörigen Wavelets aus Definition 2.5 gegeben. Dann gelten die folgenden Aussagen:

i) Die Funktionen φe
j und ψe

j erfüllen die Beziehungen φe
j ∈ V e

j+1 und ψe
j ∈ V e

j+1.

ii) Die jeweiligen Translate Tyφe
j beziehungsweise Tyψe

j mit y ∈ P(Měj ) sind linear unab-
hängig.

iii) Der Raum V e
j+1 lässt sich zerlegen in V e

j+1 = V e
j ⊕W e

j .

2.2 Multiple dyadische Waveletzerlegungen

Im Folgenden wollen wir die Resultate aus Abschnitt 1.4 auf die dyadischen de la Vallée
Poussin-artigen Skalierungsfunktionen φe

j und die zugehörigen Wavelets ψe
j aus dem letzten

Abschnitt anwenden, um eine gegebene Funktion in Abhängigkeit des mehrdimensionalen
Index e ∈ Zkm für k ≤ j + 1 zu zerlegen. Diese Notation wurde in ähnlicher Form bereits in
[56, Abschnitt 4.2] verwendet, um die Theorie multipler Multiresolutionsanalysen mithilfe
von Mehrfachfilterbänken umzusetzen. Die Zerlegung von translationsinvarianten Räumen
periodischer Funktionen mit dyadischen de la Vallée Poussin-artigen Skalierungs- und Wa-
veletfunktionen weist daher konzeptuelle Parallelen zu den Betrachtungen in [56] auf.

Es sei Mj+1 ∈ Z2×2 eine reguläre Matrix und V φj+1

j+1 := V
φj+1

Mj+1
⊂ L2(T2) der durch die de la

Vallée Poussin-artige Skalierungsfunktion φj+1 aufgespannte Mj+1-invariante Raum. Wegen
Lemma 1.15 gibt es Koeffizienten dy mit y ∈ P(Mj+1), die für f ∈ V

φj+1

j+1 die Darstellung

f =
∑

y∈P(Mj+1)

dy Tyφj+1 (2.9)

ermöglichen. Wie im vorherigen Abschnitt sei

J = (Jj)
l+m−1
j=l = (Jl,Jl+1, . . . ,Jl+m−1)

ein fest gewählter Matrix-Vektor, der m dyadische Dilatationsmatrizen enthalte. Für einen
mehrdimensionalen Index e ∈ Zkl,m sei Jek1

= (Je1 , . . . ,Jek) der zugehörige Matrix-Vektor.
Die Idee der multiplen Waveletzerlegungen entsteht aus den verschiedenen Möglichkeiten die
Matrix Mj+1 mit den in Jek1

enthaltenen Dilatationsmatrizen zu zerlegen. Dazu definieren
wir für 1 ≤ l ≤ k Matrizen

Mel := (Jel)
−1Mj+1 = (Je1 · . . . · Jel)

−1Mj+1 (2.10)

und erhalten somit die Zerlegung

Mj+1 = JelMel = Je1 · . . . · JelMel , (2.11)

also Mel−1 = JelMel . Wir wollen die Funktion f ∈ V
φj+1

j+1 aus (2.9) analog zu (1.34) aus
Abschnitt 1.4 zerlegen, dieses Mal jedoch abhängig vom Index e ∈ Zkl,m. Ein Vorteil der
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2.2 Multiple dyadische Waveletzerlegungen

Notation ist, dass auf alle Zerlegungen mittels ei, also den ersten i Komponenten des mehr-
dimensionalen Index e zugegriffen werden kann. Für das erste Level gilt e1 = e1 ∈ Zl,m,
weshalb sich m verschiedene Zerlegungsmöglichkeiten ergeben. Nach Theorem 2.6 gelten
φe
j = φe1 ∈ V

φj+1

j+1 , ψe
j = ψe1 ∈ V

φj+1

j+1 und deshalb die Darstellungen

φe1 =
∑

y∈P(Mj+1)

ae1,y Tyφj+1, ψe1 =
∑

y∈P(Mj+1)

be1,y Tyφj+1. (2.12)

Die Koeffizienten ae1,y und be1,y sind gegeben durch ihre diskrete Fourier-Transformationen
(vgl. [5, Abschnitt 4])

âe1,h :=
√
2

∑
z∈Z2

g
(
M−T

e1 h+ JT
e1z
) , h ∈ G(MT

j+1), (2.13)

und

b̂e1,h :=
√
2 exp

(
−2πihTM−1

e1 we1

)∑
z∈Z2

g
(
M−T

e1 h+ JT
e1z− ve1

) , h ∈ G(MT
j+1),

(2.14)
wobei die Vektoren ve1 ∈ G(JT

e1) \ {0} und we1 ∈ P(Je1) \ {0} im dyadischen Fall eindeutig
bestimmt sind. Mit diesen Koeffizienten erhalten wir mit (1.35) die Zerlegung

f =
∑

x∈P(Me1 )

(
de1,x,0 Txφe1 + de1,x,1 Txψe1

)
.

Wir wollen dieselbe Zerlegungsidee auf den Skalierungsraum V
φe1
Me1

= Ve1 anwenden und
erhalten wiederum mit Theorem 2.6 die Darstellungen

φe2 =
∑

y∈P(Me1 )

ae2,y Tyφe1 ∈ Ve1 , ψe2 =
∑

y∈P(Me1 )

be2,y Tyφe1 ∈ Ve1 .

Die diskreten Fourier-Transformationen der gesuchten Koeffizienten sind analog zu (2.13)
und (2.14) gegeben durch

âe2,h :=
√
2

∑
z∈Z2

g
(
M−T

e2
h+ JT

e2z
) , h ∈ G(MT

e1),

und

b̂e2,h :=
√
2 exp

(
−2πihTM−1

e2
we2

)∑
z∈Z2

g
(
M−T

e2
h+ JT

e2z− ve2

) , h ∈ G(MT
e1).

Damit erhalten wir die Zerlegung

f =
∑

y∈P(Me2 )

(
de2,y,0 Tyφe2 + de2,y,1 Tyψe2

)
+

∑
y∈P(Me1 )

de1,y,1 Tyψe1 .
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2 Richtungsabhängige trigonometrische Polynome

Vj+1

⊕

W(m−1)V(m−1)

⊕

W(m−1,m−1)V(m−1,m−1)

. . .
⊕

W(m−1,0)V(m−1,0)

. . .
⊕

W(k)V(k)

⊕

W(k,m−1)V(k,m−1)

. . .
⊕

W(k,0)V(k,0)

. . .
⊕

W(0)V(0)

⊕

W(0,m−1)V(0,m−1)

. . .
⊕

W(0,0)V(0,0)

Abbildung 2.2. Visualisierung einer multiplen Waveletzerlegung über zwei Level festgelegt
durch den Index e ∈ Z2

l,m mithilfe eines Baumdiagramms. Der vollständige Baum enthält
m2 Blätter, jedoch sind die ausgelassenen Zweige zur besseren Übersicht durch Punkte
gekennzeichnet.

Wiederholen wir diesen Vorgang für insgesamt k Level, so ergeben sich insgesamt mk ver-
schiedene Zerlegungsmöglichkeiten für eine Funktion f ∈ Vj+1 und es gilt

f =
∑

x∈P(M
ek

)

dek,x,0 Txφek +
1∑
l=k

∑
x∈P(M

el
)

del,x,1 Txψel .

Eine kompakte Darstellung dieser multiplen Zerlegungen in Form eines Baumdiagramms für
zwei Zerlegungsstufen findet sich in Abbildung 2.2. Dabei bildet der Ausgangsraum Vj+1 die
Wurzel des Baums und die Blätter enthalten die Skalierungs- und Waveleträume Ve2 und
We2 des zweiten Levels. Die Anzahl der Blätter hängt von der Mächtigkeit der Menge J
der dyadischen Dilatationsmatrizen, gegeben durch den Parameter m, ab.

Um eine Funktion f ∈ Vj+1 aus einer Zerlegung über k Level zu rekonstruieren, startet
man an einem der Blätter und über die direkten Summen

Vj+1 = Vek ⊕Wek ⊕Wek−1 ⊕Wek−2 ⊕ . . .⊕We1 = Vek ⊕
1⊕
i=k

Wei

und der Wavelet-Synthese (1.36) kann die Funktion f Stück für Stück mithilfe der vorherigen
Level rekonstruiert werden.

2.3 Richtungsspezifische Zerlegungspfade

In den letzten beiden Abschnitten wurde der Matrix-Vektor

J = (Jj)
l+m−1
j=l = (Jl,Jl+1, . . . ,Jl+m−1)
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2.3 Richtungsspezifische Zerlegungspfade

beliebig aber fest gewählt. Dieser bestimmt, welche Matrizen durch den Index e ∈ Zkl,m für
die multiplen Waveletzerlegungen ausgewählt werden. In diesem Abschnitt wählen wir den
Matrix-Vektor J auf eine spezielle Art und Weise und ergänzen und erweitern damit die
Betrachtungen aus [4, Abschnitt 4.4], wo bereits der Zusammenhang zwischen der Wahl
spezieller Dilatationsmatrizen und der Ausrichtung der Trägermengen im Frequenzbereich
bemerkt wurde. Wie sich in diesem Abschnitt zeigen wird, ist es mit der Notation der mehr-
dimensionalen Indizes aus den letzten beiden Abschnitten möglich, jeden durch den Index
e festgelegten Zerlegungspfad einer multiplen Waveletzerlegung mit einer geometrischen In-
terpretation in Form der Ausrichtung der erzeugenden Mengen auf den einzelnen Leveln zu
versehen. Dabei entstehen große Parallelen zu den Betrachtungen aus [42, 56] über multiple
Subdivisionsschemata und multiple Multiskalenanalysen.

Wir beginnen unsere Überlegungen mit der Definition spezieller dyadischer Dilatationsma-
trizen, welche bereits in [4, Kapitel 4] genutzt wurden und gegeben sind durch

X :=

(
2 0
0 1

)
, X± :=

(
2 0
±1 1

)
, Y :=

(
1 0
0 2

)
, Y± :=

(
1 ±1
0 2

)
. (2.15)

Für k ∈ N betrachten wir im Folgenden die mehrdimensionalen Indexmengen

e ∈ {0,−1}k ∪ {0, 1}k = Zk−1,2 ∪ Zk2,

wobei für die rechte Seite die Notation aus (2.5) genutzt wird. Wir betrachten die zugehö-
rigen k-bit Binärdarstellungen

(e)2 :=
k∑
l=1

el 2
l−1. (2.16)

Aufgrund der Eindeutigkeit der Binärdarstellung (2.16) gibt es für jedes p ∈ Z mit |p| < 2k

genau ein e ∈ Zk−1,2 ∪ Zk2, sodass (e)2 = p. Im Folgenden sei J (h) :=
(
J
(h)
−1,J

(h)
0 ,J

(h)
1

)
mit

J
(h)
i =


Y, falls i = 0,

Y−, falls i = −1,

Y+, falls i = 1.

(2.17)

Die Idee, dyadische Dilatationsmatrizen mit Binärdarstellungen zu identifizieren, wurde be-
reits in [4, Abschnitt 4.4] für die Annäherung von Richtungen in Waveleträumen diskutiert.
Wir greifen dies hier auf und formulieren ein Lemma, in welchem erstmals die genaue Form
des Produkts dyadischer Dilatationsmatrizen aus (2.15) in Abhängkeit einer mehrdimensio-
nalen Indexmenge e ∈ Zk−1,2 ∪ Zk2 angegeben wird.

Lemma 2.7.
Für k ∈ N sei e ∈ Zk−1,2 ∪ Zk2. Dann gilt

J
(h)

ek
= J(h)

e1 J
(h)
e2 · . . . · J(h)

ek
=

(
1 (ě)2
0 2k

)
. (2.18)
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2 Richtungsabhängige trigonometrische Polynome

Beweis. Wir führen den Beweis mittels vollständiger Induktion über k ∈ N. Für den Induk-
tionsanfang k = 1 gilt

J(h)
e1 =

(
1 e1
0 2

)
. (2.19)

Als Induktionsvoraussetzung nehmen wir an, dass

J
(h)

ek
=

(
1 (ě)2
0 2k

)
=

1
k∑
l=1

ek+1−l 2
l−1

0 2k


für ein festes k ∈ N gültig ist. Dann folgt für den Induktionsschritt

J
(h)

ek+1 = J
(h)

ek
J
(h)

ek+1 =

1
k∑
l=1

ek+1−l 2
l−1

0 2k

(1 ek+1

0 2

)

=

1 ek+1 +
k∑
l=1

ek+1−l 2
l

0 2k+1


=

1
k∑
l=0

ek+1−l 2
l

0 2k+1

 =

1
k+1∑
l=1

ek+2−l 2
l−1

0 2k+1

 ,

wodurch der Induktionsbeweis abgeschlossen ist.

Bemerkung 2.8.
Mit fast identischem Beweis wie in Lemma 2.7 lässt sich für k ∈ N, e ∈ Zk−1,2 ∪ Zk2 und
J (v) :=

(
J
(v)
−1,J

(v)
0 ,J

(v)
1

)
mit der Festlegung der Matrizen

J
(v)
i =


X, falls i = 0,

X−, falls i = −1,

X+, falls i = 1,

(2.20)

die Gleichung

J
(v)

ek
=

(
2k 0
(ě)2 1

)
(2.21)

zeigen.

Ausgehend von der Zerlegung (2.10) aus dem letzten Abschnitt betrachten wir für die dyadi-
schen Dilatationsmatrizen aus (2.17) die Zerlegung einer Diagonalmatrix Mj = diag(2j , 2j) ∈
Z2×2 für j ∈ N und k ≤ j in das Produkt

N
(h)
j,k,ℓ :=

(
J
(h)

ek

)−1
Mj =

(
1 (ě)2
0 2k

)−1(
2j 0
0 2j

)
=

(
2j ℓ 2j−k

0 2j−k

)
, (2.22)
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2.3 Richtungsspezifische Zerlegungspfade

wobei ℓ = −(ě)2. Analog ergibt sich für die dyadischen Dilatationsmatrizen aus (2.20) die
Zerlegung

N
(v)
j,k,ℓ :=

(
J
(v)

ek

)−1
Mj =

(
2k 0
(ě)2 1

)−1(
2j 0
0 2j

)
=

(
2j−k 0
ℓ 2j−k 2j

)
. (2.23)

Des Weiteren sei N(i)
j,k := N

(i)
j,k,0 für i ∈ {h, v}. Damit lässt sich die Matrix Mj in Abhängig-

keit von der Festlegung der dyadischen Dilatationsmatrizen zerlegen in

Mj =

(
2j 0
0 2j

)
=

(
1 −ℓ
0 2k

)
N

(h)
j,k,ℓ =

(
2k 0
−ℓ 1

)
N

(v)
j,k,ℓ. (2.24)

Der hochgestellte Index i ∈ {h, v} wird im Folgenden stets dafür verwendet, zwischen den
beiden möglichen Festlegungen der Matrix-Vektoren J (i) zu unterscheiden. Der Index h

signalisiert dabei die Wahl der dyadischen Dilatationsmatrizen J
(h)
l , l = 1, . . . , k, aus (2.17)

und der Index v entsprechend die dyadischen Dilatationsmatrizen J
(v)
l , l = 1, . . . , k, aus

(2.20).

Beispiel 2.9.
Wir wählen j = 6 und e = (−1, 0,−1) ∈ Z3

−1,2, weshalb k = 3 gilt. Dann folgt für die 3-Bit
Binärdarstellung (ě)2 = −1 · 20 + 0 · 21 − 1 · 22 = −5, weshalb die Matrix aus Lemma 2.7
von der Form

J
(h)
e =

(
1 (ě)
0 23

)
=

(
1 −5
0 8

)
= Y−YY− =

(
1 −1
0 2

)(
1 0
0 2

)(
1 −1
0 2

)
ist. Angenommen, wir wählen die zugrunde liegenden dyadischen Dilatationsmatrizen wie
in (2.20), dann ergibt sich

J
(v)
e =

(
23 0
(ě) 1

)
=

(
8 0
−5 1

)
= X−XX− =

(
2 0
−1 1

)(
2 0
0 1

)(
2 0
−1 1

)
.

Mit ℓ = −(ě)2 = 5 sind die Matrizen aus (2.22) und (2.23) von der Form

N
(h)
6,3,5 =

(
26 5 · 23
0 23

)
=

(
64 40
0 8

)
, N

(v)
6,3,5 =

(
23 0

5 · 23 26

)
=

(
8 0
40 64

)
und für die Zerlegung der Matrix Mj in (2.24) ergibt sich

M6 =

(
64 0
0 64

)
=

(
1 −5
0 8

)(
64 40
0 8

)
=

(
8 0
−5 1

)(
8 0
40 64

)
.

Das folgende Lemma zeigt, dass die Muster, welche durch die Matrizen N
(i)
j,k,ℓ erzeugt werden,

eine vom Parameter ℓ unabhängige einfache Tensorprodukt-Struktur aufweisen.
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Abbildung 2.3. Die erzeugenden Mengen (von hell nach dunkel) bei einer sukzessiven Fak-
torisierung der Matrix M6 mit den dyadischen Dilatationsmatrizen aus Beispiel 2.9. Die
roten Punkte entsprechen den erzeugenden Mengen G

((
N

(i)
6,3,5

)T)
.

Lemma 2.10.
Für das Muster der Matrizen aus (2.22) und (2.23) gilt

P(N
(h)
j,k,ℓ) = P(N

(h)
j,k)

=
{
2−j n1 : n1 = 0, . . . , 2j − 1

}
×
{
2k−j n2 : n2 = 0, . . . , 2j−k − 1

}
,

beziehungsweise

P(N
(v)
j,k,ℓ) = P(N

(v)
j,k)

=
{
2k−j n1 : n1 = 0, . . . , 2j−k − 1

}
×
{
2−j n2 : n2 = 0, . . . , 2j − 1

}
.

Beweis. Die Matrix N
(h)
j,k,ℓ kann als Produkt

N
(h)
j,k,ℓ =

(
1 ℓ
0 1

)(
2j 0
0 2j−k

)
= QN

(h)
j,k (2.25)

geschrieben werden, wobei detQ = 1 gilt und die Diagonalmatrix N
(h)
j,k,0 das in der Be-

hauptung angegebene Muster mit Tensorprodukt-Struktur erzeugt. Die erste Aussage des
Lemmas folgt damit aus Lemma 1.4. Der Beweis der zweiten Aussage verläuft analog mit
vertauschten Koordinaten.

Im nächsten Teil dieses Abschnitts sollen die verschiedenen Möglichkeiten der Zerlegung
einer Diagonalmatrix Mj mittels (2.24) mit einer geometrischen Interpretation in Form von
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2.3 Richtungsspezifische Zerlegungspfade

Richtungen in den auftretenden erzeugenden Mengen versehen werden. Um die Idee dahinter
näher zu illustrieren, sind die erzeugenden Mengen nach jedem Zerlegungsschritt mit einer
der Matrizen Jei aus Beispiel 2.9 in Abbildung 2.3 verschiedenfarbig dargestellt. Es lässt
sich erkennen, dass die erzeugenden Mengen in länglichen Parallelogrammen enthalten sind,
deren Ausrichtungen wir im Folgenden näher untersuchen wollen.

Durch die Faktorisierung in (2.25) sehen wir, dass die Abbildung eines beliebigen Vektors
x = (x1, x2)

T ∈ R2 durch die Matrizen
(
N

(i)
j,k,ℓ

)T
mit i ∈ {h, v} von der Form

(
N

(h)
j,k,ℓ

)T
x =

(
2j 0

ℓ 2j−k 2j−k

)(
x1
x2

)
=

(
2j 0
0 2j−k

)(
1 0
ℓ 1

)(
x1
x2

)
beziehungsweise(

N
(v)
j,k,ℓ

)T
x =

(
2j−k ℓ 2j−k

0 2j

)(
x1
x2

)
=

(
2j−k 0
0 2j

)(
1 ℓ
0 1

)(
x1
x2

)

zunächst eine Scherung mit der Matrix
(
1 ℓ
0 1

)
und dann eine Streckung mit der Matrix(

2j−k 0
0 2j

)
bewirkt. In Abbildung 2.4 wird dies an einem Beispiel mit j = 2 und k = ℓ = 1

verdeutlicht. Betrachten wir das Quadrat
[
0, 12
)2 (dunkle Fläche), so wird dieses zunächst

mittels der Scherung auf das mittelhelle und von einer gestrichelten Linie umrandete Paral-
lelogramm abgebildet. Die anschließende Multiplikation mit der Diagonalmatrix streckt das
Parallelogramm entsprechend der Parameter j und k (hellste Fläche), sodass dieses durch
die Vektoren(

N
(h)
j,k,ℓ

)T(1
2
0

)
=

(
2j−1

ℓ 2j−k−1

)
,

(
N

(h)
j,k,ℓ

)T(0
1
2

)
=

(
0

2j−k−1

)
, (2.26)

beziehungsweise(
N

(v)
j,k,ℓ

)T(1
2
0

)
=

(
ℓ 2j−k−1

2j−1

)
,

(
N

(v)
j,k,ℓ

)T(0
1
2

)
=

(
2j−k−1

0

)
, (2.27)

aufgespannt wird. Diese Vektoren sind in Abbildung 2.4 als rote Linien dargestellt und
wurden bereits in [4, Abschnitt 4.4] betrachtet, weshalb wir die dort getroffene Definition
über Richtungen von Matrizen hier in ähnlicher Weise aufgreifen wollen.

Definition 2.11.
Für eine reguläre Matrix M ∈ Z2×2 seien Vektoren v1,v2 ∈ R2 definiert durch

v1 := MT

(
1
2
0

)
, v2 := MT

(
0
1
2

)
.

Es sei ij , j = 1, 2, eine Sortierung der Indizes nach absteigender Größe der euklidischen
Normen der beiden Vektoren, also |vi1 |2 ≥ |vi2 |2. Dann nennen wir rM := vi1 die Richtung
der Matrix M und |vi1 |2 die Länge der Richtung von M.
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Abbildung 2.4. Visualisierung des Quadrats
[
0, 12
)2 (dunkle Fläche) und des entstande-

nen Parallelogramms
(
N

(i)
2,1,1

)T [
0, 12
)2 (helle Fläche) sowie des kleineren Parallelogramms

(mittelhelle Fläche) nach der Abbildung mit der Scherungsmatrix.

Aus (2.26) und (2.27) wird deutlich, dass die Richtungen der Matrizen N
(i)
j,k,ℓ mit i ∈ {h, v}

gegeben sind durch

r
(h)
j,k,ℓ := r

N
(h)
j,k,ℓ

=

(
2j−1

ℓ 2j−k−1

)
, r

(v)
j,k,ℓ := r

N
(v)
j,k,ℓ

=

(
ℓ 2j−k−1

2j−1

)
. (2.28)

Die zur Richtung r
(h)
j,k,ℓ gehörige Gerade y = ℓ 2−k x, x ∈ R, schließt mit der ξ1-Achse einen

Winkel ein, den wir im Folgenden mit

θ
(h)
k,ℓ := arctan

(
ℓ 2−k

)
(2.29)

bezeichnen und der in Abbildung 2.4 in rot eingezeichnet ist. Wegen k ∈ N und ℓ ∈ Z mit
|ℓ| < 2k gilt zudem für diesen Winkel

∣∣∣θ(h)k,ℓ ∣∣∣ < π
4 .

Analog schließt die zur Richtung r
(v)
j,k,ℓ gehörige Gerade y = ℓ−1 2k x, x ∈ R, mit der ξ1-Achse

ebenfalls einen Winkel ein, für den wir

θ
(v)
k,ℓ := arccot

(
ℓ 2−k

)
(2.30)

schreiben, weshalb für k ∈ N und ℓ ∈ Z mit |ℓ| < 2k die Abschätzung π
4 <

∣∣∣θ(v)k,ℓ∣∣∣ < 3π
4 erfüllt

ist.
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Abbildung 2.5. Darstellung der Mengen
(
N

(i)
6,3,5

)T [
−1

2 ,
1
2

)2 (hell) und
(
N

(h)
6,3,5

)T [
0, 12
)2

(dunkel) sowie deren Schnittmengen mit Z2 nach der Zerlegung der Matrix M6 mit den
Dilatationsmatrizen aus Beispiel 2.9 als helle Punkte. Die roten Linien entsprechen den
Richtungen r

(i)
6,3,5 mit den entsprechenden Winkeln θ

(i)
3,5.

Aus den vorherigen Betrachtungen lässt sich schließen, dass auf die Ausrichtung der Paral-
lelogramme

(
N

(i)
j,k,ℓ

)T [
0, 12
)2 direkt über die Richtung r

(i)
j,k,ℓ mit den zugehörigen Winkeln

θ
(i)
k,ℓ geschlossen werden kann. Nehmen wir an, das Ausgangslevel j und die Anzahl der

Zerlegungsschritte k seien vorgegeben. Dann lässt sich mit dem Parameter ℓ, den wir im
Folgenden häufig Orientierungsparameter nennen, die Ausrichtung der besagten Parallelo-
gramme über die Richtungen r

(i)
j,k,ℓ kontrollieren.

Kehren wir zu Beispiel 2.9 und den zugehörigen erzeugenden Mengen aus Abbildung 2.3
zurück. Nach der Definition der erzeugenden Mengen in (1.15) gilt

G
((

N
(i)
j,k,ℓ

)T)
=
(
N

(i)
j,k,ℓ

)T [
−1

2
,
1

2

)2

∩ Z2.

Deshalb ist (
N

(i)
j,k,ℓ

)T [
0,

1

2

)2

∩ Z2 ⊂ G
((

N
(i)
j,k,ℓ

)T)
und die Richtung r

(i)
j,k,ℓ kann als Richtung der erzeugenden Menge bezeichnet werden. Diese

verläuft genau in der Mitte und parallel zu den parallelen langen Seiten des Parallelogramms,
in der die erzeugende Menge enthalten ist. Für die Parameter aus Beispiel 2.9, gegeben durch
j = 6, k = 3 und ℓ = 5, ist dies in Abbildung 2.5 dargestellt. Der entsprechende Winkel ist
demnach durch θ

(i)
3,5 gegeben und jeweils in rot eingezeichnet.
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2 Richtungsabhängige trigonometrische Polynome

Mithilfe der Richtungen r
(i)
j,k,ℓ beziehungsweise der Winkel θ(i)k,ℓ, i ∈ {h, v} , erhalten wir einen

Zusammenhang zwischen der Wahl des Index e ∈ Z−1,2 ∪ Z2, welcher den Zerlegungspfad
der multiplen Waveletzerlegungen festlegt und der geometrischen Ausrichtung der Paralle-
logramme, die die erzeugenden Mengen G

((
N

(i)
j,k,ℓ

)T)
enthalten.

Für ein gegebenes Startlevel j und e ∈ Zk−1,2 ∪ Zk2 mit 0 ≤ k ≤ j ergeben sich wegen∣∣Zk−1,2 ∪ Zk2
∣∣ = 2k+1 − 1 sowie i ∈ {h, v} demnach

2 · (2k+1 − 1) = 2k+2 − 2 (2.31)
Möglichkeiten für die Orientierungen der Parallelogramme, welche die erzeugenden Mengen
G
((

N
(i)
j,k,ℓ

)T)
enthalten. Um die in (2.17) und (2.20) eingeführten hochgestellten Indizes

h, v ebenfalls mit einer geometrischen Deutung zu versehen, führen wir die Mengen

C(h) :=

{
ξ ∈ (R \ {0} × R) :

∣∣∣∣ξ2ξ1
∣∣∣∣ ≤ 1

}
, C(v) :=

{
ξ ∈ (R× R \ {0}) :

∣∣∣∣ξ1ξ2
∣∣∣∣ ≤ 1

}
(2.32)

ein und nennen diese horizontaler beziehungsweise vertikaler Kegel. In Abbildung 2.5 sind
die Grenzen der Kegel durch die durchgezogenen hellen Linien auf den Diagonalen gekenn-
zeichnet. An dieser Stelle wird deutlich, weshalb wir den Index h mit horizontal identifizieren
können, denn für die mit diesem Index assoziierten Winkel gilt

∣∣∣θ(h)k,ℓ ∣∣∣ < π
4 . Deshalb liegen

alle Punkte auf der durch die Richtung r
(h)
j,k,ℓ aufgespannten Geraden y = ℓ 2−k x, x ∈ R, in

C(h). Auf ähnliche Weise liegen alle Punkte auf der durch die Richtung r
(v)
j,k,ℓ aufgespannten

Geraden y = ℓ−1 2k x, x ∈ R, in C(v), denn es gilt π
4 <

∣∣∣θ(v)k,ℓ∣∣∣ < 3π
4 .

Im letzten Teil dieses Abschnitts wollen wir untersuchen, wie sich die Wahl der Indexmenge
e ∈ Zk−1,2∪Zk2 auf die multiplen Waveletzerlegungen aus Abschnitt 2.2 auswirkt. Vergleichen
wir (2.10) mit (2.22), so ist

Mj =

(
2j 0
0 2j

)
, Mek =

(
J
(h)

ek

)−1
Mj = N

(i)
j,k,ℓ.

Wir greifen die Überlegungen aus Beispiel 1.5 auf und können mit Lemma 2.10 folgern, dass
alle Muster auf einem Level unabhängig von der Richtung r

N
(i)
j,k,ℓ

der erzeugenden Mengen
sind, da die Punktmengen in Lemma 2.10 nicht vom Orientierungsparameter ℓ = −(ě)2
abhängen. Es gilt somit

P(Mek) = P(N
(i)
j,k), 0 ≤ k ≤ j,

weshalb alle auftretenden Muster auf einem Level für i ∈ {h, v} dieselbe Tensorprodukt-
Struktur aufweisen.

Nehmen wir an, dass e ∈ Zk2 gilt. Da e1 = e1 ∈ Z2, ergeben sich zwei verschiedene Zerle-
gungsmöglichkeiten für das erste Level. Nach Theorem 2.6 finden wir analog zu (2.12) die
Darstellungen

φ(i)
e1 =

∑
y∈P(Mj+1)

a
(i)
e1,y Tyφj+1, ψ(i)

e1 =
∑

y∈P(Mj+1)

b
(i)
e1,y Tyφj+1,
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2.3 Richtungsspezifische Zerlegungspfade

Vj+1

⊕

W
(i)
(1)V

(i)
(1)

⊕

W
(i)
(1,1)V

(i)
(1,1)

⊕

W
(i)
(1,1,1)V

(i)
(1,1,1)

⊕

W(1,1,0)V
(i)
(1,1,0)

⊕

W
(i)
(1,0)V

(i)
(1,0)

⊕

W
(i)
(1,0,1)V

(i)
(1,0,1)

⊕

W
(i)
(1,0,0)V

(i)
(1,0,0)

⊕

W
(i)
(0)V

(i)
(0)

⊕

W
(i)
(0,1)V

(i)
(0,1)

⊕

W
(i)
(0,1,1)V

(i)
(0,1,1)

⊕

W
(i)
(0,1,0)V

(i)
(0,1,0)

⊕

W
(i)
(0,0)V

(i)
(0,0)

⊕

W
(i)
(0,0,1)V

(i)
(0,0,1)

⊕

W
(i)
(0,0,0)V

(i)
(0,0,0)

Abbildung 2.6. Visualisierung einer dyadischen Waveletzerlegung mit e ∈ Z3
2 in einem

Binärbaum.

wobei die Koeffizienten a
(i)
e1,y und b

(i)
e1,y für i ∈ {h, v} wie in (2.13) und (2.14) berechnet

werden können. Die Vektoren ve1 ∈ G(JT
e1) \ {0} und we1 ∈ P(Je1) \ {0} vereinfachen sich

in diesem Fall zu

v(i)
ek

= v(i) =

{
(0,−1)T, falls i = h,

(−1, 0)T, falls i = v,

und

w(i)
ek

=


(
0,−1

2

)T
, falls i = h und ek = 0,(

−1
2 , 0
)T
, falls i = v und ek = 0,(

−1
2 ,−

1
2

)T
, sonst.

Mit diesen Koeffizienten erhalten wir mittels (1.35) nach einem Schritt die Zerlegung

f =
∑

x∈P(N
(i)
j,1)

(
d
(i)
e1,x,0

Txφ(i)
e1 + d

(i)
e1,x,1

Txψ(i)
e1

)
.

Wiederholen wir diesen Vorgang für k Level, so ergeben sich insgesamt 2k verschiedene
Zerlegungsmöglichkeiten für eine Funktion f ∈ Vj+1, falls e ∈ Zk2 und es gilt

f =
∑

y∈P(N
(i)
j,k)

d
(i)

ek,y,0
Txφ(i)

ek
+

1∑
l=k

∑
x∈P(N

(i)
j,l)

d
(i)

el,x,1
Txψ(i)

el
.

Visualisieren wir die verschiedenen Zerlegungspfade ähnlich wie in Abbildung 2.2, so ist der
entstehende Baum ein Binärbaum in dem Sinne, dass sich jeder Skalierungsraum in genau
zwei direkte Summen des nächsttieferen Levels aufspalten lässt.

In Abbildung 2.6 ist ein solcher Binärbaum für e ∈ Z3
2 dargestellt. Wie man sehen kann,

enthält dieser Baum 23 = 8 Blätter, also 8 verschiedene direkte Summen aus Skalierungs-
und Waveleträumen V (i)

e3
beziehungsweise W (i)

e3
des dritten Levels, deren direkte Summe die
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2 Richtungsabhängige trigonometrische Polynome

Skalierungsräume V (i)
e2

des zweiten Levels bilden. Die Gesamtzahl aller möglichen Zerlegun-
gen einer Funktion f ∈ Vj+1 mittels e ∈ Zk−1,2 ∪ Zk2 und i ∈ {h, v} entspricht 2k+2 − 2 und
wurde in (2.31) angegeben. Diese entspricht der Anzahl aller möglichen Orientierungen der

Parallelogramme, die die erzeugenden Mengen G
((

N
(i)
j,k,ℓ

)T)
enthalten. Mit den Resultaten

dieses Kapitels ist es demnach möglich, eine gegebene Funktion mit richtungsspezifischen
Waveletzerlegungen, gesteuert durch den Index e, zu analysieren. Die Fourier-Koeffizienten
der entsprechenden Skalierungs- und Waveletfunktionen liegen in Parallelogrammen, deren
Ausrichtungen mithilfe der Richtungen r

(i)
j,k,ℓ beziehungsweise den entsprechenden Winkeln

θ
(i)
k,ℓ exakt beschrieben werden können.
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3
Trigonometrische Shearlets

Das dritte Kapitel befasst sich mit den für diese Arbeit namensgebenen Funktionen, den
trigonometrischen Shearlets. Zu Beginn von Abschnitt 3.1 werden Funktionen g̃α basierend
auf den zulässigen Funktionen des letzten Kapitels eingeführt und grundlegende Eigenschaf-
ten in Lemma 3.1 bewiesen. Im Anschluss werden zweidimensionale Fensterfunktionen Ψ

(i)
α

ähnlich zu den Funktionen Φ
(i)
α aus (2.4) als Tensorprodukt definiert und in Lemma 3.3

gezeigt, wie diese Funktionen mit der Konstruktion dyadischer de la Vallée Poussin-artiger
Skalierungs- und Waveletfunktionen aus Abschnitt 2.1 verknüpft sind. Nach der Definition
der trigonometrischen Shearlets werden diese mit den klassischen kontinuierlichen und dis-
kreten Kegel-Shearlets verglichen und Gemeinsamkeiten sowie Unterschiede beleuchtet.

In den verbleibenden drei Abschnitten werden die wichtigsten Eigenschaften der zuvor ein-
geführten trigonometrischen Shearlets untersucht. Abschnitt 3.2 legt dabei den Fokus auf
die Lokalisierung im Frequenzbereich. Durch den Zusammenhang zu Kapitel 2 bei der Kon-
struktion der trigonometrischen Shearlets, finden sich die Richtungen r

(i)
j,k,ℓ der Matrizen

N
(i)
j,k,ℓ aus Definition 2.11 in Abschnitt 2.3 in den Frequenzmengen suppΨ

(i)
j,k,ℓ,α wieder. Aus

der Abtastung dieser Mengen mit k ∈ Z2 entstehen die Fourier-Koeffizienten in Definiti-
on 3.4.

Abschnitt 3.3 befasst sich mit der Lokalisierung im Ortsbereich. Neben Abschätzungen der
partiellen Ableitungen der Fensterfunktion Ψ

(i)
j,k,ℓ,α wird das Maximum und das anisotro-

pe Abklingverhalten der trigonometrischen Shearlets ψ(i)
j,k,ℓ,y,α in Theorem 3.12 exakt be-

schrieben. Dabei bewirkt eine höhere Glattheit der Fensterfunktion im Frequenzbereich ein
schnelleres Abklingverhalten der Shearlets im Ortsbereich. Wie schon bei den klassischen
Shearlets führt die Anisotropie der Funktionen zusammen mit der guten Orts-, Richtungs-
und Frequenz-Lokalisierung zu günstigen Approximationseigenschaften, die in Kapitel 4 für
die Erkennung von Singularitäten entlang von Richtungen genutzt werden.

Eine weitere hervorzuhebende Eigenschaft der klassischen diskreten Shearlet-Systeme ist,
dass diese einen Parseval-Frame des L2(R2) bilden ([28, 38]). Deshalb wollen wir im letzten
Abschnitt dieses Kapitels untersuchen, ob trigonometrische Shearlet-Systeme einen Frame
des L2(T2) bilden. Dabei stellt sich heraus, dass die Parseval-Frame-Eigenschaft der klas-
sischen Shearlets aufgrund der Tensorprodukt-Struktur und den speziellen Forderungen an
die zweidimensionalen Fensterfunktionen Ψ

(i)
j,ℓ zwar nicht erhalten bleibt, die auftretenden

oberen und unteren Frame-Konstanten dennoch nicht zu weit auseinaner liegen.
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3 Trigonometrische Shearlets

3.1 Konstruktion und Vergleich zu klassischen Shearlets

Ausgehend von einer zulässigen Funktion gα definieren wir für α ∈
[
0, 16
]

weitere Funktionen
g̃α : R → R durch

g̃α(x) := gα

(x
2

)
− gα(x). (3.1)

Die Idee für diese Funktionen entstammt den Betrachtungen eindimensionaler periodischer
Wavelets in [59, Kapitel 4], welche in [4, Kapitel 4] auf den multivariaten Fall übertragen
wurden. Wir zeigen einige Eigenschaften der Funktion g̃α in folgendem Lemma.

Lemma 3.1.
Für q ∈ N0 und α ∈

[
0, 16
]

sei gα ∈ Cq0(R) eine zulässige Funktion. Dann ist g̃α ∈ Cq0(R)
nichtnegativ, gerade und erfüllt die Eigenschaften

supp g̃α =

[
−1− 2α,−1

2
+ α

]
∪
[
1

2
− α, 1 + 2α

]
, (3.2)

g̃α(x)


ist monoton wachsend, falls x ∈

[
1
2 − α, 12 + α

]
,

= 1, falls x ∈
[
1
2 + α, 1− 2α

]
,

ist monoton fallend, falls x ∈ [1− 2α, 1 + 2α] ,

(3.3)

∑
z∈Z

g̃α(x+ z) = 1, für alle x ∈ R, (3.4)

und es gilt
g̃α(x) =

(
gα(x− 1) + gα(x+ 1)

)
gα

(x
2

)
. (3.5)

Beweis. Dass die Funktion g̃α in Cq0(R) liegt sowie nichtnegativ und gerade ist, folgt direkt
aus der Definition in (3.1) und den Eigenschaften zulässiger Funktionen aus Definition 2.1.
Wegen (2.1) gilt

supp gα

(◦
2

)
=
[
−1− 2α, 1 + 2α

]
,

was wiederum mit der Definition von g̃α in (3.1) direkt zu (3.2) und (3.3) führt. Mit der
Eigenschaft (2.2) folgt für alle x ∈ R

∑
z∈Z

gα

(
x+ z

2

)
=
∑
z∈Z

gα

(x
2
+ z
)
+
∑
z∈Z

gα

(
x− 1

2
+ z

)
= 2,

weshalb ∑
z∈Z

g̃α(x+ z) =
∑
z∈Z

gα

(
x+ z

2

)
−
∑
z∈Z

gα(x+ z) = 1

erfüllt ist und somit auch die Funktion g̃α eine Zerlegung der 1 ermöglicht. Um (3.5) zu
zeigen, beschränken wir uns aufgrund der Symmetrie von g̃α auf x > 0 und unterscheiden
verschiedene Fälle.
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3.1 Konstruktion und Vergleich zu klassischen Shearlets

− 2
3 − 1

2 − 1
3

1
3

1
2

2
3

1
2

1

x

y

a. g 1
6
,b

− 4
3 − 2

3 − 1
3

1
3

2
3

4
3

1
2

1

x

y

b. g̃ 1
6
,b

Abbildung 3.1. Darstellung der zulässigen Funktion g 1
6
,b und der zugehörigen Funktion g̃ 1

6
,b

aus Beispiel 2.3 iii) für b = 1
40 .

Für x ∈
[
0, 12 − α

]
gilt wegen (2.1), dass g(x− 1) = g(x+ 1) = 0, womit (3.5) erfüllt ist.

Für x ∈
[
1
2 − α, 12 + α

]
folgt erneut mit (2.1), dass gα

(
x
2

)
= 1, da 1

4 + α
2 ≤ 1

2 − α für
α ∈

[
0, 16
]
. Unter Verwendung von (2.2) erhalten wir(

gα(x− 1) + gα(x+ 1)
)
gα

(x
2

)
=
(
1− gα(x)

)
gα

(x
2

)
= gα

(x
2

)
− gα (x) gα

(x
2

)
= g̃α(x).

Für x ∈
[
1
2 + α, 1− 2α

]
ist g(x− 1) = 1 und gα

(
x
2

)
= 1, also(

gα(x− 1) + gα(x+ 1)
)
gα

(x
2

)
= 1 = g̃α(x).

Für x ∈ [1− 2α, 1 + 2α] ist gα = 0, da 1
2 + α ≤ 1− 2α für α ∈

[
0, 16
]
, weshalb(

gα(x− 1) + gα(x+ 1)
)
gα

(x
2

)
=
(
1− gα(x)

)
gα

(x
2

)
= gα

(x
2

)
= g̃α(x).

Für x > 1 + 2α stimmen die beiden Seiten in (3.5) wegen (3.2) überein, womit alles gezeigt
ist.

Im Folgenden führen wir zweidimensionale Fensterfunktionen als das Tensorprodukt der
zulässigen Funktion gα und g̃α ein.

Definition 3.2.
Es sei α ∈

[
0, 16
]

und eine zulässige Funktion gα aus Definition 2.1 gegeben. Für i ∈ {h, v}
definieren wir zweidimensionale Funktionen Ψ

(i)
α : R2 → R durch

Ψ(h)
α (x) := g̃α(x1) gα(x2), Ψ(v)

α (x) := gα(x1) g̃α(x2).
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3 Trigonometrische Shearlets

Wir nennen diese horizontale beziehungsweise vertikale Fensterfunktionen und schreiben
Ψ

(i)
α ∈ W. Falls für die zulässige Funktion gα ∈ Cq0(R) mit q ∈ N gilt, schreiben wir Ψ

(i)
α ∈

Wq.

Aus den Eigenschaften (2.1) und (3.2) der Träger der Funktion gα und g̃α folgt

suppΨ(h)
α =

([
−1− 2α,−1

2
+ α

]
∪
[
1

2
− α, 1 + 2α

])
×
[
−1

2
− α,

1

2
+ α

]
,

suppΨ(v)
α =

[
−1

2
− α,

1

2
+ α

]
×
([

−1− 2α,−1

2
+ α

]
∪
[
1

2
− α, 1 + 2α

])
.

Für die Matrizen

N
(h)
j,k,ℓ =

(
2j ℓ 2j−k

0 2j−k

)
, N

(v)
j,k,ℓ

(
2j−k 0
ℓ 2j−k 2j

)
,

aus dem letzten Kapitel gilt

detN
(h)
j,k,ℓ = detN

(v)
j,k,ℓ = 22j−k. (3.6)

Ausgehend von den Funktionen aus Definition 3.2 schreiben wir

Ψ
(i)
j,k,ℓ,α := Ψ(i)

α

((
N

(i)
j,k,ℓ

)−T
◦
)
, i ∈ {h, v}, (3.7)

und es folgt ∑
z∈Z2

Ψ
(i)
j,k,ℓ,α

(
x+

(
N

(i)
j,k,ℓ

)T
z

)
= 1, für alle x ∈ R2. (3.8)

Wegen (3.6) gilt darüber hinaus für den Träger dieser Funktionen∣∣∣suppΨ(i)
j,k,ℓ,α

∣∣∣ = ∣∣∣suppΨ(i)
α

∣∣∣ detN(i)
j,k,ℓ = (1 + 2α)(1 + 6α) 22j−k = C(α) 22j−k (3.9)

mit 1 ≤ C(α) ≤ 8
3 .

Das folgende Lemma erweitert das Resultat aus [5, Lemma 5.2] und ist ein wichtiges Hilfs-
mittel, um die in Abschnitt 2.1 beschriebene Abhängigkeit der de la Vallée Poussin-artigen
Skalierungs- und Waveletfunktionen aus Definition 2.5 von den nachfolgenden Leveln in
gewissen Fällen beseitigen zu können.

Lemma 3.3.
Es sei J ∈ {X,Y}, v ∈ G

(
JT
)
\ {0} und eine zweidimensionale zulässige Funktion Φα ∈

Cq0(R2) aus (2.4) für q ∈ N0 und α ∈
[
0, 16
]

gegeben. Dann gilt für den Operator aus (2.7)

ΘJ(Φα,Φα) = Φα (3.10)

und für v1 ∈ G (X) \ {0} beziehungsweise v2 ∈ G (Y) \ {0}

ΘX

(
Tv1

2π
[Φα],Φα

)
= Ψ(h)

α , ΘY

(
Tv2

2π
[Φα],Φα

)
= Ψ(v)

α . (3.11)
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3.1 Konstruktion und Vergleich zu klassischen Shearlets

Beweis. Die Gleichung (3.10) wurde in [5, Lemma 5.2] bewiesen, in welchem die Bedingung
α ∈

[
0, 16
]

benötigt wurde. Die zweite Aussage (3.11) wurde in der genannten Quelle nicht
behandelt, weshalb der Beweis mit ähnlichen Ideen hier geführt werden soll.

Es wird nur der Fall für die Matrix X betrachtet, wobei der Beweis für die Matrix Y mit

vertauschten Koordinaten analog verläuft. Für X =

(
2 0
0 1

)
ist der Vektor v = (1, 0)T ∈

G
(
XT
)
\ {0} eindeutig bestimmt und mit der Definition des Operators aus (2.7) und den

zweidimensionalen zulässigen Funktionen Φα aus (2.4) gilt

ΘX

(
T v

2π
[Φα],Φα

)
(x) =

∑
z∈Z2

Φα
(
x− v +XTz

)Φα
(
X−Tx

)

=

∑
z∈Z2

(gα (x1 − 1 + 2z1) gα (x2 + z2))

 gα

(x1
2

)
gα (x2) . (3.12)

Durch die Eigenschaft (2.1) des Trägers zulässiger Funktionen folgt

gα (x1 − 1 + 2z1) = 0, falls x1 ∈ supp gα

(◦
2

)
und z1 ∈ Z \ {0, 1} . (3.13)

Analog folgt für die zweite Komponente

gα(x2 + z2) = 0, falls x2 ∈
[
−1

2
+ α,

1

2
− α

]
und z2 ∈ Z \ {0} (3.14)

beziehungsweise

gα(x2 + z2) = 0, falls x2 ∈ supp gα und z2 ∈ Z \ {−1, 0, 1} . (3.15)

Für x ∈ [−1− 2α, 1 + 2α] ×
[
−1

2 + α, 12 − α
]

bleiben nach (3.13) und (3.14) nur die Sum-
manden für z = (0, 0) und z = (1, 0) in der Summe enthalten. Da x2 ∈

[
−1

2 + α, 12 − α
]
,

folgt mit Lemma 2.2, dass gα(x2) = gα(x2)
2 = 1, wodurch sich der Ausdruck in (3.12) weiter

vereinfachen lässt zu

ΘX

(
T v

2π
[Φα],Φα

)
(x) =

(
gα(x1 − 1) gα(x2) + gα(x1 + 1) gα(x2)

)
gα

(x1
2

)
gα(x2)

=
(
gα(x1 − 1) + gα(x1 + 1)

)
gα

(x1
2

)
gα(x2)

2

= Ψ(h)
α (x)

und die letzte Gleichheit mit (3.5) folgt. Für x ∈ suppΦα mit |x2| > 1
2 − α ist nach den

vorherigen Überlegungen in (3.15) ein weiterer Wert für z2 in der Periodisierung enthalten,
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3 Trigonometrische Shearlets

entweder z2 = 1 für x2 < −1
2 +α oder z2 = −1 für x2 > 1

2 −α. In beiden Fällen besteht die
Summe aus den 4 Summanden bezüglich z ∈ {(0, 0), (0,±1), (1, 0), (1,±1)} und es folgt

ΘX

(
T v

2π
[Φα],Φα

)
(x) =

∑
z∈Z2

(gα (x1 − 1 + 2z1) gα (x2 + z2))

 gα

(x1
2

)
gα (x2)

=
(
gα(x1 − 1) gα(x2) + gα(x1 − 1) gα(x2 ± 1) + gα(x1 + 1) gα(x2)

+ gα(x1 + 1) gα(x2 ± 1)
)
gα

(x1
2

)
gα(x2)

=
(
gα(x1 − 1)(gα(x2) + gα(x2 ± 1)) + gα(x1 + 1)

× (gα(x2) + gα(x2 ± 1))
)
gα

(x1
2

)
gα(x2)

= Ψ(h)
α (x).

Die letzte Gleichheit ergibt sich mit (3.5), denn wegen der Eigenschaft (2.2) der zulässigen
Funktion gilt (gα(x2) + gα(x2 ± 1)) = 1.

Wir wollen die trigonometrischen Shearlets einführen und den Zusammenhang zu den mul-
tiplen Waveletzerlegungen aus Abschnitt 2.3 herstellen. Dazu fixieren wir zunächst i = h.
Es gilt v = (1, 0)T ∈ G(XT)\{0} sowie w =

(
−1

2 , 0
)T ∈ P(X)\{0}. Wir nutzen Lemma 3.3

und erhalten für die Funktion B̃ aus (2.8)

B̃(X)(x) = exp
(
−2πixTw

)
ΘX

(
T v

2π
[Φα],Φα

)
(x) = eπix1Ψ(h)

α =: Ψ̃(h)
α (3.16)

beziehungsweise mit derselben Idee wie in (3.7)

Ψ̃
(h)
j,k,ℓ,α(x) := Ψ̃(h)

α

((
N

(h)
j,k,ℓ

)−T
x

)
= eπi2

−jx1 Ψ
(h)
j,k,ℓ,α(x), (3.17)

da
(
N

(h)
j,k,ℓ

)−T
x =

(
2−jx1, 2

k−jx2 − 2−jℓ x1
)T. Auf ähnliche Weise haben wir für i = v

B̃(Y)(x) = eπix2Ψ(v)
α (x) =: Ψ̃(v)

α (x) (3.18)

und
Ψ̃

(v)
j,k,ℓ,α(x) := Ψ̃(v)

α

((
N

(v)
j,k,ℓ

)−T
x

)
= eπi2

−jx2 Ψ
(v)
j,k,ℓ,α(x). (3.19)

Mit den Funktionen aus (3.16) und (3.18) können wir die trigonometrischen Shearlets defi-
nieren.

Definition 3.4.
Es seien j, k ∈ N0 mit k ≤ j und ℓ ∈ Z mit |ℓ| < 2k sowie eine Fensterfunktion Ψ

(i)
α ∈ Wq

für q ∈ N0 und i ∈ {h, v} gegeben. Wir definieren trigonometrische Polynome

ψ
(i)
j,k,ℓ,α := 2k/2−j

∑
k∈Z2

Ψ̃
(i)
j,k,ℓ,α(k) e

ikT◦
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3.1 Konstruktion und Vergleich zu klassischen Shearlets

und nennen diese horizontale beziehungsweise vertikale trigonometrische Shearlets. Für die
Translate dieser Funktionen auf den Musterpunkten y ∈ P(N

(i)
j,k) verwenden wir die Nota-

tion

ψ
(i)
j,k,ℓ,y,α := ψ

(i)
j,k,ℓ,α(◦ − 2πy) = 2k/2−j

∑
k∈Z2

Ψ̃
(i)
j,k,ℓ,α(k) e

ikT(◦−2πy)

= 2k/2−j
∑
k∈Z2

Ψ
(i)
j,k,ℓ,α(k) e

ikT(◦−2πỹ) (3.20)

mit

ỹ :=

y − (2−j−1, 0)T, falls y ∈ P
(
N

(h)
j,k

)
,

y − (0, 2−j−1)T, falls y ∈ P
(
N

(v)
j,k

)
.

(3.21)

Die in der vorherigen Definition eingeführten trigonometrischen Shearlets spannen die Wave-
leträume an den Blättern der zugehörigen Binärbäume in Abbildung 2.6 aus Abschnitt 2.3
auf.

Im letzten Teil dieses Abschnitts wollen wir die Unterschiede der zuvor konstruierten tri-
gonometrischen Shearlets zu den klassischen Shearlets auf der reellen Achse beleuchten.
Ausführliche Betrachtungen zu klassischen Kegel-Shearlets finden sich beispielsweise in [13,
28, 38]. Wie in Lemma 3.3 gezeigt wurde, entstehen die trigonometrischen Shearlets auf
der letzten Stufe einer dyadischen anisotropen Waveletzerlegung mit de la Vallée Poussin-
artigen Wavelets und geeigneten Dilatationsmatrizen. Bereits durch die Konstruktion sind
die trigonometrischen Shearlets sowohl im Orts- als auch im Frequenzbereich diskret, ohne
dass eine kontinuierliche Theorie wie bei den klassischen Shearlets als Ausgangspunkt dient.
Dennoch weisen die Trägermengen im Frequenzbereich der beiden Funktionen Ähnlichkeiten
auf, die wir im Folgenden erläutern wollen.

Für ξ = (ξ1, ξ2)
T ∈ R2 gilt nach der Definition der Matrix in (2.22)(

N
(h)
j,k,ℓ

)−T
ξ =

(
2−jξ1

2k−jξ2 − ℓ 2−jξ1

)
,

weshalb die Funktionen aus (3.7) von der Form

Ψ
(h)
j,k,ℓ,α(ξ) = Ψ(h)

α

((
N

(h)
j,k,ℓ

)−T
ξ

)
= g̃α(2

−jξ1) gα

(
2−j+kξ2 − ℓ 2−jξ1

)
(3.22)

sind. Damit lassen sich die Fourier-Koeffizienten der trigonometrischen Shearlets aus (3.20)
für k = (k1, k2)

T ∈ Z2 schreiben als

ck

(
ψ
(h)
j,k,ℓ,y,α

)
= 2k/2−j g̃α(2

−jk1) gα

(
2−jk1

(
2k
k2
k1

− ℓ

))
e−2πikTỹ

und wir sehen die Ähnlichkeit zu der Fourier-Transformierten der klassischen diskreten ho-
rizontalen Kegel-Shearlets aus [38, Theorem 5]. Neben der unterschiedlichen Skalierung j
im Vergleich zu 2j bei den klassischen Shearlets, liegt der Hauptunterschied im Argument
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3 Trigonometrische Shearlets

der Funktionen v bzw gα. Der zusätzliche Faktor 2−jξ1 tritt bei den klassischen Shear-
lets nicht auf, da in den Fensterfunktionen im Vergleich zu denen aus Definition 3.2 keine
Tensorprodukt-Struktur vorliegt. Wie sich im nächsten Abschnitt zeigen wird, wirkt sich
dieser Unterschied auf die Geometrie der zweidimensionalen Fensterfunktionen aus. Wäh-
rend der reine Tensorprodukt-Ansatz der trigonometrischen Shearlets zu gerichteten Par-
allelogrammen im Frequenzbereich führt, hat der Träger der Fourier-Transformation der
diskreten Kegel-Shearlets die Form eines gerichteten Trapezoids, wie in Abbildung 3.3 und
Abbildung 3.4 des nächsten Abschnitts zu sehen ist.

3.2 Frequenz-Lokalisierung

Zum besseren Verständnis wird in diesem Abschnitt, anders als zuvor, zwischen der Ortsva-
riablen x und der Frequenzvariablen ξ unterschieden. Falls nicht anders erwähnt, nehmen
wir an, dass j ∈ 2N0, k ∈ N0 mit k ≤ j und ℓ ∈ Z mit |ℓ| < 2k gilt.

Durch die Abtastung der Fensterfunktionen Ψ
(i)
j,k,ℓ,α aus (3.7) an den Punkten k ∈ Z2 ent-

stehen die Fourier-Koeffizienten der trigonometrischen Shearlets in Definition 3.4. Dabei ist
die Form und Ausrichtung des Trägers der Funktionen Ψ

(i)
j,k,ℓ,α von zentraler Bedeutung,

denn durch diese wird festgelegt, welche Frequenzen in den trigonometrischen Polynomen
ψ
(i)
j,k,ℓ,y,α vorkommen. Um dies im Folgenden näher zu untersuchen, führen wir die Mengen

Ω(h) :=

([
−1,−1

2

)
∪
[
1

2
, 1

))
×
[
−1

2
,
1

2

)
, (3.23)

Ω(v) :=

[
−1

2
,
1

2

)
×
([

−1,−1

2

)
∪
[
1

2
, 1

))
, (3.24)

ein und zeigen das nachstehende Lemma.

Lemma 3.5.
Für i ∈ {h, v}, α ∈

[
0, 16
]

und q ∈ N0 sei Ψ
(i)
α ∈ Wq. Dann existiert für alle ξ ∈ suppΨ

(i)
α

genau ein z ∈ Z2, sodass (ξ + z) ∈ Ω(i).

Beweis. Die Aussage wird nur für i = h gezeigt, da der Beweis für i = v mit vertauschten
Koordinaten identisch verläuft. Falls ξ ∈ Ω(h), so ist offensichtlich (ξ + z) ∈ Ω(h) nur genau
dann erfüllt, wenn z = 0. Für ξ ∈ suppΨ

(i)
α \ Ω(h) können verschiedene Fälle auftreten.

Ist ξ1 ∈
([
−1,−1

2

)
∪
[
1
2 , 1
))

und ξ2 /∈
[
−1

2 ,
1
2

)
, so gilt

1

2
≤ ξ2 ≤

1

2
+ α oder − 1

2
− α ≤ ξ2 < −1

2
,

sodass (ξ+z) ∈ Ω(h) nur genau dann erfüllt ist, wenn z = (0,−1) im ersten Fall beziehungs-
weise z = (0, 1) im zweiten Fall gewählt wird.
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b. i = v

Abbildung 3.2. Schematische Darstellung der Mengen suppΨ
(i)
1
6

(helle Fläche) und Ω(i)

(dunkle Fläche).

Für ξ1 /∈
([
−1,−1

2

)
∪
[
1
2 , 1
))

und ξ2 ∈
[
−1

2 ,
1
2

)
gilt einerseits

1

2
− α ≤ ξ1 <

1

2
oder − 1

2
≤ ξ1 ≤ −1

2
+ α,

weshalb (ξ + z) ∈ Ω(h) nur für z = (−1, 0) beziehungsweise z = (1, 0) erfüllt ist. Außerdem
treten die Fälle

1 ≤ ξ1 ≤ 1 + 2α oder − 1− 2α ≤ ξ1 < −1

auf, für die wiederum (ξ + z) ∈ Ω(h) nur genau dann erfüllt ist, wenn z = (−2, 0) bezie-
hungsweise z = (2, 0).

Für ξ1 /∈
([
−1,−1

2

)
∪
[
1
2 , 1
))

und ξ2 /∈
[
−1

2 ,
1
2

)
treten die 8 möglichen Kombinationen der

vorherigen beiden Fälle auf, weshalb stets genau ein z ∈ {±1,±2} × {±1} existiert, für das
(ξ + z) ∈ Ω(h) gilt und somit die Aussage für alle möglichen Fälle bewiesen ist.

Basierend auf (3.23) und (3.24) definieren wir die Mengen

Ω
(h)
j,k,ℓ :=

{
x ∈ R2 :

(
N

(h)
j,k,ℓ

)−T
x ∈ Ω(h)

}
, Ω

(v)
j,k,ℓ :=

{
x ∈ R2 :

(
N

(v)
j,k,ℓ

)−T
x ∈ Ω(v)

}
,

(3.25)
und zeigen das folgende Lemma.

Lemma 3.6.
Für i ∈ {h, v} gilt

∣∣∣Ω(i)
j,k,ℓ ∩ Z2

∣∣∣ = 22j−k.
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3 Trigonometrische Shearlets

Beweis. Wir zeigen erneut nur den Fall i = h. Die Menge Ω(h) besteht nach ihrer Definition
in (3.23) aus der Vereinigung der disjunkten Mengen

Ω(h),1 :=

[
−1,−1

2

)
×
[
−1

2
,
1

2

)
, Ω(h),2 :=

[
1

2
, 1

)
×
[
−1

2
,
1

2

)
,

was zur Idee führt, die Mengen

Ω
(h),1
j,k,ℓ :=

{
x ∈ R2 :

(
N

(h)
j,k,ℓ

)−T
x ∈ Ω(h),1

}
, Ω

(h),2
j,k,ℓ :=

{
x ∈ R2 :

(
N

(h)
j,k,ℓ

)−T
x ∈ Ω(h),2

}
zu betrachten. Die Anwendung von [15, Lemma II.7] liefert für die Mächtigkeit∣∣∣Ω(h),1

j,k,ℓ ∩ Z2
∣∣∣ = ∣∣∣Ω(h),2

j,k,ℓ ∩ Z2
∣∣∣ = 1

2
detN

(h)
j,k,ℓ = 22j−k−1,

woraus schließlich wegen der Disjunktheit der Mengen∣∣∣Ω(h)
j,k,ℓ ∩ Z2

∣∣∣ = ∣∣∣Ω(h),1
j,k,ℓ ∩ Z2

∣∣∣+ ∣∣∣Ω(h),2
j,k,ℓ ∩ Z2

∣∣∣ = 22j−k

und somit die Behauptung folgt.

Für i ∈ {h, v} bilden die Elemente der Mengen suppΨ
(i)
j,k,ℓ,α aus (3.25) jeweils zwei am

Ursprung gespiegelte Parallelogramme im R2. Für die genaue Ausrichtung dieser Parallelo-
gramme greifen wir die Überlegungen aus Abschnitt 2.3 auf und sehen, dass im Fall i = h
zwei der Seiten des Parallelogramms parallel zu der Richtung des Vektors(

N
(h)
j,k,ℓ

)T(0
1
2

)
=

(
0

2j−k−1

)
,

also der ξ2-Achse sind. Die übrigen beiden Seiten sind parallel zu der Geraden y = ℓ 2−k x
mit x ∈ R, also der Richtung aus (2.28), gegeben durch

r
(h)
j,k,ℓ =

(
N

(h)
j,k,ℓ

)T(1
2
0

)
=

(
2j−1

ℓ 2j−k−1

)
mit dem entsprechenden Winkel (vgl. Abbildung 3.3)

θ
(h)
k,ℓ = arctan

(
ℓ 2−k

)
.

Wegen k ∈ N0 und ℓ ∈ Z mit |ℓ| < 2k gilt
∣∣∣θ(h)k,ℓ ∣∣∣ < π

4 .

Für i = v sind jeweils zwei der Seiten wegen(
N

(v)
j,k,ℓ

)T(1
2
0

)
=

(
2j−k−1

0

)
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θ
(h)
3,3

θ
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Abbildung 3.3. Schematische Abbildungen der Mengen suppΨ
(i)

6,3,ℓ, 1
6

(hell) und Ω
(i)
6,3,ℓ (dun-

kel) sowie deren Schnittmengen mit Z2 als helle Punkte für verschiedene Werte von ℓ in der
zweidimensionalen Ebene (links) und im ersten Quadranten (rechts). Die blauen Bereiche
entsprechen dabei dem Fall i = h und die grauen Bereiche dem Fall i = v.

parallel zur ξ1-Achse, beziehungsweise parallel zur Richtung

r
(v)
j,k,ℓ =

(
N

(v)
j,k,ℓ

)T(0
1
2

)
=

(
ℓ 2j−k−1

2j−1

)
,

also der Geraden y = ℓ−1 2k x, x ∈ R. Diese schließt den Winkel

θ
(v)
k,ℓ = arccot

(
ℓ 2−k

)
mit der ξ1-Achse ein und in diesem Fall gilt wegen k ∈ N0 und ℓ ∈ Z mit |ℓ| < 2k die Ab-
schätzung π

4 <
∣∣∣θ(v)k,ℓ∣∣∣ < 3π

4 . Wie schon im letzten Abschnitt mit Lemma 3.3 gezeigt wurde,
entstehen die trigonometrischen Shearlets aus der Konstruktion der de la Vallée Poussin-
artigen Waveletfunktionen. Der Zusammenhang lässt sich auch anhand der geometrischen
Ausrichtung der Trägermengen suppΨ

(i)

j,k,ℓ, 1
6

in Abbildung 3.3 im Vergleich zu denen in Ab-

bildung 2.5 erkennen. Wir betrachten die Darstellung der Operatoren ΘJ

(
T vi

2π
[Φα],Φα

)
mit

J ∈ {X,Y} in (3.11), aus denen mittels (3.16)-(3.19) die Fourier-Koeffizienten der trigono-
metrischen Shearlets entstehen. Der Grund, weshalb die Mengen suppΨ

(i)
j,k,ℓ,α nicht wie die

in Abbildung 2.5 durch den Ursprung verlaufen, liegt in der verschobenen Trägermenge der
Funktion g̃ im Vergleich zur Fensterfunktion g, was sich in Abbildung 3.3 an der Träger-
menge der Fensterfunktionen Ψ

(i)
α erkennen lässt. Wir definieren die folgenden Mengen
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0 22j−4 22j−1

22j−4

22j−1

θ
(h)
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θ
(v)
k,ℓ

ξ1

ξ2
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Abbildung 3.4. Links: Schematische Darstellung der Trägermenge der klassischen diskreten
Kegel-Shearlets aus [38, Abschnitt 5.2] im Frequenzbereich. Rechts: Darstellung der Mengen
suppΨ

(i)
j,k,ℓ (dunkle Fläche) und W

(i)
j,k,ℓ (helle Fläche) für j = 10, k = 5, ℓ = 5, 25 und

i ∈ {h, v}. Die roten Linien formen mit der ξ1-Achse die Winkel θ(i)k,ℓ. Die blauen Bereiche
entsprechen dabei dem Fall i = h und die grauen Bereiche dem Fall i = v.

W
(h)
j,k,ℓ :=

{
(ρ, θ) ∈ R×

[
−π
2
,
π

2

]
:
2j

3
< |ρ| < 2j+1, θ

(h)
k,ℓ−2 < θ < θ

(h)
k,ℓ+2

}
,

W
(v)
j,k,ℓ :=

{
(ρ, θ) ∈ R× [0, π] :

2j

3
< |ρ| < 2j+1, θ

(v)
k,ℓ+2 < θ < θ

(v)
k,ℓ−2

}
in Polarkoordinaten. Wir zeigen das nachstehende Lemma über den Zusammenhang des Trä-
gers der Funktionen Ψ

(i)
j,k,ℓ,α mit den vorher eingeführten Mengen W (i)

j,k,ℓ. Die Idee entstammt
dabei [33, Proposition 2.1]. Eine grafische Veranschaulichung anhand eines konkreten Bei-
spiels findet sich in Abbildung 3.4.

Lemma 3.7.
Für k ≥ 5, ℓ ∈ Z mit |ℓ| < 2k, i ∈ {h, v} und α ∈

[
0, 16
]

gilt die Inklusion

suppΨ
(i)
j,k,ℓ,α ⊂W

(i)
j,k,ℓ.

Beweis. Wir betrachten erneut nur den Fall i = h. Wie in (3.22) gezeigt, sind die zweidi-
mensionalen gescherten und skalierten Fensterfunktionen von der Form

Ψ
(h)
j,k,ℓ,α(ξ) = g̃α(2

−jξ1) gα

(
2−jξ1

(
2k
ξ2
ξ1

− ℓ

))
.
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Für α ∈
[
0, 16
]

gilt
1

3
≤ 1

2
− α ≤ 1

2
+ α ≤ 2

3
< 1 + 2α ≤ 4

3
(3.26)

und mit der Trägereigenschaft (3.2) der Funktion g̃α folgt

supp g̃α(2
−jξ1) =

{
ξ1 ∈ R : 2j

(
1

2
− α

)
< |ξ1| < 2j (1 + 2α)

}
⊆
{
ξ1 ∈ R :

2j

3
< |ξ1| <

2j+2

3

}
.

Falls ξ1 ∈ supp g̃(2−j◦), folgt erneut wegen (3.26)

supp gα

(
2−jξ1

(
2j/2

ξ2
ξ1

− ℓ

))
=

{
ξ1 ∈ supp g̃α(2

−j◦), ξ2 ∈ R :

∣∣∣∣2−jξ1(2k ξ2ξ1 − ℓ

)∣∣∣∣ < 1

2
+ α

}
⊆
{
ξ1 ∈ supp g̃α(2

−j◦), ξ2 ∈ R :

∣∣∣∣2−jξ1(2k ξ2ξ1 − ℓ

)∣∣∣∣ < 2

3

}
=

{
ξ1 ∈ supp g̃α(2

−j◦), ξ2 ∈ R :

∣∣∣∣ℓ− 2k
ξ2
ξ1

∣∣∣∣ < 2j+1

3 |ξ1|

}
⊆
{
ξ1 ∈ supp g̃α(2

−j◦), ξ2 ∈ R :

∣∣∣∣ℓ− 2k
ξ2
ξ1

∣∣∣∣ < 2

}
.

Durch die Betrachtung in Polarkoordinaten gegeben durch ξ = ρΘ(θ), ρ = |ξ|2 und Θ(θ) =

(cos θ, sin θ)T sowie der Verwendung der diskreten Winkel θ(h)k,ℓ = arctan
(
ℓ 2−k

)
aus (2.29)

erhalten wir

supp gα

(
2−jξ1

(
2k
ξ2
ξ1

− ℓ

))
⊂
{
θ ∈

[
−π
2
,
π

2

]
:
∣∣∣ℓ− 2k tan θ

∣∣∣ < 2
}

(3.27)

=
{
θ ∈

[
−π
2
,
π

2

]
: θ

(h)
k,ℓ−2 < θ < θ

(h)
k,ℓ+2

}
.

Es gilt ρ2 = ξ21
(
1 + tan2 θ

)
und wegen |ℓ| < 2k lässt sich

|ρ| ≤ 2j+2

3

(
1 + 2−2k(|ℓ|+ 2)2

)1/2
≤ 2j+2

3

(
2 + 22−k + 22−2k

)1/2
< 2j+1

folgern, wobei die letzte Ungleichung für k ≥ 5 wegen(
2 + 22−k + 22−2k

)
≤ 9

4

gilt. Die untere Schranke für den Radius ρ erhalten wir durch die Abschätzung

|ρ| ≥ 2j

3

(
1 + 2−2k(|ℓ|+ 2)2

)1/2
>

2j

3
,

womit das Lemma bewiesen ist.
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Zum Schluss dieses Abschnitt beweisen wir eine Abschätzung der Differenz der auftretenden
Winkel θ(i)k,ℓ, welche im nächsten Kapitel häufiger gebraucht wird.

Lemma 3.8.
Für k ≥ 2 und ℓ ∈ Z mit |ℓ| < 2k gilt

θ
(h)
k,ℓ+2 − θ

(h)
k,ℓ−2 = θ

(v)
k,ℓ−2 − θ

(v)
k,ℓ+2 ≤

24−k

3
.

Beweis. Wir nutzen die Identität arccot(x) = π
2 − arctan(x), weshalb

θ
(h)
k,ℓ+2 − θ

(h)
k,ℓ−2 =

(π
2
− θ

(h)
k,ℓ−2

)
−
(π
2
− θ

(h)
k,ℓ+2

)
= θ

(v)
k,ℓ−2 − θ

(v)
k,ℓ+2

folgt. Des Weiteren gilt das Additionstheorem (vgl. [6, S.185])

arctan(x)− arctan(y) = arctan

(
x− y

1 + xy

)
für x y > −1 (3.28)

und für k ≥ 2 gilt die Ungleichung 1− 22(1−k) ≥ 3
4 , womit sich

22−k

1 + 2−2k(ℓ2 − 4)
≤ 22−k

1− 22(1−k)
≤ 24−k

3
(3.29)

schließen lässt. Da der Arkustangens monoton wachsend ist und arctan(x) ≤ x für alle x ≥ 0
gilt, folgt aus (3.28) und (3.29)

θ
(h)
k,ℓ+2 − θ

(h)
k,ℓ−2 = arctan

(
22−k

1 + 2−2k(ℓ2 − 4)

)
≤ arctan

(
2−k+4

3

)
≤ 24−k

3
.

3.3 Orts- und Richtungs-Lokalisierung

Wir beginnen diesen Abschnitt mit einem Lemma, welches die Stelle und den Wert des
Maximums der trigonometrischen Shearlets aus Definition 3.4 angibt.

Lemma 3.9.
Für die Funktionen ψ

(i)
j,k,ℓ,y,α aus Definition 3.4 gilt

max
x∈T2

∣∣∣ψ(i)
j,k,ℓ,y,α(x)

∣∣∣ = ψ
(i)
j,k,ℓ,y,α(2πỹ) = 2j−k/2.

Beweis. Da die Funktion Ψ
(i)
j,k,ℓ,α wegen der Eigenschaften zulässiger Funktionen aus Defi-

nition 2.1 nichtnegativ ist, gilt für alle x ∈ T2∣∣∣ψ(i)
j,k,ℓ,y,α(x)

∣∣∣ ≤ 2k/2−j
∑
k∈Z2

Ψ
(i)
j,k,ℓ,α(k) = ψ

(i)
j,k,ℓ,y,α(2πỹ). (3.30)
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Demnach ist 2πỹ die Maximalstelle und es bleibt zu zeigen, dass ψ(i)
j,k,ℓ,y,α(2πỹ) = 2j−k/2.

Es sei k ∈
(
suppΨ

(i)
j,k,ℓ,α ∩ Z2

)
gegeben, was nach der Definition der Mengen in (3.7) äqui-

valent ist zu
(
N

(i)
j,k,ℓ

)−T
k ∈ suppΨ

(i)
α . Wegen Lemma 3.5 existiert stets genau ein z ∈ Z2

mit (
N

(i)
j,k,ℓ

)−T
k+ z =

(
N

(i)
j,k,ℓ

)−T
(
k+

(
N

(i)
j,k,ℓ

)T
z

)
∈
(
Ω(i) ∩ Z2

)
,

was wiederum k+
(
N

(i)
j,k,ℓ

)T
z ∈

(
Ω
(i)
j,k,ℓ ∩ Z2

)
impliziert.

Für k̃ ∈
(
Ω
(i)
j,k,ℓ ∩ Z2

)
betrachten wir die Mengen

Γ
k̃
:=

{
k ∈

(
suppΨ

(i)
j,k,ℓ,α ∩ Z2

)
:

(
k+

(
N

(i)
j,k,ℓ

)T
z

)
= k̃, z ∈ Z2

}
,

welche nach der Existenz und Eindeutigkeit der Vektoren z ∈ Z2 aus Lemma 3.5

Γ
k̃1

∩ Γ
k̃2

= ∅,
⋃

k̃∈
(
Ω

(i)
j,k,ℓ∩Z2

)Γk̃
= suppΨ

(i)
j,k,ℓ,α ∩ Z2,

erfüllen. Schließlich folgt mit (3.8) und Lemma 3.6∑
k∈Z2

Ψ
(i)
j,k,ℓ,α(k) =

∑
k∈

(
suppΨ

(i)
j,k,ℓ,α∩Z2

)Ψ(i)
j,k,ℓ,α(k) =

∑
k̃∈

(
Ω

(i)
j,k,ℓ∩Z2

)
∑
k∈Γ

k̃

Ψ
(i)
j,k,ℓ,α(k) = 22j−k

und somit eingesetzt in (3.30) die Behauptung

ψ
(i)
j,k,ℓ,y(2πỹ) = 2k/2−j

∑
k∈Z2

Ψ
(i)
j,k,ℓ(k) = 2j−k/2.

Die nachfolgenden zwei Lemmata enthalten Abschätzungen für die partiellen Ableitungen
der Fensterfunktionen Ψ

(i)
j,k,ℓ,α in Polar- beziehungsweise kartesischen Koordinaten.

Lemma 3.10.
Für i ∈ {h, v} und q ∈ N0 sei eine Funktion Ψ

(i)
α ∈ Wq aus Definition 3.2 gegeben. Dann gilt

für alle r ≤ q∣∣∣∣ ∂r∂ρr [Ψ(i)
j,k,ℓ,α

(
2jρΘ(θ)

)]∣∣∣∣ ≤ C1(r),

∣∣∣∣ ∂r∂θr [Ψ(i)
j,k,ℓ,α

(
2jρΘ(θ)

)]∣∣∣∣ ≤ C2(r) 2
kr.

Beweis. Wir beweisen nur den Fall i = h und betrachten Polarkoordinaten ξ = ρΘ(θ) mit
ρ = |ξ|2 und Θ(θ) = (cos θ, sin θ)T. Dann gilt mit der Darstellung aus (3.22)

Ψ
(h)
j,k,ℓ,α

(
2jρΘ(θ)

)
= g̃α

(
ρ cos θ

)
gα

(
ρ cos θ

(
2k tan θ − ℓ

))
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3 Trigonometrische Shearlets

und mit der Kettenregel folgt für alle s ≤ r∣∣∣∣ ∂s∂ρs [g̃α(ρ cos θ)]
∣∣∣∣ = |cos θ|s

∣∣∣g̃(s)α (ρ cos θ)∣∣∣ ≤ ‖g̃α‖Cs(R) = C1(s). (3.31)

Wegen Lemma 3.7 gilt

suppΨ
(h)
j,k,ℓ,α

(
2jρΘ(θ)

)
⊂
{
(ρ, θ) ∈ R×

[
−π
2
,
π

2

]
:
1

3
< |ρ| < 2, θ

(h)
k,ℓ−2 < θ < θ

(h)
k,ℓ+2

}
,

was mit (3.27) die Abschätzung∣∣∣∣ ∂s∂ρs [gα(ρ cos θ (2k tan θ − ℓ
))]∣∣∣∣ = |cos θ|s

∣∣∣2k tan θ − ℓ
∣∣∣s ∣∣∣g(s)α (ρ cos θ (2k tan θ − ℓ

))∣∣∣
≤ 2s ‖gα‖Cs(R)

≤ C2(s) (3.32)

ermöglicht. Mit der Leibniz-Produktregel und der Dreiecksungleichung folgt aus (3.31) und
(3.32) ∣∣∣∣ ∂r∂ρr [Ψ(h)

j,k,ℓ,α

(
2jρΘ(θ)

)]∣∣∣∣
≤

r∑
s=0

(
r

s

) ∣∣∣∣ ∂s∂ρs [g̃α(ρ cos θ)]
∣∣∣∣ ∣∣∣∣ ∂r−s∂ρr−s

[
gα

(
ρ cos θ

(
2k tan θ − ℓ

))]∣∣∣∣
≤

r∑
s=0

(
r

s

)
2r−sC1(s)C2(r − s)

≤ 3r C3(r) = C4(r).

Andererseits ergibt sich für die Variable θ wiederum mit der Kettenregel für alle s ≤ r∣∣∣∣ ∂s∂θs [ρ cos θ]
∣∣∣∣ ≤ |ρ| ,

weshalb mit der Definition der Bell-Zahl Bs aus (1.5) und der Formel von Faà di Bruno aus
(1.7) die Abschätzung∣∣∣∣ ∂s∂θs [g̃α(ρ cos θ)]

∣∣∣∣ ≤ s∑
t=1

∣∣∣g̃(t)α (ρ cos θ)∣∣∣ Bs,t(∣∣∣∣ ∂∂θ [ρ cos θ]
∣∣∣∣ , . . . , ∣∣∣∣ ∂s−t+1

∂θs−t+1
[ρ cos θ]

∣∣∣∣)

≤ ‖g̃α‖Cs(R)

s∑
t=1

∑
m

(
s

m

) s−t+1∏
j=1


∣∣∣ ∂j∂θj [ρ cos θ]∣∣∣

j!

mj

≤ C(s)

s∑
t=1

|ρ|t
∑
m

(
s

m

) s−t+1∏
j=1

(j!)−mj

≤ C2(s) 2
s

s∑
t=0

∑
m

(
s

m

) s−t+1∏
j=1

(j!)−mj

≤ C3(s)Bs = C4(s) (3.33)
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3.3 Orts- und Richtungs-Lokalisierung

folgt. Zudem haben wir für gerade s ∈ N wegen ρ ≤ 2 und (3.27)∣∣∣∣ ∂s∂θs [ρ cos θ (2k tan θ − ℓ
)]∣∣∣∣ = |ρ| |cos θ|

∣∣∣2k tan θ − ℓ
∣∣∣ ≤ 4

und für ungerade s ∈ N gilt∣∣∣∣ ∂s∂θs [ρ cos θ (2k tan θ − ℓ
)]∣∣∣∣ = |ρ| |cos θ|

∣∣∣2k + ℓ tan θ
∣∣∣ ≤ C |ρ| 2k,

da |ℓ| < 2k. Ähnlich zu den vorherigen Überlegungen ergibt sich erneut mit der Formel von
Faà di Bruno aus (1.7)∣∣∣∣ ∂s∂θs [gα(ρ cos θ (2k tan θ − ℓ

))]∣∣∣∣
≤ ‖gα‖Cs(R)

s∑
t=1

Bs,t

(∣∣∣∣ ∂∂θ [ρ cos θ (2k tan θ − ℓ
)]∣∣∣∣ ,

. . . ,

∣∣∣∣ ∂s−t+1

∂θs−t+1

[
ρ cos θ

(
2k tan θ − ℓ

)]∣∣∣∣
)

≤ ‖gα‖Cs(R)

s∑
t=1

∑
m

(
s

m

) s−t+1∏
j=1


∣∣∣ ∂j∂θj [ρ cos θ (2k tan θ − ℓ

)]∣∣∣
j!

mj

≤ C(s)
s∑
t=1

|ρ|t 2kt
∑
m

(
s

m

) s−t+1∏
j=1

(j!)−mj

≤ C2(s) 2
ks

s∑
t=0

∑
m

(
s

m

) s−t+1∏
j=1

(j!)−mj

≤ C3(s) 2
ksBs = C4(s) 2

ks. (3.34)

Schließlich folgt erneut mit der Leibniz-Produktregel, der Dreiecksungleichung und den Ab-
schätzungen (3.33) sowie (3.34)∣∣∣∣ ∂r∂θr [Ψ(h)

j,k,ℓ,α

(
2jρΘ(θ)

)]∣∣∣∣ ≤ r∑
s=0

(
r

s

) ∣∣∣∣ ∂s∂θs [g̃α(ρ cos θ)]
∣∣∣∣

×
∣∣∣∣ ∂r−s∂θr−s

[
gα

(
ρ cos θ

(
2k tan θ − ℓ

))]∣∣∣∣
≤

r∑
s=0

(
r

s

)
C3(s)BsC4(r − s) 2k(r−s)Br−s

≤ C5(r)B
2
r 2

kr = C6(r) 2
kr.
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3 Trigonometrische Shearlets

Lemma 3.11.
Für i ∈ {h, v} und q ∈ N0 sei eine Funktion Ψ

(i)
α ∈ Wq aus Definition 3.2 gegeben. Dann gilt

für r ∈ N2
0 mit |r|1 ≤ q, einer Drehmatrix Rθ mit θ ∈ [0, 2π) und ξ ∈ R2∣∣∣∂r [Ψ(i)

j,k,ℓ,α(Rθ ξ)
]∣∣∣ ≤ C(q, α) 2−j|r|1

(
1 + 2k

∣∣∣sin(θ(i)k,ℓ − θ)
∣∣∣)r1

×
(
1 + 2k

∣∣∣cos(θ(i)k,ℓ − θ)
∣∣∣)r2 .

Beweis. Der Beweis wird hier für den Fall i = h geführt und erfolgt für i = v mit vertauschten
Koordinaten und ähnlichen Argumenten, wie am Ende des Beweises erläutert wird.

Mit dem Vektor
Rθ ξ =

(
ξ1 cos θ − ξ2 sin θ
ξ1 sin θ + ξ2 cos θ

)
ergibt sich mit (3.22)

Ψ
(i)
j,k,ℓ,α(Rθ ξ) = g̃α

(
2−j(ξ1 cos θ − ξ2 sin θ)

)
× gα

(
2k−j(ξ1 sin θ + ξ2 cos θ)− ℓ 2−j(ξ1 cos θ − ξ2 sin θ)

)
.

Wir verzichten in diesem Beweis auf die länglichen Argumente der Funktionen in der letzten
Gleichung und schreiben deshalb im folgenden Beweis kurz gα und g̃α.

Die partiellen Ableitungen der beiden auftretenden Funktionen sind für m = (m1,m2) ∈ N0

mit |m|1 ≤ q jeweils nach der Kettenregel durch

∂mg̃α = 2−j|m|1 (cos θ)m1 (− sin θ)m2 g̃
(|m|1)
α

beziehungsweise mit der Darstellung ℓ = 2k tan
(
θ
(h)
k,ℓ

)
aus (2.29) durch

∂mgα =
(
2k−j sin θ − ℓ 2−j cos θ

)m1
(
2k−j cos θ + ℓ 2−j sin θ

)m2

g
(|m|1)
α

= 2−j|m|1

2k

sin(θ − θ
(h)
k,ℓ)

cos θ
(h)
k,ℓ

m1
2k

cos(θ
(h)
k,ℓ − θ)

cos θ
(h)
k,ℓ

m2

g
(|m|1)
α

gegeben. Die gesuchte partielle Ableitung lässt sich mit der Leibniz-Regel (1.11) und den
partiellen Ableitungen der Funktionen g̃α und gα darstellen als

∂r
[
Ψ

(h)
j,k,ℓ,α(Rθξ)

]
=
∑

0≤s≤r

(
r

s

)
∂sg̃α ∂

r−sgα

= 2−j|r|1
r1∑
s1=0

r2∑
s2=0

(
r1
s1

)(
r2
s2

)
(cos θ)s1

2k

sin(θ − θ
(h)
k,ℓ)

cos θ
(h)
k,ℓ

r1−s1

× (− sin θ)s2

2k

cos(θ
(h)
k,ℓ − θ)

cos θ
(h)
k,ℓ

r2−s2

g̃
(|s|1)
α g

(|r|1−|s|1)
α .
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Die Funktion Ψ
(h)
j,k,ℓ,α ist nach Voraussetzung q-mal stetig partiell differenzierbar, weshalb

die in Lemma 3.11 auftretenden Ableitungen der Funktionen gα und g̃α mit ihrer jeweiligen
Cq-Norm nach oben abgeschätzt werden können und∣∣∣∂r [Ψ(h)

j,k,ℓ,α(Rθ ξ)
]∣∣∣ ≤ C(q, α) 2−j|r|1

r1∑
s1=0

(
r1
s1

)
|cos θ|s1

∣∣∣∣∣∣2k sin(θ − θ
(h)
k,ℓ)

cos(θ
(h)
k,ℓ)

∣∣∣∣∣∣
r1−s1

×
r2∑
s2=0

(
r2
s2

)
|sin θ|s2

∣∣∣∣∣∣2k cos(θ
(h)
k,ℓ − θ)

cos(θ
(h)
k,ℓ)

∣∣∣∣∣∣
r2−s2

folgt. Mit zweimaliger Anwendung des binomischen Lehrsatzes lässt sich dieser Ausdruck
weiter umformen zu

C(q, α) 2−j|r|1

|cos θ|+ 2k

∣∣∣∣∣∣sin(θ
(h)
k,ℓ − θ)

cos(θ
(h)
k,ℓ)

∣∣∣∣∣∣
r1|sin θ|+ 2k

∣∣∣∣∣∣cos(θ
(h)
k,ℓ − θ)

cos(θ
(h)
k,ℓ)

∣∣∣∣∣∣
r2

≤ C2(q, α) 2
−j|r|1

(
1 + 2k

∣∣∣sin(θ(h)k,ℓ − θ)
∣∣∣)r1 (1 + 2k

∣∣∣cos(θ(h)k,ℓ − θ)
∣∣∣)r2 .

Dabei wurde in der letzten Ungleichung die Abschätzung
∣∣∣θ(h)k,ℓ ∣∣∣ ≤ π

4 und somit 1√
2

≤∣∣∣cos(θ(h)k,ℓ)∣∣∣ ≤ 1 ausgenutzt. Im Fall i = v führt eine analoge Vorgehensweise zu

∣∣∣∂r [Ψ(v)
j,k,ℓ,α(Rθ ξ)

]∣∣∣ ≤ C(q, α) 2−j|r|1

|sin θ|+ 2k

∣∣∣∣∣∣sin(θ
(v)
k,ℓ − θ)

sin(θ
(v)
k,ℓ)

∣∣∣∣∣∣
r1

×

|cos θ|+ 2k

∣∣∣∣∣∣cos(θ
(v)
k,ℓ − θ)

sin(θ
(v)
k,ℓ)

∣∣∣∣∣∣
r2

.

Die Aussage des Lemmas folgt in diesem Fall mit der Abschätzung 1√
2
≤
∣∣∣sin(θ(v)k,ℓ)∣∣∣ ≤ 1, da

π
4 <

∣∣∣θ(v)k,ℓ∣∣∣ ≤ 3π
4 .

Für x ∈ [−π, π)2 und die verschobenen Musterpunkte ỹ aus (3.21) betrachten wir die
Darstellung

(x− 2πỹ) = |x− 2πỹ|2 (cos θ, sin θ)T, θ := θx,y ∈ [0, 2π), (3.35)
in Polarkoordinaten und können damit das folgende Theorem über die Orts-Lokalisierung
der trigonometrischen Shearlets aus Definition 3.4 zeigen.

Theorem 3.12.
Für i ∈ {h, v} und q ≥ 2 sei eine Funktion Ψ

(i)
α ∈ W2q aus Definition 3.2 gegeben. Dann gilt

für 2k ≤ j die Abschätzung

∣∣∣ψ(i)
j,k,ℓ,y,α(x)

∣∣∣ ≤ 2j−k/2min

1,
C(q, α)

(
1 + 2k

∣∣∣sin(θ(i)k,ℓ − θ)
∣∣∣)2q

(2j |2πỹ − x|2)
2q

 .
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a.
∣∣∣ψ(h)

6,2,2, 1
6

∣∣∣

-500

0

500

1000

− 2j+2

3 − 2j

3
0 2j

3
2j+2

3

− 2j+2

3

− 2j

3

0

2j

3

2j+2

3

θ
(h)
2,2 ξ1

ξ2

b. suppΨ
(h)

6,2,2, 1
6

(hell) und Ω
(h)
6,2,2 (dunkel)

Abbildung 3.5. Darstellung des trigonometrischen Shearlets
∣∣∣∣ψ(h)

6,2,2, 1
6

∣∣∣∣ im Ortsbereich im In-

tervall [−π
2 ,

π
2 ]

2 und der Mengen suppΨ
(h)

6,2,2, 1
6

(hell) und Ω
(h)
6,2,2 (dunkel) im Frequenzbereich.

Beweis. Wenden wir Lemma 1.10 auf die Funktion Ψ
(i)
j,k,ℓ,α ∈ C2q

0 (R2) an, so erfüllt diese
die Voraussetzungen von Theorem 1.13, weshalb sich die trigonometrischen Shearlets aus
Definition 3.4 mit der Poisson-Summationsformel (1.27) durch

ψ
(i)
j,k,ℓ,y,α(x) = 2k/2−j

∑
k∈Z2

Ψ
(i)
j,k,ℓ,α(k) e

ikT(x−2πỹ) = 2k/2−j
∑
n∈Z2

I(n) (3.36)

mit
I(n) := F−1

[
Ψ

(i)
j,k,ℓ,α

]
(x− 2π(ỹ − n)) =

∫
R2

Ψ
(i)
j,k,ℓ,α(ξ) e

iξT(x−2π(ỹ−n))dξ

ausdrücken lassen.

Wir betrachten zunächst den Fall n = 0. Eine Substitution im Integral mit der Rotations-
matrix Rθ liefert

I(0) =

∫
R2

Ψ
(i)
j,k,ℓ,α (Rθ ξ) e

iξTRT
θ (x−2πỹ)dξ =

∫
R2

Ψ
(i)
j,k,ℓ,α (Rθ ξ) e

iξ1|x−2πỹ|2dξ,

wobei der Term in der Exponentialfunktion wegen der Darstellung (3.35) und

RT
θ (x− 2πỹ) = |x− 2πỹ|2 RT

θ (cos θ, sin θ)
T = |x− 2πỹ|2 (1, 0)T

nur noch von der Variablen ξ1 abhängt. Die Funktion Ψ
(i)
j,k,ℓ,α besitzt einen kompakten Trä-

ger, weshalb sich das verbleibende Integral I(0) nach 2q-facher partieller Integration bezüg-
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lich der Variablen ξ1 mit Lemma 3.11 sowie den Eigenschaften (3.8) und (3.9) betragsmäßig
durch

|I(0)| ≤ |x− 2πỹ|−2q
2

∫
R2

∣∣∣∣∣ ∂2q∂ξ2q1

[
Ψ

(i)
j,k,ℓ,α (Rθ ξ)

]∣∣∣∣∣dξ
≤ |x− 2πỹ|−2q

2

∥∥∥∂(2q,0) [Ψ(i)
j,k,ℓ,α(Rθ◦)

]∥∥∥
R2,∞

∫
suppΨ

(i)
j,k,ℓ,α

dξ

≤
C1(q, α) 2

2j−k
(
1 + 2k

∣∣∣sin(θ(i)k,ℓ − θ)
∣∣∣)2q

(2j |x− 2πỹ|2)
2q (3.37)

abschätzen lässt.

Für die Integrale I(n) mit festem n ∈ Z2 \ {0} nehmen wir eine ähnliche Substitution
vor, und zwar mit der Rotationsmatrix Rθn um den Winkel θn := θx,y,n ∈ [0, 2π), gegeben
in Polarkoordination durch die Darstellung

x− 2π(ỹ − n) = |x− 2π(ỹ − n)|2 (cos θn, sin θn)
T.

Mit 2q-facher partieller Integration bezüglich der ersten Variablen und der erneuten Ver-
wendung von Lemma 3.11 sowie (3.8) und (3.9) ergibt sich auf ähnliche Weise wie in (3.37)

|I(n)| ≤ |x− 2π(ỹ − n)|−2q
2

∫
R2

∣∣∣∣∣ ∂2q∂ξ2q1

[
Ψ

(i)
j,k,ℓ,α (Rθn ξ)

]∣∣∣∣∣ dξ
≤
C2(q, α) 2

−2jq 22j−k
(
1 + 2k

∣∣∣sin(θ(i)k,ℓ − θn)
∣∣∣)2q

|x− 2π(ỹ − n)|2q2
.

Darüber hinaus gilt mit der Monotonie der endlichen Vektornormen und der umgekehrten
Dreiecksungleichung

|x− 2π(ỹ − n)|2 ≥ |x− 2π(ỹ − n)|∞ ≥ 2π |n|∞ − |x− 2πỹ|∞ ≥ π(2 |n|∞ − 1)

sowie ∣∣{n ∈ Z2 : |n|∞ = j, j ∈ N
}∣∣ = 8j,

weshalb sich die folgende unendliche Reihe durch

∑
n∈Z2\{0}

|I(n)| ≤ C2(q, α) 2
−2jq 22j−k

∑
n∈Z2\{0}

(
1 + 2k

∣∣∣sin(θ(i)k,ℓ − θn)
∣∣∣)2q

|x− 2π(ỹ − n)|2q2

≤ C2(q, α) 2
2q(k−j) 22j−k

π2q

∞∑
j=1

∑
|n|∞=j

(2 |n|∞ − 1)−2q

=
C2(q, α) 2

2q(k−j) 22j−k

π2q

∞∑
j=1

8j

(2j − 1)2q
(3.38)
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abschätzen lässt. Für q ≥ 2 konvergiert die unendliche Reihe in der letzten Zeile und mit
der Abschätzung

π2q ≥ |x− 2πỹ|2q∞ ≥ 1

2q
|x− 2πỹ|2q2

lässt sich mit (3.38)

∑
n∈Z2\{0}

|In| ≤
C2(q, α) 2

2q(k−j) 22j−k

π2q

∞∑
j=1

8j

(2j − 1)2q
≤ C3(q, α) 2

2j−k

(2j |x− 2πỹ|2)2q
(3.39)

zeigen, wobei in der letzten Abschätzung die Voraussetzung 2k ≤ j verwendet wurde. Die
Behauptung des Theorems ergibt sich durch die betragsmäßige Abschätzung von (3.36) mit
der Dreiecksungleichung

∣∣∣ψ(i)
j,k,ℓ,y(x)

∣∣∣ ≤ 2k/2−j

|I(0)|+
∑

n∈Z2\{0}

|I(n)|


und der Verwendung der Abschätzungen (3.37) und (3.39) sowie Lemma 3.9 über das Ma-
ximum der trigonometrischen Shearlets.

3.4 Frame-Eigenschaften

Im letzten Abschnitt dieses Kapitels fassen wir die in Abschnitt 3.1 definierten Funktionen
zu trigonometrischen Shearlet-Systemen zusammen und untersuchen diese auf ihre Frame-
Eigenschaften im Hilbertraum L2(T2). Für den Rest dieses Abschnitts sei α = 1

6 und k = b j2c
für j ∈ N0 fest gewählt, weshalb bei allen von α und k abhängigen Objekten dieses Abschnitts
auf die Angabe dieser Parameter verzichtet wird. So schreiben wir beispielsweise für die
Matrizen aus (2.22) und (2.23)

N
(h)
j,ℓ := N

(h)

j,⌊ j
2
⌋,ℓ

=

(
2j ℓ 2j−⌊j/2⌋

0 2j−⌊j/2⌋

)
, N

(v)
j,ℓ := N

(v)

j,⌊ j
2
⌋,ℓ

=

(
2j−⌊j/2⌋ 0

ℓ 2j−⌊j/2⌋ 2j

)
, (3.40)

weshalb für die Determinanten

detN
(h)
j,ℓ = detN

(v)
j,ℓ = 22j−⌊j/2⌋

gilt. Für den Beweis der Frame-Eigenschaft der trigonometrischen Shearlets benötigen wir
eine zusätzliche Annahme an die zulässige Funktion g aus Definition 2.1. Es sei x∗ ∈ supp g
so gewählt, dass g(x∗) = 1√

2
, weshalb aus der Monotonie-Eigenschaft (2.1) zulässiger Funk-

tionen die Ungleichung
1

3
< x∗ <

1

2
< 1− x∗ <

2

3

folgt (vgl. Abbildung 3.6). Als zusätzliche Bedingung an die Funktion g fordern wir für den
Rest dieses Abschnitts, dass

g(x+ d)2 + g(x− d)2 ≥ 2 g(x)2 (3.41)
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3.4 Frame-Eigenschaften

für alle x ∈ [x∗, 1− x∗] und alle d ∈ R mit x+ d ∈
(
0, 23
)

erfüllt ist.

Mit einer Fensterfunktion Ψ
(i)
1
6

für i ∈ {h, v} aus Definition 3.2, bestehend aus dem Ten-
sorprodukt der eindimensionalen zulässigen Funktionen g und g̃, erhalten wir für (3.7) die
Darstellungen

Ψ
(h)
j,ℓ (ξ) = Ψ(h)

((
N

(h)
j,ℓ

)−T
ξ

)
= g̃
(
2−jξ1

)
g
(
2−j+⌊j/2⌋ξ2 − ℓ 2−jξ1

)
,

Ψ
(v)
j,ℓ (ξ) = Ψ(v)

((
N

(v)
j,ℓ

)−T
ξ

)
= g̃
(
2−jξ2

)
g
(
2−j+⌊j/2⌋ξ1 − ℓ 2−jξ2

)
.

(3.42)

Entsprechend verwenden wir für die Translate der trigonometrischen Shearlets aus Defini-
tion 3.4 für y ∈ P(N

(i)
j,ℓ) und i ∈ {h, v} die Notation

ψ
(i)
j,ℓ,y :=

(
detN

(i)
j,ℓ

)−1/2 ∑
k∈Z2

Ψ
(i)
j,ℓ(k) e

ikT(◦−2πỹ) =
(
detN

(i)
j,ℓ

)−1/2 ∑
k∈Z2

Ψ̃
(i)
j,ℓ(k) e

ikT(◦−2πy).

Für i ∈ {h, v} bezeichnen wir die horizontalen beziehungsweise vertikalen trigonometrischen
Shearlet-Systeme mit

S(i) :=

{(
detN

(i)
j,ℓ

)−1/2
ψ
(i)
j,ℓ,y : j ∈ N0, |ℓ| ≤ 2⌊j/2⌋,y ∈ P(N

(i)
j,ℓ)

}
. (3.43)

Der Begriff Frame wurde als Verallgemeinerung orthonormaler Basen in Vektorräumen ein-
geführt und erlaubt die Rekonstruktion von Funktionen mit redundanten Systemen. Aus-
führliche Betrachtungen über weite Gebiete der Frame-Theorie finden sich beispielsweise
in den Monographien [10, 11]. Wir wollen an dieser Stelle die wichtigsten Begriffe und Ei-
genschaften von Frames für unsere Betrachtungen zusammenfassen und beginnen mit der
Definition von Frames in Hilberträumen.

Definition 3.13.
Ein Funktionensystem (fi)i∈I in einem Hilbertraum H mit Norm ‖◦‖H heißt Frame für H,
falls Konstanten 0 < A ≤ B <∞ existieren, sodass

A ‖f‖2H ≤
∑
i∈I

|〈f, fi〉H|
2 ≤ B ‖f‖2H (3.44)

für alle f ∈ H erfüllt ist. Dabei heißen A und B untere beziehungsweise obere Frame-
Konstante. Der Frame heißt A-tight, falls A = B und wir nennen den Frame einen Parseval-
Frame, falls A = B = 1.

Wir betrachten den Analyse-Operator

T : H → ℓ2(I), f 7−→ (〈f, fi〉H)i∈I ,

der eine Funktion auf seine Koeffizientenfolge bezüglich des Skalarprodukts in H mit fi, i ∈ I,
abbildet sowie den zu T adjungierten Synthese-Operator

T ∗ : ℓ2(I) → H, (ci)i∈I 7−→
∑
i∈I

ci fi.
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3 Trigonometrische Shearlets

Der Frame-Operator S ist definiert durch

S := T ∗T : H → H, f 7−→
∑
i∈I

〈f, fi〉H fi,

und ist ein positiver, selbstadjungierter und invertierbarer Operator in H. Ein Element
f ∈ H kann durch die Formel

f =
∑
i∈I

〈f, fi〉H S
−1fi =

∑
i∈I

〈
f, S−1fi

〉
H fi (3.45)

rekonstruiert werden. Dabei bezeichnet S−1 den inversen Frame-Operator und das System(
S−1fi

)
i∈I bildet selbst wieder einer Frame in H und heißt kanonischer Dual-Frame. Der

Unterschied von Frames zu orthonormalen Basen in Hilberträumen besteht darin, dass die
Darstellung (3.45) nicht zwangsläufig eindeutig sein muss und auch andere Koeffizienten-
folgen die Zerlegung einer Funktion ermöglichen können. Ist der Frame (fi)i∈I sogar ein
Parseval-Frame, so gilt S−1 = IH mit dem Identitätsoperator IH im Hilbertraum H und wir
erhalten die von orthonormalen Basen bekannte Entwicklung

f =
∑
i∈I

〈f, fi〉H fi.

Wie bereits in der Einleitung dieses Kapitels bemerkt, bilden die klassischen diskreten
Shearlet-Systeme auf dem Kegel einen Parseval-Frame des L2(R2) ([28, 38]). Es wird sich
zeigen, dass analoge Ausdrücke zu denen in [38, Theorem 5] von zentraler Bedeutung für den
Beweis der Frame-Eigenschaften trigonometrischer Shearlet-Systeme im L2(T2) sind. Dabei
stellt sich heraus, dass es im Fall der trigonometrischen Shearlet-Systeme nicht möglich
ist, die Gleichheit zu zeigen, sondern lediglich Abschätzungen nach oben und unten gelten
und somit die Parseval-Frame Eigenschaft nicht erhalten bleibt. Der Grund darin liegt ei-
nerseits an den speziell geforderten Eigenschaften zulässiger Funktionen in Definition 2.1
und den daraus resultieren Eigenschaften der Funktion g̃ in (3.1) und andererseits an der
Tensorprodukt-Struktur der zweidimensionalen Fensterfunktionen Ψ(i). Dennoch wollen wir
auf diese Forderung an die zulässigen Funktionen nicht verzichten, um den Zusammenhang
zu den multiplen richtungsbezogenen Waveletzerlegungen aus Abschnitt 2.3 zu erhalten.

Für die zentralen Hilfsresultate dieses Abschnitts betrachten wir erneut die horizontalen und
vertikalen Kegel

C(h) :=

{
ξ ∈ (R \ {0} × R) :

∣∣∣∣ξ2ξ1
∣∣∣∣ ≤ 1

}
, C(v) :=

{
ξ ∈ (R× R \ {0}) :

∣∣∣∣ξ1ξ2
∣∣∣∣ ≤ 1

}
aus (2.32). Wir greifen einige Ideen aus [11, Abschnitt 11.2] und [12] auf. In letztgenannter
Quelle wurden eindimensionale periodische Funktionensysteme auf ihre Frame-Eigenschaften
untersucht. In den folgenden zwei Lemmata leiten wir Abschätzungen für Ausdrücke her,
die in ähnlicher Form in [12, Theorem 2.1] für den eindimensionalen Fall betrachtet wur-
den. Diese zwei Hilfsresultate werden im Anschluss für den Beweis von Theorem 3.16 von
zentraler Bedeutung sein.
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3.4 Frame-Eigenschaften

Lemma 3.14.
Für i ∈ {h, v} sei die Funktion Ψ

(i)
j,ℓ aus (3.42) gegeben. Dann gilt

sup
k∈C(i)∩Z2

∑
j∈N0

∑
|ℓ|≤2⌊j/2⌋

∣∣∣Ψ(i)
j,ℓ(k)

∣∣∣ ≤ 5

2
.

Beweis. Der Beweis wird nur für i = h geführt. Für ein festes k = (k1, k2)
T ∈ C(h) ∩ Z2

nehmen wir ohne Beeinträchtigung der Allgemeinheit an, dass k1 > 0 gilt. Wir wählen
j∗ ∈ N0, sodass 2−j

∗
k1 ∈

[
2
3 ,

4
3

]
und somit 2−(j∗+1)k1 ∈

[
1
3 ,

2
3

]
gilt. In diesem Beweis spielen

die Eigenschaften (2.1), (2.2) sowie (3.1)-(3.5) zulässiger Funktionen eine zentrale Rolle. Aus
der Eigenschaft (3.2) folgt

g̃(2−jk1) = 0 für alle j /∈ {j∗, j∗ + 1} (3.46)

und mit (3.1) lässt sich

g̃(2−j
∗
k1) + g̃(2−(j∗+1)k1) = g(2−(j∗+1)k1)− g(2−j

∗
k1) + g(2−(j∗+2)k1)− g(2−(j∗+1)k1)

= 1 (3.47)

schließen. Die zweite Gleicheit in (3.47) ergibt sich einerseits aus 2−j
∗
k1 ∈

[
2
3 ,

4
3

]
, weshalb

g(2−j
∗
k1) = 0 folgt und andererseits aus Lemma 2.2, da 2−(j∗+2)k1 ∈

[
1
6 ,

1
3

]
. Zur besseren

Übersicht wird in diesem Beweis die Notation

s(j, ℓ) := 2−j+⌊j/2⌋k2 − ℓ 2−jk1

verwendet. Da nach Voraussetzung des Lemmas k = (k1, k2)
T ∈ C(h)∩Z2 gilt, folgt |k2| ≤ k1,

weshalb wir stets ein ℓ∗ ∈ Z mit |ℓ∗| ≤ 2⌊j
∗/2⌋ finden, sodass

s(j∗, ℓ∗) = 2−j
∗+⌊j∗/2⌋k2 − ℓ∗ 2−j

∗
k1 ∈

(
−2

3
,
2

3

)
= supp g. (3.48)

Wir greifen Definition 3.2 der zweidimensionalen Fensterfunktionen auf, um mit (3.7) und
(3.40)

Ψ
(h)
j,ℓ (k) = Ψ(h)

((
N

(h)
j,ℓ

)−T
k

)
= g̃(2−jk1) g(2

−j+⌊j/2⌋k2 − ℓ 2−jk1) = g̃(2−jk1) g(s(j, ℓ))

zu erhalten. Dies führt zusammen mit (3.46) zu

∑
j∈N0

∑
|ℓ|≤2⌊j/2⌋

∣∣∣Ψ(h)
j,ℓ (k)

∣∣∣ = j∗+1∑
j=j∗

g̃(2−jk1)
∑

|ℓ|≤2⌊j/2⌋

g(s(j, ℓ)). (3.49)

Zur weiteren Untersuchung der Summen in (3.49) unterscheiden wir im Folgenden zwei Fälle:

1. Es sei 2−j∗k1 ∈
[
1, 43
)
:

Wir betrachten zunächst die innere Summe in (3.49) für j = j∗, für die g̃(2−j∗k1) ∈
(
0, 12
]

gilt. Es ergeben sich drei Unterfälle.
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3 Trigonometrische Shearlets

i) Falls s(j∗, ℓ∗) ∈
[
−1

3 ,
1
3

]
in (3.48) gilt, so existiert wegen der Annahme 2−j

∗
k1 ≥ 1 kein

weiteres ℓ 6= ℓ∗ ∈ Z mit |ℓ| ≤ 2⌊j
∗/2⌋, sodass s(j∗, ℓ) ∈

(
−2

3 ,
2
3

)
. Mit Lemma 2.2 kann

deshalb ∑
|ℓ|≤2⌊j∗/2⌋

g(s(j∗, ℓ)) = g(s(j∗, ℓ∗)) = 1

gefolgert werden.

ii) Falls s(j∗, ℓ∗) ∈
(
−2

3 ,−
1
3

)
, ist s(j∗, ℓ∗ − 1) > 1

3 . Da 2−j
∗
k1 ≥ 1, gilt s(j∗, ℓ∗ − 1) ≥

s(j∗, ℓ∗) + 1 und wegen der fallenden Monotonie der Fensterfunktion g auf
(
1
3 ,∞

)
folgt

mit der Eigenschaft der Zerlegung der Eins aus (2.2)∑
|ℓ|≤2⌊j∗/2⌋

g(s(j∗, ℓ)) = g(s(j∗, ℓ∗)) + g(s(j∗, ℓ∗ − 1)) ≤ g(s(j∗, ℓ∗)) + g(s(j∗, ℓ∗) + 1) = 1.

iii) Falls s(j∗, ℓ∗) ∈
(
1
3 ,

2
3

)
, folgt mit den Argumenten aus Fall ii) für ℓ∗+1 und der steigenden

Monotonie der zulässigen Funktion g auf
(
−∞,−1

3

)
analog∑

|ℓ|≤2⌊j∗/2⌋

g(s(j∗, ℓ)) = g(s(j∗, ℓ∗)) + g(s(j∗, ℓ∗ + 1)) ≤ g(s(j∗, ℓ∗)) + g(s(j∗, ℓ∗)− 1) = 1.

Als nächstes untersuchen wir die innere Summe in (3.49) für j = j∗ + 1. Nach der
Bedingung des 1. Falls gilt 2−(j∗+1)k1 ∈

[
1
2 ,

2
3

)
, also g̃(2−(j∗+1)k1) ∈

(
1
2 , 1
]
. Wir wählen

erneut ℓ∗ ∈ Z mit |ℓ∗| ≤ 2⌊(j
∗+1)/2⌋, sodass s(j∗ + 1, ℓ∗) ∈

(
−2

3 ,
2
3

)
und unterscheiden

zwei weitere Unterfälle.

a) Für s(j∗+1, ℓ∗) ∈
[
−1

6 ,
1
6

]
gilt s(j∗+1, ℓ∗+1) ∈

(
−2

3 ,−
1
3

)
sowie s(j∗+1, ℓ∗−1) ∈

(
1
3 ,

2
3

)
und wegen der Monotonie-Eigenschaften der zulässigen Funktionen aus (2.1) lässt sich
demnach ähnlich wie zuvor in ii) und iii)

g(s(j∗+1, ℓ∗−1))+g(s(j∗+1, ℓ∗+1)) ≤ g(s(j∗+1, ℓ∗−1))+g(s(j∗+1, ℓ∗−1)−1) = 1

folgern. Deshalb gilt mit Lemma 2.2∑
|ℓ|≤2⌊(j∗+1)/2⌋

g(s(j∗ +1, ℓ)) = g(s(j∗ +1, ℓ∗ − 1))+ g(s(j∗ +1, ℓ∗)) + g(s(j∗ +1, ℓ∗ +1)) ≤ 2.

(3.50)

b) Für s(j∗ + 1, ℓ∗) ∈
(
−2

3 ,−
1
6

)
∪
(
1
6 ,

2
3

)
existiert höchstens ein ℓ 6= ℓ∗, sodass s(j∗ + 1, ℓ) ∈(

−2
3 ,

2
3

)
und zwar entweder, falls ℓ = ℓ∗ + 1 oder ℓ = ℓ∗ − 1. Die Summe (3.50) besteht

in diesem Fall aus höchstens zwei Summanden und da 0 ≤ g(x) ≤ 1 für alle x ∈ R folgt∑
|ℓ|≤2⌊(j∗+1)/2⌋

g(s(j∗ + 1, ℓ)) ≤ 2.
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Zusammengefasst erhalten wir mit den vorherigen Betrachtungen und (3.47) eingesetzt
in (3.49) für den Fall 2−j∗k1 ∈

[
1, 43
)

die Abschätzung

∑
j∈N0

∑
|ℓ|≤2⌊j/2⌋

∣∣∣Ψ(h)
j,ℓ (k)

∣∣∣ = j∗+1∑
j=j∗

g̃(2−jk1)
∑

|ℓ|≤2⌊j/2⌋

g(s(j, ℓ))

≤ g̃(2−j
∗
k1) + 2 g̃(2−(j∗+1)k1)

= 1 + g̃(2−(j∗+1)k1) ≤ 2, (3.51)

da g̃(2−(j∗+1)k1) ∈
(
1
2 , 1
]
.

2. Es sei 2−j∗k1 ∈
(
2
3 , 1
)
:

Wie bereits im ersten Fall wird zunächst die innere Summe in (3.49) für j = j∗ unter-
sucht. Für s(j∗, ℓ∗) ∈

(
−2

3 ,
2
3

)
gilt entweder s(j∗, ℓ∗ + 1) /∈

(
−2

3 ,
2
3

)
oder s(j∗, ℓ∗ − 1) /∈(

−2
3 ,

2
3

)
. Deshalb ist∑

|ℓ|≤2⌊j∗/2⌋

g(s(j∗, ℓ)) = g(s(j∗, ℓ∗ − 1)) + g(s(j∗, ℓ∗)) + g(s(j∗, ℓ∗ + 1)) ≤ 2, (3.52)

da mindestens einer der Summanden verschwindet und wegen Lemma 2.2 0 ≤ g(x) ≤ 1
für alle x ∈ R gilt.

Für j = j∗ +1 ist nach Voraussetzung des 2. Falls 2−(j∗+1)k1 ∈
(
1
3 ,

1
2

)
, sodass die innere

Summe in (3.49) aus maximal vier Summanden besteht. Es sei |ℓ∗| ≤ 2⌊(j
∗+1)/2⌋, sodass∑

|ℓ|≤2⌊(j∗+1)/2⌋

g(s(j∗ + 1, ℓ)) = g(s(j∗ + 1, ℓ∗ − 1)) + g(s(j∗ + 1, ℓ∗))

+ g(s(j∗ + 1, ℓ∗ + 1)) + g(s(j∗ + 1, ℓ∗ + 2)). (3.53)

Nach Voraussetzung gilt 2−(j∗+1)k1 ∈
(
1
3 ,

1
2

)
, weshalb

s(j∗ + 1, ℓ∗ − 1)− s(j∗ + 1, ℓ∗ + 2) = 3 · 2−(j∗+1)k1 ≥ 1

und erneut mit der Eigenschaft der Zerlegung der Eins aus (2.2)

g(s(j∗ + 1, ℓ∗ − 1)) + g(s(j∗ + 1, ℓ∗ + 2)) ≤ 1

folgt. Eingesetzt in (3.53) lässt sich schließlich∑
|ℓ|≤2⌊(j∗+1)/2⌋

g(s(j∗ + 1, ℓ)) ≤ 3 (3.54)

folgern. Zusammengefasst erhalten wir erneut mit (3.47) und (3.52) sowie (3.54) einge-
setzt in (3.49) im Fall 2−j∗k1 ∈

(
2
3 , 1
)

die obere Schranke∑
j∈N0

∑
|ℓ|≤2⌊j/2⌋

∣∣∣Ψ(h)
j,ℓ (k)

∣∣∣ ≤ 2 g̃(2−j
∗
k1) + 3 g̃(2−(j∗+1)k1) = 2 + g̃(2−(j∗+1)k1) ≤

5

2
, (3.55)

da g̃(2−(j∗+1)k1) ∈
(
0, 12
]
. Aus (3.55) und (3.51) folgt schließlich die Behauptung des

Lemmas.
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Lemma 3.15.
Falls eine zulässige Funktion g die Eigenschaft (3.41) erfüllt, gilt für i ∈ {h, v}

min
k∈C(i)∩Z2

∑
j∈N0

∑
|ℓ|≤2⌊j/2⌋

∣∣∣Ψ(i)
j,ℓ(k)

∣∣∣2− ∑
z∈Z2\{0}

∑
j∈N0

∑
|ℓ|≤2⌊j/2⌋

∣∣∣∣Ψ(i)
j,ℓ(k)Ψ

(i)
j,ℓ(k+

(
N

(h)
j,ℓ

)T
z)

∣∣∣∣
 =

1

4
.

Beweis. Der Beweis wird erneut nur für i = h geführt. Für ein festes k = (k1, k2)
T ∈ C(h)∩Z2

nehmen wir genau wie im Beweis von Lemma 3.14 ohne Beeinträchtigung der Allgemeinheit
an, dass k1 > 0 gilt. Wir zeigen zunächst, dass∑

j∈N0

∑
|ℓ|≤2⌊j/2⌋

∣∣∣Ψ(h)
j,ℓ (k)

∣∣∣2 ≥ 1

2
. (3.56)

Dazu wählen wir j∗ ∈ N0, sodass 2−j
∗
k1 ∈

[
2
3 ,

4
3

]
und somit 2−(j∗+1)k1 ∈

[
1
3 ,

2
3

]
, weshalb

Eigenschaft (3.47)
g̃(2−j

∗
k1) + g̃(2−(j∗+1)k1) = 1

erneut gilt. Damit lässt sich

g̃(2−j
∗
k1)

2 + g̃(2−(j∗+1)k1)
2 = g̃(2−j

∗
k1)

2 +
(
1− g̃(2−j

∗
k1)
)2

= 2 g̃(2−j
∗
k1)

2 − 2 g̃(2−j
∗
k1) + 1

zeigen, weshalb wegen 0 ≤ g̃(x) ≤ 1 für alle x ∈ R die Abschätzung

1

2
≤ g̃(2−j

∗
k1)

2 + g̃(2−(j∗+1)k1)
2 ≤ 1 (3.57)

folgt. Wir verwenden in diesem Beweis erneut die Notation

s(j, ℓ) = 2−j+⌊j/2⌋k2 − ℓ 2−jk1

und erhalten ähnlich wie in (3.49) die Darstellung

∑
j∈N0

∑
|ℓ|≤2⌊j/2⌋

∣∣∣Ψ(h)
j,ℓ (k)

∣∣∣2 = j∗+1∑
j=j∗

g̃(2−jk1)
2

∑
|ℓ|≤2⌊j/2⌋

g(s(j, ℓ))2. (3.58)

Mit Lemma 2.2 haben wir g(x) = 1 für x ∈
[
−1

3 ,
1
3

]
, kann wegen 2−(j∗+1)k1 ∈

[
1
3 ,

2
3

]
auf∑

|ℓ|≤2⌊(j∗+1)/2⌋

g(s(j∗ + 1, ℓ)) ≥ 1 (3.59)

geschlossen werden. Im Folgenden sei x∗ ∈
(
1
3 ,

1
2

)
so gewählt, dass g(x∗) = 1√

2
. Dann gilt

wegen (3.2) und (2.1)

g̃(x∗) = g

(
x∗

2

)
− 1√

2
= 1− 1√

2
, g̃(2x∗) = g(x∗)− g(2x∗) =

1√
2
, (3.60)
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1
3

x∗ 1
2
1− x∗ 2

3
2x∗ 1 2(1− x∗) 4

3

1
4

1
2

1

x

y

Abbildung 3.6. Darstellung der Funktion g̃(x) für x ∈
[
1
3 ,

4
3

]
mit den verschiedenen Berei-

chen der Fallunterscheidungen im Beweis von Lemma 3.15.

und mit (2.2)

g̃(1− x∗) = g

(
1− x∗

2

)
− g(1− x∗) = 1− (1− g(x∗)) =

1√
2
. (3.61)

Es gilt (vgl. Abbildung 3.6)

1

3
< x∗ <

1

2
< 1− x∗ <

2

3
< 2x∗ < 1 < 2(1− x∗) <

4

3

und wir unterscheiden drei verschiedene Fälle.

1. Es sei 2−j∗k1 ∈
[
2(1− x∗), 43

]
:

Dann ist 2−(j∗+1)k1 ∈
[
(1− x∗), 23

]
(helle Bereiche in Abbildung 3.6 und Abbildung 3.7).

Da die Funktion g̃(x)2 in diesem Intervall monoton wachsend ist, folgt mit (3.61) die
Abschätzung 1

2 ≤ g̃(2−(j∗+1)k1)
2 ≤ 1, woraus sich mit (3.59) eingesetzt in (3.58)∑

j∈N0

∑
|ℓ|≤2⌊j/2⌋

∣∣∣Ψ(h)
j,ℓ (k)

∣∣∣2 ≥ g̃(2−(j∗+1)k1)
2

∑
|ℓ|≤2⌊(j∗+1)/2⌋

g(s(j∗ + 1, ℓ)) ≥ 1

2
,

also (3.56) schließen lässt.

2. Es sei 2−j∗k1 ∈
[
2
3 , 2x

∗]:
Wir zeigen ∑

|ℓ|≤2⌊j∗/2⌋

g(s(j∗, ℓ))2 ≥ 1 (3.62)

73
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und können anschließend erneut mit (3.58) auf (3.56) schließen.

Es sei ℓ∗ ∈ Z mit |ℓ∗| ≤ 2⌊j
∗/2⌋, sodass s(j∗, ℓ∗) = 2−j

∗+⌊j∗/2⌋k2 − ℓ∗ 2−j
∗
k1 ∈

(
0, 23
)
. Wir

wählen d ∈ R, sodass

s(j∗, ℓ∗) =

{
x∗ − d, falls s(j∗, ℓ∗) ∈ (0, x∗) ,

x∗ + d, falls s(j∗, ℓ∗) ∈
(
x∗, 23

)
.

Dann gilt aufgrund der wachsenden Monotonie der Funktion g(x)2 im Intervall
(
−2

3 , 0
)

und mit der Voraussetzung in (3.41) der Reihe nach

g(s(j∗, ℓ∗))2 + g(s(j∗, ℓ∗ + 1))2 = g(s(j∗, ℓ∗))2 + g(s(j∗, ℓ∗)− 2−j
∗
k1)

2

≥ g(s(j∗, ℓ∗))2 + g(s(j∗, ℓ∗)− 2x∗)2

= g(s(j∗, ℓ∗))2 + g(2x∗ − s(j∗, ℓ∗))2

= g(x∗ + d)2 + g(x∗ − d)2

≥ 1.

Falls es ℓ∗ ∈ Z mit |ℓ∗| ≤ 2⌊j
∗/2⌋ gibt, sodass s(j∗, ℓ∗) = 2−j

∗+⌊j∗/2⌋k2 − ℓ∗ 2−j
∗
k1 ∈(

−2
3 , 0
)
, so lässt sich mit den identischen Ideen wie zuvor

g(s(j∗, ℓ∗))2 + g(s(j∗, ℓ∗ − 1))2 ≥ 1

zeigen, was insgesamt auf∑
|ℓ|≤2⌊j∗/2⌋

g(s(j∗, ℓ))2 = g(s(j∗, ℓ∗ − 1))2 + g(s(j∗, ℓ∗))2 + g(s(j∗, ℓ∗ + 1))2 ≥ 1

führt. Die Voraussetzung dieses Falls ist 2−j
∗
k1 ∈

[
2
3 , 2x

∗] (dunkle Bereiche in Ab-
bildung 3.6 und Abbildung 3.7), weshalb mit (3.60) und der fallenden Monotonie der
Funktion g̃(x)2 für x ∈

[
2
3 , 2x

∗] die Abschätzung 1
2 ≤ g̃(2−j

∗
k1)

2 ≤ 1 folgt. Mit (3.57)
erhalten wir ∑

j∈N0

∑
|ℓ|≤2⌊j/2⌋

∣∣∣Ψ(h)
j,ℓ (k)

∣∣∣2 ≥ g̃(2−j
∗
k1)

2
∑

|ℓ|≤2⌊j∗/2⌋

g(s(j∗, ℓ))2 ≥ 1

2
.

3. Es sei 2−j∗k1 ∈ [2x∗, 2(1− x∗)]:
Dann ist 2−(j∗+1)k1 ∈ [x∗, 1− x∗] (mittelhelle Bereiche in Abbildung 3.6) und deshalb
folgt

2 g(2−(j∗+1)k1)
2 ≤ 1.

Wir zeigen zunächst ∑
|ℓ|≤2⌊j∗/2⌋

g(s(j∗, ℓ))2 ≥ 2 g(2−(j∗+1)k1)
2. (3.63)
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Abbildung 3.7. Darstellung der Funktion g(x) für x ∈
[
−2

3 ,
2
3

]
mit den verschiedenen Be-

reichen der Fallunterscheidungen im Beweis von Lemma 3.15.

Falls ein ℓ∗ ∈ Z mit |ℓ∗| ≤ 2⌊j
∗/2⌋ und s(j∗, ℓ∗) ∈

(
−1

3 ,
1
3

)
existiert, so gilt (3.63), denn

g(s(j∗, ℓ∗))2 + g(s(j∗, ℓ∗ + 1))2 ≥ 1 ≥ 2 g(2−(j∗+1)k1)
2.

Im Folgenden sei deshalb ℓ∗ ∈ Z mit |ℓ∗| ≤ 2⌊j
∗/2⌋, sodass s(j∗, ℓ∗) ∈

[
1
3 ,

2
3

)
. Es sei in

diesem Fall
s(j∗, ℓ∗) = 2−(j∗+1)k1 + d̆.

Dann ist

−s(j∗, ℓ∗ + 1) = 2−(j∗+1)k1 − s(j∗, ℓ∗) + 2−j
∗
k1 − 2−(j∗+1)k1

= 2−(j∗+1)k1 − s(j∗, ℓ∗) + 2−(j∗+1)k1

= 2−(j∗+1)k1 − d̆ (3.64)

und folglich wegen (3.41)

g(s(j∗, ℓ∗))2 + g(s(j∗, ℓ∗ + 1))2 = g(s(j∗, ℓ∗))2 + g(−s(j∗, ℓ∗ + 1))2

= g(2−(j∗+1)k1 + d̆)2 + g(2−(j∗+1)k1 − d̆)2

≥ 2 g(2−(j∗+1)k1)
2, (3.65)

womit (3.63) erfüllt ist.

Als Nächstes zeigen wir∑
|ℓ|≤2⌊(j∗+1)/2⌋

g(s(j∗ + 1, ℓ))2 ≥ 2 g(2−(j∗+1)k1)
2 + 1 (3.66)
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3 Trigonometrische Shearlets

und unterscheiden dabei, ob j∗ gerade oder ungerade ist. Da sich beide Fälle stark ähneln,
wird hier nur der Fall ungerader j∗ ausgeführt.
Es sei j∗ ungerade. Dann gilt

−(j∗ + 1) +

⌊
j∗ + 1

2

⌋
= −(j∗ + 1) +

j∗ + 1

2
= −j

∗ + 1

2
= −j∗ + j∗ − 1

2
= −j∗ +

⌊
j∗

2

⌋
und es ergeben sich zwei Unterfälle für ℓ ∈ Z.

i) Es sei ℓ ∈ Z mit |ℓ∗| ≤ 2⌊j
∗/2⌋ ungerade:

Dann ist

s(j∗ + 1, ℓ− 1) = 2−
j∗+1

2 k2 − (ℓ− 1)2−(j∗+1)k1 = s

(
j∗,

ℓ− 1

2

)
und

s(j∗ + 1, ℓ+ 1) = 2−
j∗+1

2 k2 − (ℓ− 1 + 2)2−(j∗+1)k1 = s

(
j∗,

ℓ− 1

2
+ 1

)
= s

(
j∗,

ℓ+ 1

2

)
.

Falls s(j∗ + 1, ℓ∗) ∈
(
−1

3 , 0
)
, gilt s(j∗, ℓ∗−1

2 ) ∈
(
0, 23
)
. Mit derselben Idee wie in (3.65)

erhalten wir mit s(j∗, ℓ∗−1
2 ) = 2−(j∗+1)k1 + d̃ und erneut mit Eigenschaft (3.41) die

Abschätzung (3.66), denn∑
|ℓ|≤2⌊(j∗+1)/2⌋

g(s(j∗ + 1, ℓ))2

= g(s(j∗ + 1, ℓ∗ − 1))2 + g(s(j∗ + 1, ℓ∗))2 + g(s(j∗ + 1, ℓ∗ + 1))2

= g

(
s

(
j∗,

ℓ∗ − 1

2

))2

+ g

(
s

(
j∗,

ℓ∗ + 1

2

))2

+ g(s(j∗ + 1, ℓ∗))2

= g(2−(j∗+1)k1 + d̃)2 + g(2−(j∗+1)k1 − d̃)2 + g(s(j∗ + 1, ℓ∗))2

≥ 2 g(2−(j∗+1)k1)
2 + 1.

Im Fall s(j∗ + 1, ℓ∗) ∈
(
0, 13
)

lässt sich die Ungleichung aufgrund der Symmetrie der
zulässigen Funktion g analog zeigen.

ii) Falls ℓ∗ ∈ Z mit |ℓ| ≤ 2⌊j
∗/2⌋ gerade ist, so lässt sich mit s(j∗ + 1, ℓ∗) ∈

(
−1

3 ,
1
3

)
und

ähnlich wie zuvor mit
s(j∗ + 1, ℓ∗ − 1) = 2−(j∗+1)k1 +

≈
d

sowie

−s(j∗ + 1, ℓ∗ + 1) = −2−
j∗+1

2 k2 + ℓ∗ 2−(j∗+1)k1 + 2−(j∗+1)k1

= 2−(j∗+1)k1 − s(j∗ + 1, ℓ∗ − 1) + 2−(j∗+1)k1

= 2−(j∗+1)k1 −
≈
d
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die Ungleichung∑
|ℓ|≤2⌊(j∗+1)/2⌋

g(s(j∗ + 1, ℓ))2 = g(s(j∗ + 1, ℓ∗ − 1))2 + g(s(j∗ + 1, ℓ∗))2 + g(s(j∗ + 1, ℓ∗ + 1))2

= g(2−(j∗+1)k1 +
≈
d)2 + g(2−(j∗+1)k1 −

≈
d)2 + g(s(j∗ + 1, ℓ∗))2

≥ 2 g(2−(j∗+1)k1)
2 + 1

zeigen.

Im Folgenden sei x = 2−(j∗+1)k1 ∈ [x∗, 1− x∗] ⊂
[
1
3 ,

2
3

]
. Mit (3.63) und (3.66) folgt∑

j∈N0

∑
|ℓ|≤2⌊j/2⌋

∣∣∣Ψ(h)
j,ℓ (k)

∣∣∣2 ≥ 2 g̃(2x)2g(x)2 + g̃(x)2
(
2 g(x)2 + 1

)
= 2

[
g̃(2x)2 + g̃(x)2

]
g(x)2 + g̃(x)2

= 2
[
g(x)2 + (1− g(x))2

]
g(x)2 + (1− g(x))2

= 4 g(x)4 − 4 g(x)3 + 3 g(x)2 − 2 g(x) + 1.

Fassen wir die letzte Zeile als Funktion h : [0, 1] → R mit h(z) := 4z4−4z3+3z2−2z+1
auf, so gilt h(z) ≥ h

(
1
2

)
= 1

2 , womit auch in diesem Fall (3.56) bewiesen ist.

Im zweiten Teil des Beweises wird die Abschätzung∑
z∈Z2\{0}

∑
j∈N0

∑
|ℓ|≤2⌊j/2⌋

∣∣∣∣Ψ(h)
j,ℓ (k)Ψ

(h)
j,ℓ (k+

(
N

(h)
j,ℓ

)T
z)

∣∣∣∣ ≤ 1

4
(3.67)

gezeigt. Aufgrund des kompakten Trägers der Fensterfunktionen Ψ
(h)
j,ℓ sind die Summen

in (3.67) endlich und können vertauscht werden. Dazu schreiben wir zunächst

Ψ
(h)
j,ℓ (k+

(
N

(h)
j,ℓ

)T
z) = Ψ(h)

((
N

(h)
j,ℓ

)−T
(k+

(
N

(h)
j,ℓ

)T
z)

)
= Ψ(h)

((
N

(h)
j,ℓ

)−T
k+ z

)
= g̃(2−jk1 + z1) g(s(j, ℓ) + z2)

und erhalten somit für (3.67) die Darstellung∑
z∈Z2\{0}

∑
j∈N0

∑
|ℓ|≤2⌊j/2⌋

∣∣∣∣Ψ(h)
j,ℓ (k)Ψ

(h)
j,ℓ (k+

(
N

(h)
j,ℓ

)T
z)

∣∣∣∣
=

∑
z∈Z2\{0}

∑
j∈N0

∑
|ℓ|≤2⌊j/2⌋

∣∣g̃(2−jk1) g̃(2−jk1 + z1) g(s(j, ℓ)) g(s(j, ℓ) + z2)
∣∣

=

j∗+1∑
j=j∗

g̃(2−jk1)
∑

z1∈Z\{0}

g̃(2−jk1 + z1)
∑

z2∈Z\{0}

∑
|ℓ|≤2⌊j/2⌋

g(s(j, ℓ)) g(s(j, ℓ) + z2).

(3.68)
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Nach der Wahl von j∗ ∈ N0 gilt 2−j
∗
k1 ∈

[
2
3 ,

4
3

]
und da

supp g̃ =

(
−4

3
,−1

3

)
∪
(
1

3
,
4

3

)
,

ist 2−j
∗
k1 + z1 ∈ supp g̃ genau dann erfüllt, wenn z1 = −2. Auf ähnliche Weise gilt

2−(j∗+1)k1 + z1 ∈ supp g̃, falls z1 = −1. Darüber hinaus gilt mit (3.1) die Beziehung

g̃(2−j
∗
k1 − 2) = g(2−(j∗+1)k1 − 1)− g(2−j

∗
k1 − 2)

= 1− g(2−(j∗+1)k1)

= 1−
(
1− g̃(2−(j∗+1)k1)

)
= g̃(2−(j∗+1)k1) (3.69)

und auf analoge Weise

g̃(2−(j∗+1)k1 − 1) = g

(
2−(j∗+2)k1 −

1

2

)
− g(2−(j∗+1)k1 − 1)

= 1− g(2−(j∗+1)k1 − 1)

= g(2−(j∗+1)k1)

= g̃(2−j
∗
k1). (3.70)

Aus (3.69) und (3.70) folgt wegen (3.47)

j∗+1∑
j=j∗

g̃(2−jk1)
∑

z1∈Z\{0}

g̃(2−jk1 + z1)

= g̃(2−j
∗
k1) g̃(2

−j∗k1 − 2) + g̃(2−(j∗+1)k1)g̃(2
−(j∗+1)k1 − 1)

= 2 g̃(2−j
∗
k1) g̃(2

−(j∗+1)k1)

= 2 g̃(2−j
∗
k1)
(
1− g̃(2−j

∗
k1)
)

≤ 1

2
(3.71)

für den linken Teil von (3.68). Für s(j, ℓ) ∈ supp g =
(
−2

3 ,
2
3

)
können drei Fälle auftreten:

Falls s(j, ℓ) ∈
(
−1

3 ,
1
3

)
, so ist g(s(j, ℓ) + z2) = 0 für alle z2 ∈ Z \ {0}. Andererseits gilt

für s(j, ℓ) ∈
(
−2

3 ,−
1
3

)
, dass g(s(j, ℓ) + z2) > 0 genau dann erfüllt ist, wenn z2 = 1 und

für s(j, ℓ) ∈
(
1
3 ,

2
3

)
, dass g(s(j, ℓ) + z2) > 0, falls z2 = −1. Es sei ẑ ∈ Z mit

ẑ =

{
1, falls s(j, ℓ) ∈

(
−2

3 ,−
1
3

)
,

−1, sonst.

Wegen der Zerlegung der Eins aus (2.2) gilt für s(j, ℓ) ∈ supp g∑
z∈Z

g(s(j, ℓ) + z) = g(s(j, ℓ)) + g(s(j, ℓ) + ẑ) = 1
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und deshalb

g(s(j, ℓ))
∑

z2∈Z\{0}

g(s(j, ℓ) + z2) = g(s(j, ℓ)) g(s(j, ℓ) + ẑ) = g(s(j, ℓ))− g(s(j, ℓ))2 ≤ 1

4
.

Da 2
3 ≤ 2−(j∗+1)k1 < 2−j

∗
k1, besteht die Summe über |ℓ| ≤ 2⌊j/2⌋ für j = j∗, j∗ + 1 aus

maximal zwei Summanden, weshalb∑
z2∈Z\{0}

∑
|ℓ|≤2⌊j/2⌋

g(s(j, ℓ)) g(s(j, ℓ) + z2) ≤
1

2
. (3.72)

Mit (3.71) und (3.72) eingesetzt in (3.68) folgt demnach (3.67).

Das Minimum über k ∈ C(h) ∩ Z2 wird beispielsweise für k = (k1, k2)
T = (8, 2)T ange-

nommen. In diesem Fall ist j∗ = 3, da 2−j
∗
k1 = 1 und somit g̃(2−j∗k1) = g̃(2−(j∗+1)k1) =

g(2−(j∗+1)k1) = 1
2 sowie s(j∗, ℓ) = s(3, ℓ) = 1

2 − ℓ und s(j∗ + 1, ℓ) = s(4, ℓ) = 1
2 − 1

2ℓ.
Damit vereinfacht sich (3.59) zu∑

j∈N

∑
|ℓ|≤2⌊j/2⌋

∣∣∣Ψ(h)
j,ℓ ((8, 2)

T)
∣∣∣2

=
4∑
j=3

g̃(2−jk1)
2

∑
|ℓ|≤2⌊j/2⌋

g(s(j, ℓ))2

=
1

4

(
g

(
1

2

)2

+ g

(
−1

2

)2
)

+
1

4

(
g

(
1

2

)2

+ g(0) + g

(
−1

2

)2
)

=
1

4
· 1
2
+

1

4
· 3
2

=
1

2
.

Analog erhält man für (3.60)

∑
z∈Z2\{0}

∑
j∈N0

∑
|ℓ|≤2⌊j/2⌋

∣∣∣∣Ψ(h)
j,ℓ ((8, 2)

T)Ψ
(h)
j,ℓ ((8, 2)

T +
(
N

(h)
j,ℓ

)T
z)

∣∣∣∣
=

4∑
j=3

g̃(2−jk1)
∑

z1∈Z\{0}

g̃(2−jk1 + z1)
∑

z2∈Z\{0}

∑
|ℓ|≤2⌊j/2⌋

g(s(j, ℓ)) g(s(j, ℓ) + z2)

=
1

4
· 2 g

(
1

2

)
g

(
−1

2

)
+

1

4
· 2 g

(
1

2

)
g

(
−1

2

)
=

1

4
· 1
2
+

1

4
· 1
2

=
1

4
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und insgesamt∑
j∈N0

∑
|ℓ|≤2⌊j/2⌋

∣∣∣Ψ(i)
j,ℓ((8, 2)

T)
∣∣∣2 − ∑

z∈Z2\{0}

∑
j∈N0

∑
|ℓ|≤2⌊j/2⌋

∣∣∣∣Ψ(i)
j,ℓ((8, 2)

T)Ψ
(i)
j,ℓ((8, 2)

T +
(
N

(h)
j,ℓ

)T
z)

∣∣∣∣
=

1

2
.

Wir betrachten im Folgenden Teilräume des L2(T2), die Funktionen genau dann enthal-
ten, wenn die Träger der Folge ihrer Fourier-Koeffizienten im horizontalen beziehungsweise
vertikalen Kegel liegen. Dazu definieren wir die Funktionenräume

L̂2(C(i)) :=
{
f ∈ L2(T2) : supp

(
(ck(f))k∈Z2

)
⊂ C(i) ∩ Z2

}
und wollen die vorherigen beiden Lemmata nutzen, um die Frame-Eigenschaft der Systeme
S(i) aus (3.43) in den Teilräumen L̂2(C(i)) zu beweisen. Wir orientieren uns dabei erneut an
den Ideen aus dem Beweis von [12, Theorem 2.1].

Theorem 3.16.
Für i ∈ {h, v} bildet das Funktionensystem S(i) aus (3.43) einen Frame des L̂2(C(i)) mit
Frame-Konstanten A = 1

4 und B = 5
2 .

Beweis. Wir haben zu zeigen, dass für jedes f ∈ L̂2(C(i)) die Abschätzungen

1

4
‖f‖22 ≤

∑
j∈N0

∑
|ℓ|≤2⌊j/2⌋

∑
y∈P(N

(i)
j,ℓ)

∣∣∣〈f, ψ(i)
j,ℓ,y

〉
2

∣∣∣2 ≤ 5

2
‖f‖22

erfüllt sind. Für den Rest des Beweises fixieren wir i ∈ {h, v} und verzichten aus Gründen
der Übersicht auf die Angabe des Parameters in den Formeln. Mit der für k ∈ C(i) ∩ Z2

eindeutigen Darstellung k = h + NT
j,ℓ z mit h ∈ G(NT

j,ℓ) und z ∈ Z2 aus (1.14) sowie der
Parseval-Gleichung (1.17) folgt

∣∣∣〈f, ψj,ℓ,y〉2∣∣∣2 = (detNj,ℓ)
−1

∣∣∣∣∣∣
∑

k∈C(i)∩Z2

ck(f) Ψ̃j,ℓ(k) e
2πikTy

∣∣∣∣∣∣
2

= (detNj,ℓ)
−1

∣∣∣∣∣∣∣
∑

h∈G(NT
j,ℓ)

∑
z∈Z2

ch+NT
j,ℓ z

(f) Ψ̃j,ℓ(h+NT
j,ℓ z) e

2πihTy

∣∣∣∣∣∣∣
2

.

Der Term in der Exponentialfunktion entsteht, da (Nj,ℓ y) ∈ Z2 für y ∈ P(Nj,ℓ), weshalb
e2πiz

TNj,ℓ y = 1 gilt. Der Term im Betrag kann als inverse diskrete Fourier-Transformation
aus Definition 1.6 mit den diskreten Fourier-Koeffizienten

âh :=
∑
z∈Z2

ch+NT
j,ℓ z

(f) Ψ̃j,ℓ(h+NT
j,ℓ z), h ∈ G(NT

j,ℓ), (3.73)
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aufgefasst werden. Wir verwenden die Parseval-Gleichung (1.19) für die diskrete Fourier-
Transformation und erhalten

∑
j∈N0

∑
|ℓ|≤2⌊j/2⌋

∑
y∈P(Nj,ℓ)

∣∣∣〈f, ψj,ℓ,y〉2∣∣∣2 = ∑
j∈N0

∑
|ℓ|≤2⌊j/2⌋

(detNj,ℓ)
−1
∑

y∈P(Nj,ℓ)

∣∣∣∣∣∣∣
∑

h∈G(NT
j,ℓ)

âh e
2πihTy

∣∣∣∣∣∣∣
2

=
∑
j∈N0

∑
|ℓ|≤2⌊j/2⌋

∑
h∈G(NT

j,ℓ)

|âh|2 . (3.74)

Die diskreten Fourier-Koeffizienten âh aus (3.73) sind NT
j,ℓ-periodisch, da sie für alle h ∈

G(NT
j,ℓ) und s ∈ Z2 die Gleichung âh+NT

j,ℓ s
= âh erfüllen [4, Lemma 1.17]. Wegen des kom-

pakten Trägers der Fensterfunktionen Ψj,ℓ sind die auftretenden Summen in (3.74) zudem
stets endlich und können vertauscht werden. Deshalb gilt∑

h∈G(NT
j,ℓ)

|âh|2 =
∑
s∈Z2

∑
h∈G(NT

j,ℓ)

ch+NT
j,ℓ s

(f) Ψ̃j,ℓ(h+NT
j,ℓ s)

×
∑
z∈Z2

ch+NT
j,ℓ (s+z)(f) Ψ̃j,ℓ(h+NT

j,ℓ (s+ z))

=
∑

k∈C(i)∩Z2

ck(f) Ψ̃j,ℓ(k)
∑
z∈Z2

ck+NT
j,ℓ z

(f) Ψ̃j,ℓ(k+NT
j,ℓ z). (3.75)

Anschließend setzen wir (3.75) in (3.74) ein und vertauschen die Summe über j mit der
Summe über z, um zu der Darstellung∑

j∈N0

∑
|ℓ|≤2⌊j/2⌋

∑
y∈P(Nj,ℓ)

∣∣∣〈f, ψj,ℓ,y〉∣∣∣2 = ∑
j∈N0

∑
|ℓ|≤2⌊j/2⌋

∑
k∈C(i)∩Z2

|ck(f)|2 |Ψj,ℓ(k)|2 +R (3.76)

mit

R :=
∑

z∈Z2\{0}

∑
j∈N0

∑
|ℓ|≤2⌊j/2⌋

∑
k∈C(i)∩Z2

ck(f) ck+NT
j,ℓ z

(f) Ψ̃j,ℓ(k) Ψ̃j,ℓ(k+NT
j,ℓ z)

zu gelangen. Die Anwendung der Cauchy-Schwarz-Ungleichung auf die Summe über k ∈ Z2

liefert zunächst

|R| ≤
∑
j∈N0

∑
|ℓ|≤2⌊j/2⌋

∑
z∈Z2\{0}

∑
k∈C(i)∩Z2

∣∣∣ck(f) ck+NT
j,ℓ z

(f)Ψj,ℓ(k)Ψj,ℓ(k+NT
j,ℓ z)

∣∣∣
≤
∑
j∈N0

∑
|ℓ|≤2⌊j/2⌋

∑
z∈Z2\{0}

 ∑
k∈C(i)∩Z2

|ck(f)|2
∣∣Ψj,ℓ(k)Ψj,ℓ(k+NT

j,ℓ z)
∣∣1/2

×

 ∑
k∈C(i)∩Z2

∣∣∣ck+NT
j,ℓ z

(f)
∣∣∣2 ∣∣Ψj,ℓ(k)Ψj,ℓ(k+NT

j,ℓ z)
∣∣1/2
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und die erneute Anwendung der Cauchy-Schwarz-Ungleichung auf die Summe über z ∈
Z2 \ {0} ergibt

|R| ≤
∑
j∈N0

∑
|ℓ|≤2⌊j/2⌋

 ∑
z∈Z2\{0}

∑
k∈C(i)∩Z2

|ck(f)|2
∣∣Ψj,ℓ(k)Ψj,ℓ(k+NT

j,ℓ z)
∣∣1/2

×

 ∑
z∈Z2\{0}

∑
k∈C(i)∩Z2

∣∣∣ck+NT
j,ℓ z

(f)
∣∣∣2 ∣∣Ψj,ℓ(k)Ψj,ℓ(k+NT

j,ℓ z)
∣∣1/2

=
∑
j∈N0

∑
|ℓ|≤2⌊j/2⌋

∑
z∈Z2\{0}

∑
k∈C(i)∩Z2

|ck(f)|2
∣∣Ψj,ℓ(k)Ψj,ℓ(k+NT

j,ℓ z)
∣∣ . (3.77)

Setzen wir die Abschätzung (3.77) in (3.76) ein, so folgt mit (3.8)

∑
j∈N0

∑
|ℓ|≤2⌊j/2⌋

∑
y∈P(Nj,ℓ)

∣∣∣〈f, ψj,ℓ,y〉2∣∣∣2 ≤ ∑
k∈C(i)∩Z2

|ck(f)|2
∑
j∈N

∑
|ℓ|≤2⌊j/2⌋

|Ψj,ℓ(k)|

×
∑
z∈Z2

∣∣Ψj,ℓ(k+NT
j,ℓ z)

∣∣
=

∑
k∈C(i)∩Z2

|ck(f)|2
∑
j∈N0

∑
|ℓ|≤2⌊j/2⌋

|Ψj,ℓ(k)| .

Mit Lemma 3.14 und der Parseval-Gleichung (1.17) erhalten wir schließlich

∑
j∈N0

∑
|ℓ|≤2⌊j/2⌋

∑
y∈P(Nj,ℓ)

∣∣∣〈f, ψj,ℓ,y〉2∣∣∣2 ≤ 5

2

∑
k∈C(i)∩Z2

|ck(f)|2 =
5

2
‖f‖22 . (3.78)

Für den Beweis der Größe der unteren Frame-Konstanten definieren wir zunächst

A(k) :=
∑
j∈N0

∑
|ℓ|≤2⌊j/2⌋

|Ψj,ℓ(k)|2 −
∑

z∈Z2\{0}

∑
j∈N0

∑
|ℓ|≤2⌊j/2⌋

∣∣Ψj,ℓ(k)Ψj,ℓ(k+NT
j,ℓ z)

∣∣
und wegen Lemma 3.15 gilt A := inf

k∈C(i)∩Z2
A(k) = 1

4 . Um den Beweis zu beenden, betrachten

wir (3.76) und erhalten mit (3.77) schließlich

∑
j∈N0

∑
|ℓ|≤2⌊j/2⌋

∑
y∈P(Nj,ℓ)

∣∣∣〈f, ψj,ℓ,y〉2∣∣∣2 ≥ ∑
j∈N0

∑
|ℓ|≤2⌊j/2⌋

∑
k∈C(i)∩Z2

|ck(f)|2 |Ψj,ℓ(k)|2 − |R|

≥
∑

k∈C(i)∩Z2

|ck(f)|2 A(k) (3.79)

≥ 1

4
‖f‖22 .
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Um einen Frame des gesamten Hilbertraums L2(T2) zu konstruieren, folgen wir der Idee aus
dem Fall der klassischen diskreten Shearlets in [28] und definieren die Projektionen PC(i) mit
der Eigenschaft

ck (PC(i) [f ]) = ck(f)χC(i)(k).

Mit der konstanten Funktion φ0(x) = 1 und den Shearlet-Systemen S(i) aus (3.43) definieren
wir das Funktionen-System

S := φ0 ∪ PC(h) [S(h)] ∪ PC(v) [S(v)]

und können zum Abschluss dieses Kapitels das folgende Theorem zeigen.

Theorem 3.17.
Das Funktionen-System S bildet einen Frame des L2(T2) mit Frame-Konstanten A = 1

4 und
B = 5

2 .

Beweis. Wir haben zu zeigen, dass für jedes f ∈ L2(T2) die Ungleichungen

1

4
‖f‖22 ≤

∣∣〈f, φ0〉2
∣∣2 + ∑

i∈{h,v}

∑
j∈N0

∑
|ℓ|≤2⌊j/2⌋

∑
y∈P(N

(i)
j,ℓ)

∣∣∣〈f, PC(i) [ψ
(i)
j,ℓ,y]

〉
2

∣∣∣2 ≤ 5

2
‖f‖22

erfüllt sind. Für die Fourier-Koeffizienten der konstanten Funktion φ0 gilt

ck(φ0) =

{
1, falls k = 0,

0, sonst,

weshalb
∣∣∣〈f, φ0〉2

∣∣∣2 = |c0(f)|2 folgt. Für i ∈ {h, v} lassen sich mit identischen Argumenten,
die zu (3.78) und (3.79) in Theorem 3.16 geführt haben, die Ungleichungen∑

j∈N0

∑
|ℓ|≤2⌊j/2⌋

∑
y∈P(N

(i)
j,ℓ)

∣∣∣〈f, PC(i) [ψ
(i)
j,ℓ,y]

〉
2

∣∣∣2 ≤ 5

2

∑
k∈C(i)∩Z2

|ck(f)|2

und ∑
j∈N0

∑
|ℓ|≤2⌊j/2⌋

∑
y∈P(N

(i)
j,ℓ)

∣∣∣〈f, PC(i) [ψ
(i)
j,ℓ,y]

〉
2

∣∣∣2 ≥ 1

4

∑
k∈C(i)∩Z2

|ck(f)|2

zeigen. Die Behauptung des Theorems ergibt aus den vorherigen beiden Abschätzungen, da

Z2 = 0 ∪
(
C(h) ∪ C(v)

)
∩ Z2.
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4
Detektion von Singularitäten

Zu Beginn des letzten Kapitels dieser Arbeit geben wir zunächst einen Überblick über be-
kannte Resultate und die entsprechende Literatur bezüglich der Detektion von Singularitä-
ten mit klassischen Shearlets. Im Vergleich zu mehrdimensionalen Wavelets sind klassische
Shearlets dazu in der Lage, Singularitäten entlang von Kantenkurven zu detektieren. Die
ersten Resultate in diese Richtung wurden in [39] und aufbauend dazu in [25] durch die
exakte Charakterisierung der Wellenfront einer Funktion mit der kontinuierlichen Shearlet-
Transformation gezeigt.

Wir wollen zunächst die Resultate aus [30, 34] über die Charakterisierung von gerichte-
ten Singularitäten stückweise konstanter Funktionen aufgreifen. Es sei eine Menge T ∈
STAR2(τ) gegeben. Falls einerseits p /∈ ∂T oder falls die zu s = s0 gehörige Richtung nicht
mit der Richtung der Normalen von ∂T im Punkt p ∈ R2 übereinstimmt, dann klingen
die Shearlet-Koeffizienten hinreichend schnell ab. Falls andererseits p ∈ ∂T ein regulärer
Punkt ist und die zu s = s0 gehörige Richtung mit der Richtung der Normalen von ∂T
im Punkt p ∈ R2 übereinstimmt, dann sind die Shearlet-Koeffizienten durch eine positive
Konstante nach unten beschränkt. In [34, Theorem 1.2] wurden Abschätzungen für den Fall
gezeigt, dass p ein Eckpunkt auf dem Rand ∂T ist. Analoge Resultate wurden zudem in
[41] für Shearlets mit kompaktem Träger im Ortsbereich bewiesen. In [29] verallgemeinerten
die Autoren die Betrachtungen auf stückweise glatte Funktionen, deren Ableitungen bis zu
einer gewissen Ordnung auf dem Rand der Menge T verschwinden.

Wie in der Einleitung von [31] bemerkt, können ähnliche Resultate für den diskreten Fall
nicht einfach aus den Abschätzungen für kontinuierliche Shearlets geschlossen werden. Ba-
sierend auf dem Ergebnis für Curvelets in [7], wurde in [33] gezeigt, dass diskrete Kegel-
Shearlets die essentiell-optimale spärliche Approximation von Cartoon-ähnlichen Funktio-
nen ermöglichen. Aus diesem Resultat lässt sich für die diskreten Shearlet-Koeffizienten die
obere Schranke C 2−3j/2 mit einer Konstanten C > 0, die unabhängig vom Skalierungspara-
meter j ist, folgern. In [31] wurde zudem für charakteristische Funktionen χT die Existenz
einer unteren Schranke nachgewiesen, falls das klassische diskrete Shearlet hinreichend dicht
an der Randkurve der Menge T lokalisiert und gleichzeitig entlang der Normalenrichtung
des Randes der Menge orientiert ist. Die oberen und unteren Schranken implizieren, dass
klassische diskrete Kegel-Shearlets dazu genutzt werden können, Sprung-Unstetigkeiten ent-
lang des Randes von charakteristischen Funktionen zu detektieren. In [57] haben wir dieses
Resultat bereits auf den Fall trigonometrischer Shearlets übertragen und ähnliche Abschät-
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zungen bewiesen. Darüber hinaus wurden die Resultate in [57] mit numerischen Beispielen
visualisiert

Der abschließende Teil dieser Arbeit widmet sich der Frage, inwiefern die trigonometrischen
Shearlets aus dem vorherigen Kapitel dazu in der Lage sind, Unstetigkeiten in Richtungsab-
leitungen höherer Ordnung von Cartoon-ähnlichen Funktionen zu erkennen. Damit können
die Resultate aus [31, 57] analog zu denen aus [29] für klassische kontinuierliche Kegel-
Shearlets erweitert werden. Das Ziel ist es, die örtliche Lokalisierung, Richtung und Ord-
nung der Sprungstellen in den Richtungsableitungen anhand der Größe gewisser Shearlet-
Koeffizienten erkennen zu können.

In Abschnitt 4.1 formulieren wir die wichtigsten Resultate dieses Kapitels, welche in den
anschließenden Abschnitten bewiesen werden sollen. In Theorem 4.1 und Theorem 4.2 wer-
den unsere Abschätzungen aus [57] verallgemeinert und bilden somit diskrete Analoga zu
den Resultaten aus [29, Theorem 3.1]. Die beiden Theoreme implizieren, dass die Shearlet-
Koeffizienten genau dann verschwindend klein werden, wenn das jeweilige verschobene Shear-
let nicht hinreichend dicht an der Kantenkurve lokalisiert ist oder nicht entlang der Kanten-
kurve orientiert ist. Die Zerlegung von Funktionen auf dyadischen Quadraten wurde bereits
in [7, 33] im Zusammenhang von essentiell-optimaler spärlicher Approximation Cartoon-
ähnlicher Funktionen verwendet. In Abschnitt 4.2 werden viele dieser Ideen aufgegriffen
und in verschiedenen Lemmata zusammengetragen und verallgemeinert. Diese Hilfsresultate
werden für den Beweis von Theorem 4.1 in Abschnitt 4.3 benötigt. Abschnitt 4.4 beinhal-
tet verschiedene Lokalisierungslemmata über die Größe gewisser Integrale in Abhängigkeit
von der Lokalisierung und Orientierung der trigonometrischen Shearlets. Im finalen Ab-
schnitt 4.5 wird schließlich die untere Schranke aus Theorem 4.2 bewiesen.

4.1 Hauptresultate

Für den Rest des Kapitels sei j ∈ N gerade und wir fixieren die Parameter k = j
2 und α = 1

6 .
Dabei verzichten wir wie im vorherigen Kapitel bei allen von k und α abhängigen Objekten
im Folgenden auf die Angabe dieser Parameter. So schreiben wir für die Matrizen aus (2.22)
und (2.23)

N
(h)
j,ℓ := N

(h)

j, j
2
,ℓ
=

(
2j ℓ 2j/2

0 2j/2

)
, N

(v)
j,ℓ := N

(v)

j, j
2
,ℓ
=

(
2j/2 0

ℓ 2j/2 2j

)
,

und für die Funktionen aus (3.7) gilt

Ψ
(i)
j,ℓ := Ψ

(i)

j, j
2
,ℓ, 1

6

= Ψ
(i)
1
6

((
N

(i)
j,ℓ

)−T
◦
)
, i ∈ {h, v} ,

wobei Ψ(i)
1
6

eine Fensterfunktion aus Definition 3.2 ist. Für die auftretenden Winkel im Fre-
quenzbereich definieren wir

θ
(h)
j,ℓ := arctan(ℓ 2−j/2), θ

(v)
j,ℓ := arccot(ℓ 2−j/2). (4.1)
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π0 π−π

0

π

−π
π0 π−π

0

π

−π

Abbildung 4.1. Links: Eine Menge T ∈ STAR2(τ) ⊂ (−π, π)2 mit Rand ∂T . Rechts: Zerle-
gung von [−π, π)2 in dyadische Quadrate Q ∈ Qj für j = 10, wobei die Quadrate Q ∈ Q0

j

weiß und die Quadrate Q ∈ Q1
j entlang des Randes ∂T dunkel eingefärbt sind.

Zur Vereinfachung der Notation verzichten wir in diesem Kapitel auf die zusätzliche Ver-
schiebung in den Musterpunkten ỹ aus (3.21) in Definition 3.4. Deshalb schreiben wir für
die Translate der trigonometrischen Shearlets für gerades j ∈ N, ℓ ∈ Z mit |ℓ| < 2j/2,
y ∈ P(N

(i)
j,ℓ) und i ∈ {h, v}

ψ
(i)
j,ℓ,y := ψ

(i)

j, j
2
,ℓ,

≈
y, 1

6

= 2−3j/4
∑
k∈Z2

Ψ
(i)
j,ℓ(k) e

ikT(◦−2πy). (4.2)

mit
≈
y :=

y + (2−j−1, 0)T, falls y ∈ P
(
N

(h)
j,ℓ

)
,

y + (0, 2−j−1)T, falls y ∈ P
(
N

(v)
j,ℓ

)
.

Es sei bemerkt, dass alle Resultate dieses Kapitels, insbesondere die Haupttheoreme, auch
für Verschiebungen auf den Punkten ỹ formuliert und analog bewiesen werden können.

Die Analyse von Funktionen auf dyadischen Quadraten ist das zentrale Hilfsmittel für den
Beweis von Theorem 4.1. Für j ∈ N0 bezeichne Qj die Menge aller dyadischen Quadrate
Q ⊆ [−π, π)2 von der Form

Q =
[
2πk1 2

−j/2 − π, 2π(k1 + 1) 2−j/2 − π
)
×
[
2πk2 2

−j/2 − π, 2π(k2 + 1) 2−j/2 − π
)

(4.3)

mit k1, k2 = 0, . . . , 2j/2−1. Für Funktionen ϕ ∈ C∞
0

(
R2
)

mit suppϕ ⊂ (−π, π)2 und Q ∈ Qj

definieren wir

ϕQ(x) := ϕ
(
2j/2(x1 + π)− π(2k1 − 1), 2j/2(x2 + π)− π(2k2 − 1)

)
(4.4)
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und fordern, dass die Funktion ϕ für alle x ∈ [−π, π)2 eine glatte Zerlegung der Eins∑
Q∈Qj

ϕQ(x) = 1 (4.5)

ermöglicht.

Es sei eine Menge T ∈ STAR2(τ) gegeben. Die Menge Q1
j ⊂ Qj enthalte alle dyadischen

Quadrate, in denen der Rand ∂T den Träger von ϕQ schneidet. Für die nicht geschnittenen
Quadrate definieren wir die Menge Q0

j := Qj \ Q1
j . Mit der glatten Zerlegung (4.5) durch

die Funktionen ϕQ aus (4.4) lässt sich jede Funktion f : [−π, π)2 → R als

f =
∑
Q∈Qj

fQ =
∑
Q∈Q0

j

fQ +
∑
Q∈Q1

j

fQ (4.6)

mit fQ := f ϕQ schreiben. Ein Beispiel für die Zerlegung einer Funktion auf dyadischen
Quadraten ist in Abbildung 4.1 dargestellt.

Der Rand ∂T sei beschrieben durch eine Kurve γ : [0, 2π) → ∂T mit der Parametrisierung

γ(x) = x0 + ρ(x)

(
cosx
sinx

)
aus (1.13). Für alle x ∈ ∂T sei der Normaleneinheitsvektor von ∂T im Punkt x gegeben
durch n(x) = (cos(ϑx), sin(ϑx))

T mit ϑx ∈ [0, 2π).

Für die zwei Haupresultate dieses Kapitels benötigen wir Cartoon-ähnliche Funktionen aus
Definition 1.3, gegeben durch

f = f0 + f1χT ∈ Eu+1(τ)

mit u > 4 und ihre 2π-Periodisierung f2π aus Definition 1.11. Ausgehend von einer Fenster-
funktion Ψ(i) ∈ W2q mit 2q ≥ u und i ∈ {h, v} aus Definition 3.2 sei ein trigonometrisches
Shearlet ψ(i)

j,ℓ,y aus (4.2) gegeben. Damit können wir die Hauptresultate dieses Kapitels für
die Funktionen f2π und ψ

(i)
j,ℓ,y formulieren.

Theorem 4.1.
Es seien ein hinreichend großes und gerades j ∈ N und ℓ ∈ Z mit |ℓ| < 2j/2 sowie y ∈
P(N

(i)
j,ℓ) gegeben. Für jedes Q ∈ Q1

j sei x0 := x0(Q) ∈ ∂T ∩ Q beliebig gewählt. Ferner sei
n := n(Q) ∈ N0 mit n < u, sodass

∂mΘ(ϑ)[f1](x) = 0 und ∂nΘ(ϑ)[f1](x) 6= 0, falls 0 ≤ m < n,

f1(x) 6= 0, falls n = 0,

für alle x ∈ ∂T ∩ Q und alle ϑ ∈
(
θ
(i)
j,ℓ−2, θ

(i)
j,ℓ+2

)
erfüllt ist. Dann gibt es eine Konstante

C1 > 0, sodass

∣∣∣〈f2π, ψ(i)
j,ℓ,y

〉
2

∣∣∣ ≤ C1 2
−3j/4

∑
Q∈Q1

j

(
1 + 2j/2

∣∣∣sin(θ(i)j,ℓ − ϑx0)
∣∣∣)−5/2

2jn
(
1 + 2j |2πy − x0|22

)q ,
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4.2 Zerlegung von Funktionen auf dyadischen Quadraten

wobei C1 = C1(f,Ψ
(i), T ) nicht von j, ℓ und y abhängt.

Für ε > 0, eine Menge T ∈ STAR2(τ) und y ∈ P(N
(i)
j,ℓ) benötigen wir im Folgenden die

Umgebung
Uε(y) := Uε,T (y) := ∂T ∩Bε(2πy). (4.7)

Theorem 4.2.
Es seien 0 < ε0 ≤ 1, ein hinreichend großes und gerades j ∈ N und ℓ ∈ Z mit |ℓ| < 2j/2

sowie y ∈ P(N
(i)
j,ℓ) gegeben. Zudem seien die folgenden Voraussetzungen erfüllt:

i) Für ε = ε0 2
−j/2 existiere x0 ∈ Uε(y) mit ϑx0 ∈

(
θ
(i)
j,ℓ−2, θ

(i)
j,ℓ+2

)
.

ii) Für n ∈ N0 mit 4(n+ 1) < u gelte

∂mΘ(ϑ)[f1](x) = 0 und ∂nΘ(ϑ)[f1](x) 6= 0, falls 0 ≤ m < n,

f1(x) 6= 0, falls n = 0,

für alle x ∈ Uε(y) und alle ϑ ∈
(
θ
(i)
j,ℓ−2, θ

(i)
j,ℓ+2

)
.

Dann gibt es eine Konstante C2 > 0, sodass∣∣∣〈f2π, ψ(i)
j,ℓ,y

〉
2

∣∣∣ ≥ C2 2
−j(3/4+n),

wobei C2 = C2(f,Ψ
(i), T, ε0) nicht von j, ℓ und y abhängt.

Bemerkung 4.3.
Die beiden Hauptresultate aus [57, Abschnitt 3] finden sich als Spezialfälle in den obigen
beiden Theoremen wieder. In Theorem 4.1 ist dies der Fall für n = 0 und in Theorem 4.2,
falls f = χT aus Definition 1.3 als charakteristische Funktion mit f0 = 0 und f1 = 1 gewählt
wird. Die oberen und unteren Schranken in den Theoremen wurden zudem in [57, Abschnitt
4] mit numerischen Beispielen visualisiert.

4.2 Zerlegung von Funktionen auf dyadischen Quadraten

Die Hilfsresultate in diesem Abschnitt bilden die Grundlage für den Beweis von Theorem 4.1.
Die Abhängigkeit der auftretenden Konstanten im vorherigen Abschnitt beschreiben wir
durch die zu den jeweiligen Funktionen gehörigen Parameter, sodass beispielsweise für die
Konstante C(f,Ψ(i)) im Folgenden C(u, q) geschrieben wird. Für den Rest des Kapitels sei
die Funktion ϕ ∈ C∞

0

(
R2
)

mit suppϕ ⊂ (−π, π)2 fest gewählt, sodass die Abhängigkeit
aller auftretenden Konstanten von ϕ nicht weiter erwähnt wird. Für die Resultate dieses
Abschnitts benötigen wir zudem die Funktionen

ϕj(x) := ϕ
(
2j/2x

)
. (4.8)

Die Beweisideen für das nachstehende Lemma finden sich in [7, 33].
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4 Detektion von Singularitäten

Lemma 4.4.
Es sei eine Fensterfunktion Ψ(i) ∈ Wq für ein beliebiges q ∈ N0 und i ∈ {h, v} gegeben.
Dann gilt für Funktionen der Form fj = f ϕj mit f ∈ Cu

(
R2
)

für u ∈ N0 und r ∈ N2
0 die

Abschätzung ∫
suppΨ

(i)
j,ℓ

∣∣∂r [Ffj ] (ξ)∣∣2dξ ≤ C(u, r) 2−j(2u+1+|r|1).

Beweis. Nach der Definition in (4.8) ist ϕj ∈ C∞
0

(
R2
)

und mit der Voraussetzung f ∈
Cu
(
R2
)

folgt fj ∈ Cu0
(
R2
)
. Wegen des kompakten Trägers ist zudem (ix)|r|1fj ∈ L1(R2),

weshalb sich mit Lemma 1.9 i) Ffj ∈ C |r|1(R2) ergibt. Mit der multivariaten Leibniz-Regel
(1.11) folgt

∂(u,0)fj =

u∑
s=0

(
u

s

)
∂(s,0)ϕj ∂

(u−s,0)f =

u∑
s=0

ηs,

wobei ηs :=
(
u
s

)
∂(s,0)ϕj ∂

(u−s,0)f . Die Funktion ηs ist s-mal stetig differenzierbar bezüglich
der Variablen ξ1. Für 0 ≤ t ≤ s haben wir∥∥∥∂(s+t,0)ϕj∥∥∥

R2,∞
=

∥∥∥∥2j(s+t)/2 ∂s+tϕ∂ξs+t1

(
2j/2◦

)∥∥∥∥
R2,∞

≤ C1 2
j(s+t)/2 ≤ C1 2

js,

was sich verwenden lässt, um∥∥∥∂(s,0)ηs∥∥∥
R2,∞

=

∥∥∥∥∥
(
u

s

) s∑
t=0

(
s

t

)
∂(s+t,0)ϕj ∂

(u−t,0)f

∥∥∥∥∥
R2,∞

≤ C2(u) 2
js

zu zeigen. Aus der Definition der Funktion ϕj in (4.8) folgt für ihren Träger |suppϕj | ≤ C 2−j

und mit der Eigenschaft (1.22) der Fourier-Transformation und der Formel von Plancherel
in (1.23) erhalten wir∫

R2

∣∣(2π)(i ξ1)sFηs(ξ)∣∣2dξ =

∫
R2

∣∣∣∂(s,0)ηs(x)∣∣∣2 dx ≤ C2(u) 2
j(2s−1).

Wegen Lemma 3.7 gilt für die Variable ξ1 ∈ suppΨ
(i)
j,ℓ die Abschätzung 2j

3 ≤ ξ1 ≤ 2j+1,
welche zu(

2π

(
2j

3

)s)2 ∫
suppΨ

(i)
j,ℓ

∣∣Fηs(ξ)∣∣2dξ ≤
∫
suppΨ

(i)
j,ℓ

∣∣(2π)(i ξ1)sFηs(ξ)∣∣2dξ ≤ C2(u) 2
j(2s−1)

führt und ∫
suppΨ

(i)
j,ℓ

∣∣Fηs(ξ)∣∣2dξ ≤ C3(u) 2
−j für alle 0 ≤ s ≤ u (4.9)

impliziert. Mit der Linearität der Fourier-Transformation und der erneuten Verwendung der
Eigenschaft (1.22) erhalten wir

(i ξ1)
uFfj = F

[
∂(u,0)fj

]
=

u∑
s=0

Fηs.
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4.2 Zerlegung von Funktionen auf dyadischen Quadraten

Zusammen mit (4.9) ergibt sich∫
suppΨ

(i)
j,ℓ

∣∣Ffj(ξ)∣∣2dξ ≤ C4(u) 2
−2ju

∫
suppΨ

(i)
j,ℓ

∣∣(i ξ1)uFfj(ξ)∣∣2dξ
= C4(u) 2

−2ju

∫
suppΨ

(i)
j,ℓ

∣∣∣∣∣
u∑
s=0

Fηs(ξ)

∣∣∣∣∣
2

dξ

≤ C4(u) 2
−2ju

u∑
s=0

∫
suppΨ

(i)
j,ℓ

∣∣Fηs(ξ)∣∣2dξ
≤ C5(u) 2

−j(2u+1), (4.10)

wobei die zweite Abschätzung durch die Anwendung der Cauchy-Schwarz-Ungleichung ent-
steht.

Im Folgenden nutzen wir eine Idee aus dem Beweis von [7, Korollar 6.6] und betrachten die
Funktion

xrfj(x) = 2−j|r|1/2f(x) 2j|r|1/2 xrϕj (x) = 2−j|r|1/2 f(x)ϕr

(
2j/2 x

)
, (4.11)

wobei ϕr(x) := xr ϕ(x). Wir sehen, dass ϕr
(
2j/2◦

)
∈ C∞

0

(
R2
)

mit
∣∣suppϕr (2j/2◦)∣∣ ≤

2−j erfüllt ist. Deshalb genügt die Fourier-Transformation der Funktion f(x)ϕr
(
2j/2x

)
der

Ungleichung (4.10) mit einer Konstanten C6(u, r). Wir verwenden erneut Eigenschaft (1.22)
der Fourier-Transformation, um

∂rFfj(ξ) = F [(i ◦)rfj(◦)] (ξ) = ir 2−j|r|1/2F
[
f(◦)ϕr

(
2j/2◦

)]
(ξ) (4.12)

zu folgern und schlussendlich∫
suppΨ

(i)
j,ℓ

∣∣∂rFfj(ξ)∣∣2dξ = 2−j|r|1
∫
suppΨ

(i)
j,ℓ

∣∣∣F [f(◦)ϕr (2j/2◦)] (ξ)∣∣∣2 dξ
≤ C6(u, r) 2

−j(2u+1+|r|1)

zu erhalten.

Mit dem vorherigen Lemma lässt sich die folgende Abschätzung zeigen.

Lemma 4.5.
Es sei eine Fensterfunktion Ψ(i) ∈ Wq mit q ∈ N und i ∈ {h, v} gegeben. Dann gilt für
Funktionen der Form fj = f ϕj mit f ∈ Cu

(
R2
)

für u ∈ N0 und r ∈ N2
0 mit |r|1 ≤ q die

Abschätzung ∥∥∥∂r [F [fj ] Ψ
(i)
j,ℓ

]∥∥∥2
suppΨ

(i)
j,ℓ,2

≤ C(u, q) 2−j(2u+1+|r|1).
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4 Detektion von Singularitäten

Beweis. Für die partielle Ableitung des Produkts in der Norm nutzen wir die multivariate
Leibniz-Regel (1.11) und erhalten∥∥∥∂r [F [fj ] Ψ

(i)
j,ℓ

]∥∥∥2
suppΨ

(i)
j,ℓ,2

≤
∑

0≤s≤r

(
r

s

)∫
R2

∣∣∣∂s [Ffj ] (ξ) ∂r−s
[
Ψ

(i)
j,ℓ

]
(ξ)
∣∣∣2 dξ.

Lemma 3.11 impliziert, dass für alle ξ ∈ R2 die Ungleichung∣∣∣∂r−s
[
Ψ

(i)
j,ℓ

]
(ξ)
∣∣∣2 ≤ C1(q) 2

−j(|r|1−|s|1)

unabhängig vom Orientierungsparameter ℓ gilt. Zusammen mit Lemma 4.4 ergibt sich∥∥∥∂r (F [fj ] Ψ
(i)
j,ℓ

)∥∥∥2
suppΨ

(i)
j,ℓ,2

≤
∑

0≤s≤r

(
r

s

)
sup
ξ∈R2

∣∣∣∂r−s
[
Ψ

(i)
j,ℓ

]
(ξ)
∣∣∣2 ∫

suppΨ
(i)
j,ℓ

∣∣∂s [Ffj ] (ξ)∣∣2dξ
≤
∑

0≤s≤r

(
r

s

)
C2(u, q) 2

−j(|r|1−|s|1) 2−j(2u+1+|s|1)

= C3(u, q) 2
−j(2u+1+|r|1),

womit das Lemma bewiesen ist.

Wir greifen die Überlegungen aus [7, Abschnitt 6.1] auf und nehmen im Folgenden an,
dass der Rand ∂T für j ≥ j0 auf dem Träger der Funktion ϕQ mit Q ∈ Q1

j entweder als
Graph (x1, t(x1))

T oder als Graph (t(x2), x2)
T parametrisiert werden kann. Dies führt zur

Definition von sogenannten Standard-Kantenstücken.

Definition 4.6.
Für x2 ∈

[
−2−j/2, 2−j/2

]
sei (t(x2), x2)T eine Parametrisierung von ∂T mit t(0) = t′(0) = 0.

Für f ∈ Cu
(
R2
)

nennen wir
Kj := f ϕj χ{x :x1≥t(x2)}

Standard-Kantenstück.

Im Folgenden bezeichnen wir mit Kj,x0,ϑ ein beliebiges Kantenstück, dessen Tangente im
Punkt x0 ∈ ∂T in die Richtung Θ(ϑ) = (cosϑ, sinϑ)T mit ϑ := ϑx0 ∈ [0, 2π) zeigt. Dann
ist Kj = Kj,0,0 ein Standard-Kantenstück. In [7, Korollar 6.7] wurde begründet, dass ein
beliebiges Kantenstück Kj,x0,ϑ nicht durch Rotation und Translation aus einem Standard-
Kantenstück erhalten werden kann. Dennoch gibt es den Zusammenhang der Fourier-Trans-
formation

FKj,x0,ϑ(ξ) = e−ixT
0 ξ FKj(R

T
ϑ ξ), (4.13)

wobei Rϑ eine Rotationsmatrix um den Winkel ϑ ∈ [0, 2π) ist. Wir können das folgende
Lemma herleiten, welches [57, Lemma 6] verallgemeinert und dessen Beweisidee auf [33,
Proposition 2.1] beruht.
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Lemma 4.7.
Für i ∈ {h, v} und q ∈ N0 sei Ψ(i) ∈ Wq gegeben. Außerdem sei Kj,0,ϑ mit ϑ ∈

(
θ
(i)
j,ℓ−2, θ

(i)
j,ℓ+2

)
ein beliebiges Kantenstück und fj = f ϕj eine Funktion, für die ∂n

Θ(θ
(i)
j,ℓ)
fj = Kj,0,ϑ mit n ∈ N0

gelte. Dann haben wir für r ∈ N2
0 die Abschätzung

∫
suppΨ

(i)
j,ℓ

∣∣∂r [Ffj ] (ξ)∣∣2dξ ≤ C(n, r) 2−j(3/2+2n+|r|1)
(
1 + 2j/2

∣∣∣sin(θ(i)j,ℓ − ϑ)
∣∣∣)−5

.

Beweis. Wir nutzen die Idee aus (4.11) im Beweis von Lemma 4.4 und betrachten

xrfj(x) = 2−j|r|1/2 f(x)ϕr

(
2j/2 x

)
= 2−j|r|1/2fj,r(x)

mit fj,r := f ϕr
(
2j/2 ◦

)
. Für die Funktion fj,r gilt ebenfalls ∂n

Θ(θ
(i)
j,ℓ)
fj,r = Kj,0,ϑ und mit

(4.12) und (1.24) folgt

∫
suppΨ

(i)
j,ℓ

∣∣∂r [Ffj ] (ξ)∣∣2dξ = 2−j|r|1
∫

suppΨ
(i)
j,ℓ

∣∣Ffj,r(ξ)∣∣2dξ
= 2−j|r|1

∫
suppΨ

(i)
j,ℓ

∣∣∣∣(ΘT(θ
(i)
j,ℓ) ξ

)−n
F [Kj,0,ϑ](ξ)

∣∣∣∣2 dξ. (4.14)

Wir benötigen im Folgenden das Ergebnis aus [7, Theorem 6.1]. Dort wird die Abschätzung

∫
|ρ|∈Ij

∣∣∣FKj

(
ρΘ(θ − ϑ)

)∣∣∣2 dρ ≤ C 2−2j
(
1 + 2j/2 |sin (θ − ϑ)|

)−5
(4.15)

der Fourier-Transformation eines Kantenstücks angegeben, wobei Ij =
[
2j−1, 2j+1

]
. In Po-

larkoordinaten ξ = ρΘ(θ) mit ρ = |ξ|2 gilt für das auftretende Skalarprodukt in (4.14)

∣∣∣ΘT(θ
(i)
j,ℓ) ξ

∣∣∣ = ∣∣∣ρ cos
(
θ
(i)
j,ℓ − θ

)∣∣∣ ≥ C2 |ρ| > 0, (4.16)

falls θ ∈
(
θ
(i)
j,ℓ−2, θ

(i)
j,ℓ+2

)
. Wegen Lemma 3.7 ist suppΨ

(i)
j,ℓ ⊂W

(i)
j,ℓ und aus Lemma 3.8 folgt

(
θ
(i)
j,ℓ+2 − θ

(i)
j,ℓ−2

)
≤ C3 2

−j/2. (4.17)
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Wir betrachten das Integral aus (4.14) in Polarkoordinaten und verwenden (4.15), (4.16)
und (4.17), um

∫
suppΨ

(i)
j,ℓ

∣∣∂r [Ffj ] (ξ)∣∣2dξ = 2−j|r|1

θ
(i)
j,ℓ+2∫

θ
(i)
j,ℓ−2

2j+1∫
2j

3

∣∣∣∣(ρ cos
(
θ
(i)
j,ℓ − θ

))−n
FKj

(
ρΘ(θ − ϑ)

)∣∣∣∣2 ρ dρ dθ

≤ C4(n, r) 2
−j(1+2n+|r|1)

θ
(i)
j,ℓ+2∫

θ
(i)
j,ℓ−2

(
1 + 2j/2

∣∣sin(θ − ϑ)
∣∣)−5

dθ

≤ C5(n, r) 2
−j(3/2+2n+|r|1)

(
1 + 2j/2

∣∣∣sin(θ(i)j,ℓ − ϑ)
∣∣∣)−5

zu erhalten.

Mit dem vorherigen Lemma ist es möglich, eine zu Lemma 4.5 analoge Abschätzung anzu-
geben.

Lemma 4.8.
Für i ∈ {h, v} und q ∈ N0 sei Ψ(i) ∈ Wq gegeben. Außerdem sei Kj,0,ϑ mit ϑ ∈

(
θ
(i)
j,ℓ−2, θ

(i)
j,ℓ+2

)
ein beliebiges Kantenstück und fj = f ϕj eine Funktion, für die ∂n

Θ(θ
(i)
j,ℓ)
fj = Kj,0,ϑ mit n ∈ N0

gelte. Dann haben wir für r ∈ N2
0 die Abschätzung∥∥∥∂r [F [fj ] Ψ

(i)
j,ℓ

]∥∥∥2
suppΨ

(i)
j,ℓ,2

≤ C(n, q) 2−j(3/2+2n+|r|1)
(
1 + 2j/2

∣∣∣sin(θ(i)j,ℓ − ϑ)
∣∣∣)−5

.

Beweis. Wir wiederholen die Beweisschritte aus Lemma 4.5 und nutzen Lemma 4.7 anstatt
Lemma 4.4 im letzten Schritt.

Das abschließende Lemma fasst die Resultate dieses Abschnitts zusammen und beinhaltet
Abschätzungen ähnlich zu denen in Lemma 4.5 beziehungsweise Lemma 4.8, dieses Mal
jedoch bezüglich des Differentialoperators Lq aus (1.10).

Lemma 4.9.
Für i ∈ {h, v} und q ∈ N0 sei Ψ(i) ∈ Wq gegeben. Wir betrachten Funktionen der Form
fj,0 := f0 ϕj mit f0 ∈ Cu0

(
[−π, π)2

)
für u ∈ N0 beziehungsweise für beliebige Kantenstücke

Kj,0,ϑ mit ϑ ∈
(
θ
(i)
j,ℓ−2, θ

(i)
j,ℓ+2

)
sei fj,1 := f1 ϕj eine Funktion, für die ∂n

Θ(θ
(i)
j,ℓ)
fj,1 = Kj,0,ϑ mit

n ∈ N0 gelte. Dann existieren Konstanten C1(u, q), C2(n, q) > 0, sodass

∥∥∥Lq [F [h] Ψ
(i)
j,ℓ

]∥∥∥2
suppΨ

(i)
j,ℓ,2

≤


C1(u, q) 2

−j(2u+1), falls h = fj,0,

C2(n, q) 2
−j(3/2+2n)(

1 + 2j/2
∣∣∣sin(θ(i)j,ℓ − ϑ

)∣∣∣)5 , falls h = fj,1.
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4.3 Beweis von Theorem 4.1

Beweis. Der Differentialoperator Lq lässt sich mittels (1.10) schreiben als

Lq =

q∑
s=0

(
q

s

)
2js

∑
|r|1=s

(
s

r

)
∂2r.

Setzen wir dies in das gesuchte Integral ein, erhalten wir mit der Dreiecksungleichung und
der Cauchy-Schwarz-Ungleichung angewandt auf die Summe über s

∥∥∥Lq [F [h] Ψ
(i)
j,ℓ

]∥∥∥2
suppΨ

(i)
j,ℓ,2

=

∥∥∥∥∥∥
q∑
s=0

(
q

s

)
2js

∑
|r|1=s

(
s

r

)
∂2r
[
F [h] Ψ

(i)
j,ℓ

]∥∥∥∥∥∥
2

suppΨ
(i)
j,ℓ,2

≤

 q∑
s=0

(
q

s

)
2js

∥∥∥∥∥∥
∑
|r|1=s

(
s

r

)
∂2r
[
F [h] Ψ

(i)
j,ℓ

]∥∥∥∥∥∥
suppΨ

(i)
j,ℓ,2


2

≤ (q + 1)

q∑
s=0

(
q

s

)2

22js

∥∥∥∥∥∥
∑
|r|1=s

(
s

r

)
∂2r
[
F [h] Ψ

(i)
j,ℓ

]∥∥∥∥∥∥
2

suppΨ
(i)
j,ℓ,2

.

Mit denselben Argumenten folgt für die verbleibende Summe in der Norm

∥∥∥Lq [F [h] Ψ
(i)
j,ℓ

]∥∥∥2
suppΨ

(i)
j,ℓ,2

≤ (q + 1)

q∑
s=0

(
q

s

)2

22js (s+ 1)
∑
|r|1=s

(
s

r

)2

×
∥∥∥∂2r [F [h] Ψ

(i)
j,ℓ

]∥∥∥2
suppΨ

(i)
j,ℓ,2

und die Aussage des Lemmas folgt durch das Einsetzen der entsprechenden Abschätzungen
der Normen aus Lemma 4.5 und Lemma 4.8.

Lemma 4.9 spielt eine zentrale Rolle im Beweis von Theorem 4.1. Dabei werden die glat-
ten Funktionen fj = f ϕj aus diesem Abschnitt mit Funktionen fQ = f ϕQ mit Q ∈ Q0

j

identifiziert, die auf den dyadischen Quadraten definiert sind, welche ∂T nicht schneiden.
Auf ähnliche Weise identifizieren wir Funktionen fQ = f ϕQ mit Q ∈ Q1

j auf dyadischen
Quadraten, welche die Kantenkurve schneiden, mit den entsprechenden rotierten und ver-
schobenen Kantenstücken Kj,x0,ϑ beziehungsweise Funktionen, deren Richtungsableitungen
Kantenstücke darstellen.

4.3 Beweis von Theorem 4.1

Es seien eine Menge T ∈ STAR2(τ) und f = f χT ∈ Eu+1(τ) gegeben. Für j ∈ N0 bezeichne
Qj wie in Abschnitt 4.2 die Menge aller dyadischen Quadrate Q ⊆ [−π, π)2 von der Form
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4 Detektion von Singularitäten

(4.3). Mit den Funktionen ϕQ ∈ C∞
0

(
R2
)

für Q ∈ Qj aus (4.4), welche die Zerlegungseigen-
schaft (4.5) erfüllen, lässt sich mit der Notation fQ := fϕQ analog zu (4.6) die Zerlegung

f =
∑
Q∈Qj

fQ =
∑
Q∈Q0

j

fQ +
∑
Q∈Q1

j

fQ (4.18)

angeben. Dabei gelte wie in Abschnitt 4.2, dass Q ∈ Q1
j ⊆ Qj , falls ∂T∩Q 6= ∅. Die nicht von

der Kurve geschnittenen Quadrate seien mit Q0
j = Qj \Q1

j bezeichnet. Wie in [7, Abschnitt
5.1] bemerkt, existieren Konstanten C1, C2 > 0, sodass∣∣Q0

j

∣∣ ≤ C1 2
j ,

∣∣Q1
j

∣∣ ≤ C2 2
j/2. (4.19)

Gemäß Definition 1.11 bezeichnet f2πQ die 2π-Periodisierung der Funktion fQ. Da fQ ∈ L1(R2),
sind die Fourier-Koeffizienten von f2πQ wegen Lemma 1.12 von der Form

ck(f
2π
Q ) = F [fQ](k), k ∈ Z2.

Da fQ einen kompakten Träger besitzt, gilt (ix)2q fQ(x) ∈ L1(R2) und deshalb folgt mit
Lemma 1.9 ii), dass F [fQ] ∈ C2q(R2) für q ∈ N. Nach der Voraussetzung von Theorem 4.1
ist Ψ

(i)
j,ℓ ∈ W2q mit 2q > 4, weshalb F [fQ] Ψ

(i)
j,ℓ ∈ C2q

0 (R2) gilt. Wegen Lemma 1.10 genügt
dieses Produkt der Voraussetzung von Theorem 1.13, weshalb mit der Parseval-Gleichung
und der Poisson-Summationsformel aus (1.27)〈

f2πQ , ψ
(i)
j,ℓ,y

〉
2
= 2−3j/4

∑
k∈Z2

F [fQ](k)Ψ
(i)
j,ℓ(k) e

2πikTy = 2−3j/4
∑
n∈Z2

SQ(n) (4.20)

mit

SQ(n) := F−1
[
F [fQ]Ψ

(i)
j,ℓ

] (
2π(y + n)

)
=

∫
R2

F [fQ](ξ)Ψ
(i)
j,ℓ(ξ) e

2πiξT(y+n) dξ (4.21)

folgt. Da F [fQ] Ψ
(i)
j,ℓ ∈ C2q

0 (R2), kann partielle Integration in beiden Variablen für r ∈ N2
0

mit |r|1 ≤ q verwendet werden, um

SQ(n) =
(
2πi(y + n)

)−2r
∫
R2

∂2r
[
F [fQ] Ψ

(i)
j,ℓ

]
(ξ) e2πiξ

T(y+n)dξ

zu erhalten. Mit der Beziehung(
1 + 2j |2π(y + n)|22

)q
=

q∑
s=0

(
q

s

)
2js

∑
|r|1=s

(
s

r

)(
2π(y + n)

)2r
und der Darstellung des Differentialoperators Lq in (1.10) folgt

(
1 + 2j |2π(y + n)|22

)q
SQ(n) =

 q∑
s=0

(
q

s

)
2js

∑
|r|1=s

(
s

r

)(
2π(y + n)

)2rSQ(n)

= i−2r

∫
R2

Lq
[
F [fQ] Ψ

(i)
j,ℓ

]
(ξ) e2πiξ

T(y+n)dξ. (4.22)
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4.3 Beweis von Theorem 4.1

Wegen Lemma 4.9 ist Lq
[
F [fQ] Ψ

(i)
j,ℓ

]
∈ L2(R2) und mit der Folgerung (1.4) aus der Hölder-

Ungleichung für p = 1 und s = 2 sowie der Beschränktheit des Trägers der Funktion Ψ
(i)
j,ℓ

aus (3.9) gilt ∥∥∥Lq [F [fQ] Ψ
(i)
j,ℓ

]∥∥∥
suppΨ

(i)
j,ℓ,1

≤ 23j/4
∥∥∥Lq [F [fQ] Ψ

(i)
j,ℓ

]∥∥∥
suppΨ

(i)
j,ℓ,2

. (4.23)

Deshalb folgt mit (4.22) und (4.23) die Abschätzung∣∣SQ(n)∣∣ ≤ 23j/4
(
1 + 2j |2π(y + n)|22

)−q ∥∥∥Lq [F [fQ] Ψ
(i)
j,ℓ

]∥∥∥
suppΨ

(i)
j,ℓ,2

.

Mit der Monotonie der endlichen Vektornormen und der umgekehrten Dreiecksungleichung
erhalten wir

|2π(y + n)|2 ≥ |2π(y + n)|∞ ≥ π (2 |n|∞ − 2 |y|∞) ≥ π(2 |n|∞ − 1)

für n ∈ Z2 \ {0}, wobei in der zweiten Ungleichung |y|∞ ≤ 1
2 für y ∈ P(N

(i)
j,ℓ) verwendet

wurde. Wegen der Beziehung
∣∣{n ∈ Z2 : |n|∞ = k, k ∈ N

}∣∣ = 8k folgt

∑
n∈Z2\{0}

(
1 + 2j |2π(y + n)|22

)−q
≤ C(q) 2−jq

∞∑
k=1

∑
|n|∞=k

(2 |n|∞ − 1)−2q

= C(q) 2−jq
∞∑
k=1

8k

(2k − 1)2q

≤ C̃(q) 2−jq

und deshalb

2−3j/4
∑

n∈Z2\{0}

∣∣SQ(n)∣∣ ≤ C̃(q) 2−jq
∥∥∥Lq [F [fQ] Ψ

(i)
j,ℓ

]∥∥∥
suppΨ

(i)
j,ℓ,2

. (4.24)

Wir unterscheiden im Folgenden, ob der Rand ∂T den Träger von ϕQ scheidet oder nicht
und nutzen die Resultate aus dem vorherigen Abschnitt.

i) Wir betrachten zunächst Quadrate Q ∈ Q0
j :

Falls Q ∩ T = ∅ (weiße Quadrate in Abbildung 4.1 rechts), ist fQ = 0 und deshalb∣∣∣〈f2πQ , ψ(i)
j,ℓ,y

〉
2

∣∣∣ = 0.

Falls Q ⊂ T , wählen wir x1 ∈ [−π, π]2, sodass

|2πy − x1|2 ≥ c > 0 (4.25)

und betrachten die Funktion f̃Q(x) := fQ(x + x1). Wegen Lemma 1.9 gilt F [fQ](ξ) =

e−i ξTx1 F [̃fQ](ξ) und für das Integral aus (4.21) folgt für n = 0

SQ(0) = F−1
[
F [fQ]Ψ

(i)
j,ℓ

]
(2πy) =

∫
R2

F [̃fQ](ξ)Ψ
(i)
j,ℓ(ξ) e

i ξT(2πy−x1) dξ.
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4 Detektion von Singularitäten

Da F [̃fQ] Ψ
(i)
j,ℓ ∈ Cq0(R2), können die Schritte vor Gleichung (4.23) wiederholt werden, um

mit q-facher partieller Integration

SQ(0) =
(
1 + 2j |2πy − x1|22

)−q ∫
R2

Lq
[
F [̃fQ] Ψ

(i)
j,ℓ

]
(ξ) ei ξ

T(2πy−x1)dξ

zu erhalten. Mit der zu (4.23) analogen Abschätzung für f̃Q und (4.25) gilt∣∣SQ(0)∣∣ ≤ 2−j(q−3/4)
∥∥∥Lq [F [̃fQ] Ψ

(i)
j,ℓ

]∥∥∥
suppΨ

(i)
j,ℓ,2

(4.26)

und mit (4.24), (4.26) und Lemma 4.9 eingesetzt in (4.20) folgt∣∣∣〈f2πQ , ψ(i)
j,ℓ,y

〉
2

∣∣∣ ≤ 2−3j/4
(
|SQ(0)|+

∑
n∈Z2\{0}

∣∣SQ(n)∣∣) ≤ C1(u, q) 2
−j(q+u+3/2). (4.27)

ii) Wir betrachten Q ∈ Q1
j :

Dann haben wir die Darstellung

SQ(0) =

∫
R2

F [fQ] Ψ
(i)
j,ℓ(ξ) e

i ξT(2πy−x0) dξ,

wobei ∂n
Θ(θ

(i)
j,ℓ)

fQ = Kj,0,ϑx0
und Kj,0,ϑx0

ein beliebiges Kantenstück ist. Mit den gleichen
Argumenten wie im vorherigen Fall kann∣∣SQ(0)∣∣ ≤ 23j/4

(
1 + 2j |2πy − x0|22

)−q ∥∥∥Lq [F [fQ] Ψ
(i)
j,ℓ

]∥∥∥
suppΨ

(i)
j,ℓ,2

(4.28)

gefolgert werden. Wiederum mit (4.24), (4.28) und Lemma 4.9 können wir∣∣∣〈f2πQ , ψ(i)
j,ℓ,y

〉
2

∣∣∣ ≤ 2−3j/4
(
|SQ(0)|+

∑
n∈Z2\{0}

∣∣SQ(n)∣∣)

≤ C2(n, q)
(
1 + 2−jq

)
2−j(3/4+n)

(
1 + 2j/2

∣∣∣sin(θ(i)j,ℓ − ϑx0)
∣∣∣)−5/2(

1 + 2j |2πy − x0|22
)q

≤ C3(n, q) 2
−3j/4

(
1 + 2j/2

∣∣∣sin(θ(i)j,ℓ − ϑx0)
∣∣∣)−5/2

2jn
(
1 + 2j |2πy − x0|22

)q (4.29)

schließen. Mit der Zerlegung in (4.18) und den beiden zuvor erhaltenen Abschätzungen
(4.27) und (4.29) bekommen wir∣∣∣〈f2π, ψ(i)

j,ℓ,y

〉
2

∣∣∣ ≤ ∑
Q∈Q0

j

∣∣∣〈f2πQ , ψ(i)
j,ℓ,y

〉
2

∣∣∣+ ∑
Q∈Q1

j

∣∣∣〈f2πQ , ψ(i)
j,ℓ,y

〉
2

∣∣∣
≤ C4(u, n, q) 2

−3j/4
∑
Q∈Q1

j

(
1 + 2j/2

∣∣∣sin(θ(i)j,ℓ − ϑx0)
∣∣∣)−5/2

2jn
(
1 + 2j |2πy − x0|22

)q . (4.30)

98



4.4 Lokalisierungslemmata

Zum Abschluss des Beweises betrachten wir allgemeine Cartoon-ähnliche Funktionen
f0 ∈ Eu+1(τ) von der Form f0 = f0 + f χT = f0 + f mit f = f χT und f0, f ∈ Cu+1

0 (R2).
Für die Funktion f0 gilt mit (4.18) die Darstellung

f0 =
∑
Q∈Q0

j

f0,Q

mit f0,Q := f0 ϕQ, da Q1
j = ∅. Aus diesem Grund folgt mit (4.27) und (4.19)∣∣∣〈f2π0 , ψ

(i)
j,ℓ,y

〉
2

∣∣∣ ≤ ∑
Q∈Q0

j

∣∣∣〈f2π0,Q, ψ(i)
j,ℓ,y

〉
2

∣∣∣ ≤ C5(u, q) 2
−j(q+u+1/2). (4.31)

Deshalb gilt mit (4.30) und (4.31)∣∣∣〈f2π0 , ψ
(i)
j,ℓ,y

〉
2

∣∣∣ ≤ ∣∣∣〈f2π0 , ψ
(i)
j,ℓ,y

〉
2

∣∣∣+ ∣∣∣〈f2π, ψ(i)
j,ℓ,y

〉
2

∣∣∣
≤ C6(u, n, q) 2

−3j/4
∑
Q∈Q1

j

(
1 + 2j/2

∣∣∣sin(θ(i)j,ℓ − ϑx0)
∣∣∣)−5/2

2jn
(
1 + 2j |2πy − x0|22

)q ,

da n < u und die Aussage des Theorems ist bewiesen.

4.4 Lokalisierungslemmata

Im Beweis von Theorem 4.2 spielen Terme der Form F−1
[
F [Pu]Ψ

(i)
j,ℓ

]
(2πy) eine zentrale

Rolle, weshalb wir diese im folgenden Abschnitt näher untersuchen wollen. Wir betrachten
zunächst Funktionen der Form Pu = pu χT mit T ∈ STAR2(τ), wie sie in Abschnitt 1.5
auftreten, wobei p := pu : R2 → R ein bivariates Polynom vom Grad u ∈ N ist. Die Fourier-
Transformation der Funktion Pu ist nach der Folgerung aus dem Integralsatz von Gauß in
Lemma 1.18 in Polarkoordinaten gegeben durch

FPu (ρΘ(θ)) =
u∑

m=0

Cm
ρm+1

∫
∂T

∂mΘ(θ)[p](x) e
−i ρΘT(θ)xΘT(θ)n(x) dσ(x). (4.32)

Wir betrachten die Kurve γ : [0, 2π) → ∂T . FürM ∈ N sei a0 < a1 < . . . < aM eine Partition
des Intervalls [0, 2π), sodass die Kurve γ für x ∈ [ak, ak+1) mit k = 0, . . . ,M − 1 entweder
von der Form γ(x) = (x, tk(x))

T oder von der Form γ(x) = (tk(x), x)
T ist. Abhängig von

der Wahl des Parameters i ∈ {h, v} werden wir unterscheiden, ob eine Kurve horizontal
oder vertikal verläuft. Falls i = h, so ist (tk(x), x)

T mit |t′k(x)| ≤ 1 eine vertikale Kurve und
(x, tk(x))

T mit |t′k(x)| < 1 eine horizontale Kurve. Ist andererseits i = v, so ist (tk(x), x)
T

mit |t′k(x)| < 1 eine vertikale Kurve und (x, tk(x))
T mit |t′k(x)| ≤ 1 eine horizontale Kurve.

99



4 Detektion von Singularitäten

Unter Verwendung der Parametrisierung der Kurve γ können wir das Kurvenintegral 1. Art
in (4.32) darstellen als

FPu (ρΘ(θ)) =

u∑
m=0

Cm
ρm+1

∫
∂T

∂mΘ(θ)[p](x) e
−i ρΘT(θ)xΘT(θ)n(x) dσ(x)

=

u∑
m=0

Cm
ρm+1

2π∫
0

∂mΘ(θ)[p](γ(x)) e
−i ρΘT(θ)γ(x)ΘT(θ)n(γ(x))

∣∣γ ′(x)
∣∣
2
dx

=
u∑

m=0

Cm
ρm+1

M−1∑
k=0

ak+1∫
ak

pmθ (γ(x)) e
−i ρΘT(θ)γ(x)ΘT(θ)β(x) dx (4.33)

mit β(x) := n(γ(x)) |γ ′(x)|2 und der Kurzschreibweise pmθ (x) := ∂mΘ(θ)[p](x). Damit ergibt
sich mit (4.33) und der Substitution im auftretenden Integral in Polarkoordinaten

F−1
[
F [Pu]Ψ

(i)
j,ℓ

]
(2πy)

=

∞∫
0

2π∫
0

FPu (ρΘ(θ)) Ψ
(i)
j,ℓ (ρΘ(θ)) e2πi ρΘ

T(θ)y ρdρdθ

=
u∑

m=0

Cm

∞∫
0

2π∫
0

∫
∂T

Ψ
(i)
j,ℓ (ρΘ(θ)) pmθ (x)ρ

−meiρΘ
T(θ)(2πy−x)ΘT(θ)n(x)dσ dθ dρ

=
u∑

m=0

Cm

M−1∑
k=0

I
(i)
k (j, ℓ,y,m), (4.34)

wobei

I
(i)
k (j, ℓ,y,m) :=

∞∫
0

2π∫
0

ak+1∫
ak

Ψ
(i)
j,ℓ (ρΘ(θ)) pmθ (γ(x))ρ

−m eiρΘ
T(θ)(2πy−γ(x))

×ΘT(θ)β(x) dx dθ dρ. (4.35)

Nach der Voraussetzung von Theorem 4.2 gilt für die Menge aus (4.7), dass ein hinrei-
chend kleines ε > 0 existiert, sodass Uε(y) = ∂T ∩ Bε(2πy) 6= ∅. Es sei k∗ = k∗(y) mit
0 ≤ k∗ ≤M − 1 so gewählt, dass die Menge Uε(y) für x ∈ [ak∗ , ak∗+1) durch die Kurve γ(x)
dargestellt wird. Das nachstehende Lemma, welches wir im Folgenden Lokalisierungslem-
ma nennen, spielt eine zentrale Rolle im Beweis von Theorem 4.1. Es besagt im Wesentli-
chen, dass alle Integrale I(i)k (j, ℓ,y,m) in (4.35) beliebig klein werden, falls der Musterpunkt
y ∈ P(N

(i)
j,ℓ) nicht in einer hinreichend kleinen Umgebung von ∂T liegt, also k 6= k∗ gilt.

Eine ähnliche Aussage wurde bereits für klassische kontinuierliche Kegel-Shearlets in [30]
gezeigt. Der folgende Beweis orientiert sich deshalb an den Ideen aus [30, Lemma 4.1]. Für
den Fall diskreter klassischer Kegel-Shearlets wurde in [31, Lemma 1] ebenfalls ein Lokali-
sierungslemma angegeben, jedoch auf den Beweis verzichtet.
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π0 π−π

0

π

−π

y

ε

ak∗

ak∗+1

Bε(y)

∂T

Uε(y)

Abbildung 4.2. Links: Schematische Darstellung einer Menge T ∈ STAR2(τ) mit einem
ausgewählten Abschnitt des Randes ∂T , welcher in der rechten Abbildung vergrößert ge-
zeigt wird. Rechts: Darstellung der Umgebung Bε(y) um den Punkt y ∈ P(N

(i)
j,ℓ) und der

Schnittmenge Uε(y) mit dem Rand ∂T , welche das Intervall [ak∗ , ak∗+1) festlegt.

Lemma 4.10.
Für i ∈ {h, v} und q ∈ N sei Ψ(i) ∈ W2q gegeben. Dann gibt es eine Konstante C(m, q, p) > 0,
sodass ∣∣I(i)k (j, ℓ,y,m)

∣∣ ≤ C(m, q, p, ε0) 2
−j(q+m−1/2)

für alle k 6= k∗ erfüllt ist.

Beweis. Wir zeigen in diesem Beweis nur den Fall i = h und verwenden zur besseren Über-
sicht die Kurzschreibweise Ik := I

(h)
k (j, ℓ,y,m) für k 6= k∗. Lemma 3.7 impliziert

suppΨ
(h)
j,ℓ

(
2jρΘ(θ)

)
⊂
{
(ρ, θ) ∈ R×

[
−π
2
,
π

2

]
:
1

3
< |ρ| < 2, θ

(h)
j,ℓ−2 < θ < θ

(h)
j,ℓ+2

}
(4.36)

und mit der Substitution ρ = 2j ρ′ lässt sich das Integral Ik schreiben als

Ik = 2−j(m−1)

2∫
1
3

θ
(h)
j,ℓ+2∫

θ
(h)
j,ℓ−2

ak+1∫
ak

Ψ
(h)
j,ℓ

(
2jρΘ(θ)

)
pmθ (γ(x)) ρ

−m ei2
jρΘT(θ)(2πy−γ(x))

×ΘT(θ)β(x) dx dθ dρ.

Wir betrachten die Mengen

M1 :=M1(K) :=

{
θ ∈

(
θ
(h)
j,ℓ−2, θ

(h)
j,ℓ+2

)
:

∣∣ΘT(θ)(2πy − γ(x))
∣∣

|2πy − γ(x)|2
≥ K

}
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und
M2 :=

(
θ
(h)
j,ℓ−2, θ

(h)
j,ℓ+2

)
\M1,

wobei K = K(ε0) > 0 so gewählt sei, dass M1 =
(
θ
(h)
j,ℓ−2, θ

(h)
j,ℓ+2

)
für alle x ∈ [ak, ak+1] mit

|2πy − γ(x)|2 < c(ε0) gelte.

Mit diesen Mengen unterteilen wir das Integral in Ik = Ik,1 + Ik,2, wobei

Ik,i := 2−j(m−1)

2∫
1
3

∫
Mi

ak+1∫
ak

Ψ
(h)
j,ℓ

(
2jρΘ(θ)

)
pmθ (γ(x)) ρ

−m ei2
jρΘT(θ)(2πy−γ(x))

×ΘT(θ)β(x) dx dθ dρ

für i ∈ {1, 2} und untersuchen diese getrennt.

i) Wir betrachten zunächst das Integral Ik,1 und nutzen den Satz von Fubini, um die
Reihenfolge der auftretenden Integrale zu vertauschen und erhalten

Ik,1 = 2−j(m−1)

∫
M1

ak+1∫
ak

2∫
1
3

Ψ
(h)
j,ℓ

(
2jρΘ(θ)

)
ρ−m ei2

jρΘT(θ)(2πy−γ(x)) pmθ (γ(x))

×ΘT(θ)β(x) dρ dx dθ

= 2−j(m−1)

∫
M1

ak+1∫
ak

J(x, θ) pmθ (γ(x))Θ
T(θ)β(x) dx dθ

mit

J(x, θ) :=

2∫
1
3

Ψ
(h)
j,ℓ

(
2jρΘ(θ)

)
ρ−m ei2

jρΘT(θ)(2πy−γ(x)) dρ, x ∈ [ak, ak+1), θ ∈M1.

Für alle k = 0, . . . ,M − 1 mit k 6= k∗ und x ∈ [ak, ak+1) gilt nach der Wahl von k∗, dass
γ(x) ∈ U c

ε (y) und somit
|2πy − γ(x)|2 ≥ ε = ε0 2

−j/2. (4.37)
Wegen ∣∣∣∣ ∂s∂ρs [ρ−m]

∣∣∣∣ = (m+ s)!

(m− 1)!
|ρ|−(m+s) ,

folgt mit der Leibniz-Produktregel und Lemma 3.10∣∣∣∣ ∂2q∂ρ2q

[
Ψ

(h)
j,ℓ

(
2jρΘ(θ)

)
ρ−m

]∣∣∣∣ ≤ 2q∑
s=0

(
2q

s

) ∣∣∣∣ ∂s∂ρs [Ψ(h)
j,ℓ

(
2jρΘ(θ)

)]∣∣∣∣ ∣∣∣∣ ∂2q−s∂ρ2q−s
[
ρ−m

]∣∣∣∣
≤

2q∑
s=0

(
2q

s

)
C(q)C(q,m) |ρ|−(m+2q−s)

≤ C2(q,m). (4.38)
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Da θ ∈ M1, erhalten wir zusammen mit (4.37) und(4.38) für das Integral J(x, θ) mit
2q-facher partieller Integration bezüglich der Variablen ρ die Abschätzung

∣∣J(x, θ)∣∣ ≤ ∣∣∣2jΘT(θ)(2πy − γ(x))
∣∣∣−2q

2∫
1
3

∣∣∣∣ ∂2q∂ρ2q

[
Ψ

(h)
j,ℓ

(
2jρΘ(θ)

)
ρ−m

]∣∣∣∣dρ
≤ C3(q,m, ε0) 2

−jq.

Der Randterm bei der partiellen Integration verschwindet dabei wegen der Eigenschaft
des Trägers der Funktion Ψ

(i)
j,ℓ in (4.36). Nach Lemma 3.8 gilt |M1| ≤ C 2−j/2, weshalb

sich das Integral Ik,1 durch

∣∣Ik,1∣∣ ≤ 2−j(m−1)

∫
M1

ak+1∫
ak

∣∣J(x, θ)∣∣ ∣∣pmθ (γ(x))ΘT(θ)β(x)
∣∣ dx dθ

≤ C4(q,m, p, ε0) 2
−j(q+m−1/2)

nach oben beschränken lässt.

ii) Für x ∈ [ak, ak+1] mit |2πy − γ(x)|2 < c(ε0) gilt nach der Wahl von K in M1, dass
M2 = ∅ und somit Ik,2 = 0. Falls andererseits M2 6= ∅, ist wegen ΘT(θ)Θ′(θ) = 0 für
θ ∈M2 die Ungleichung ∣∣∣(2πy − γ(x))TΘ′(θ)

∣∣∣ ≥ c(ε0) (4.39)

erfüllt. Das Integral Ik,2 können wir erneut mit dem Satz von Fubini umsortieren und
schreiben als

Ik,2 = 2−j(m−1)

2∫
1
3

ak+1∫
ak

K(x, ρ) ρ−m dx dρ

mit

K(x, ρ) :=

∫
M2

Ψ
(h)
j,ℓ

(
2jρΘ(θ)

)
pmθ (γ(x)) e

i2jρΘT(θ)(2πy−γ(x))ΘT(θ)β(x) dθ.

Die Kurve aus Definition 1.2 ist von der Form γ(x) = r(x)(cosx, sinx)T, weshalb∣∣γ ′(x)
∣∣
2
=
√
(r′(x) cosx− r(x) sinx)2 + (r′(x) sinx+ r(x) cosx)2 =

√
r(x)2 + r′(x)2

und

β(x) = n(γ(x))
∣∣γ ′(x)

∣∣
2

=
(
r(x) cosx+ r′(x) sinx, r(x) sinx− r′(x) cosx

)T√
r(x)2 + r′(x)2

folgt. Damit erhalten wir

ΘT(θ)β(x) =
(
r(x) cos (θ − x) + r′(x) sin (θ − x)

)√
r(x)2 + r′(x)2
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4 Detektion von Singularitäten

und es ergibt sich die Abschätzung∣∣∣∣ ∂s∂θs [ΘT(θ)β(x)
]∣∣∣∣ ≤ C5

und somit erneut mit der Leibniz-Produktregel und Lemma 3.10∣∣∣∣ ∂2q∂θ2q

[
Ψ

(h)
j,ℓ

(
2jρΘ(θ)

)
pmθ (γ(x))Θ

T(θ)β(x)
]∣∣∣∣ ≤ 2q∑

s=0

(
2q

s

) ∣∣∣∣ ∂s∂θs [Ψ(h)
j,ℓ

(
2jρΘ(θ)

)]∣∣∣∣
×
∣∣∣∣ ∂2q−s∂θ2q−s

[
pmθ (γ(x))Θ

T(θ)β(x)
]∣∣∣∣

≤
2q∑
s=0

(
2q

s

)
C6(s,m, p) 2

js/2

≤ C7(q,m, p) 2
jq. (4.40)

Da θ ∈ M2, erhalten wir zusammen mit (4.39) und (4.40) für das Integral K(x, θ) mit
2q-facher partieller Integration bezüglich der Variablen θ die Abschätzung∣∣K(x, ρ)

∣∣
≤
∫
M2

∣∣∣2jρ (2πy − γ(x))TΘ′(θ)
∣∣∣−2q

∣∣∣∣ ∂2q∂θ2q

[
Ψ

(h)
j,ℓ

(
2jρΘ(θ)

)
pmθ (γ(x))Θ

T(θ)β(x)
]∣∣∣∣ dθ

≤ C8(q,m, p, ε0) 2
−j(q+1/2)

und wir können diese ähnlich zum vorherigen Fall nutzen, um

∣∣Ik,2∣∣ ≤ 2−j(m−1)

2∫
1
3

ak+1∫
ak

∣∣K(x, ρ)
∣∣ ∣∣ρ−m∣∣ dx dρ ≤ C9(q,m, p, ε0) 2

−j(q+m−1/2)

zu zeigen, womit der Beweis vollständig ist.

Es bezeichne M(h) ⊂ {0, . . . ,M − 1} die Menge aller Indizes, sodass die Kurve γ(x) für
x ∈ [ak, ak+1) mit k ∈ M(h) horizontal ist und M(v) ⊂ {0, . . . ,M − 1} die Menge aller
Indizes, sodass die Kurve γ(x) für x ∈ [ak, ak+1) mit k ∈ M(v) vertikal ist. Offensichtlich
gilt M(h) ∪M(v) = {0, . . . ,M − 1}.

Das folgende Lemma besagt, dass die Integrale I(i)k (j, ℓ,y,m) vernachlässigbar klein wer-
den, falls sich die Ausrichtung des Träger der Funktion Ψ

(i)
j,ℓ und die Normalenrichtung des

Randes ∂T unterscheiden. Anders ausgedrückt, lässt sich im Beweis der unteren Schran-
ke im nächsten Abschnitt mit Lemma 4.11, genannt Orientierungslemma, zeigen, dass die
Shearlet-Koeffizienten vernachlässigbar klein werden, falls horizontale Shearlets dicht an
horizontalen Kanten liegen beziehungsweise vertikale Shearlets dicht an vertikalen Kanten
liegen. Die Beweisidee des nachstehenden Lemmas orientiert sich an den Ausführungen in
[31, Abschnitt 3.1].
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4.4 Lokalisierungslemmata

Lemma 4.11.
Für i ∈ {h, v} und q ∈ N sei Ψ(i) ∈ Wq gegeben. Dann gibt es für jedes N ∈ N eine von j, ℓ
und y unabhängige Konstante C(m,N, p) > 0, sodass∣∣I(i)k (j, ℓ,y,m)

∣∣ ≤ C(M,N, p) 2−j(N+m−1/2)

für alle k ∈ M(i) erfüllt ist.

Beweis. Wir zeigen den Beweis nur für i = h, da der andere Fall analog verläuft. Da i = h,
ist γ(x) = (x, tk(x))

T für x ∈ [ak, ak+1) mit k ∈ M(h) eine horizontale Kurve. Deshalb ist
der äußere Normalenvektor gegeben durch n(γ(x)) = (t′k(x),−1)T. Ähnlich zum Beweis des
vorherigen Lemmas gilt mit Lemma 3.7 und der Substitution ρ = 2j ρ′

Ik = 2−j(m−1)

2∫
1
3

θ
(h)
j,ℓ+2∫

θ
(h)
j,ℓ−2

ak+1∫
ak

Ψ
(h)
j,ℓ

(
2jρΘ(θ)

)
pmθ (γ(x)) ρ

−m ei2
jρΘT(θ)(2πy−γ(x))

×ΘT(θ)β(x) dx dθ dρ

= 2−j(m−1)

2∫
1
3

θ
(h)
j,ℓ+2∫

θ
(h)
j,ℓ−2

Ψ
(h)
j,ℓ

(
2jρΘ(θ)

)
ρ−m e2πyi2

jρΘT(θ) L(ρ, θ) dθ dρ (4.41)

mit

L(ρ, θ) :=

ak+1∫
ak

pmθ
(
(x, tk(x))

)
e−i2jρΘT(θ)(x,tk(x))

T
ΘT(θ)β(x) dx.

Durch die Annahme an horizontale Kurven im Fall i = h haben wir |t′k(x)| < 1 und die
Eigenschaften des Trägers der Funktion Ψ

(h)
j,ℓ aus Lemma 3.7 implizieren

|θ| ≤ θ
(h)

j,2j/2+2
= arctan

(
1 + 21−j/2

)
≤ π

4
+ δ(j)

für ein kleines δ(j) > 0 mit lim
j→∞

δ(j) → 0. Damit lässt sich

∣∣∣Θ(θ)T
(
1, t′k(x)

)T∣∣∣ = ∣∣cos θ + t′k(x) sin θ
∣∣ ≥ |cos θ| (1−

∣∣t′k(x) tan θ∣∣) ≥ C (4.42)

folgern. Die N -fache partielle Integration bezüglich der Variablen x liefert mit (4.42) die
Abschätzung

∣∣L(ρ, θ)∣∣ ≤ ak+1∫
ak

∣∣∣2jρΘ(θ)T
(
1, t′k(x)

)T∣∣∣−N ∂N

∂xN
[
pmθ (γ(x))Θ

T(θ)β(x)
]
dx ≤ C1(m,N, p)2

−jN
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4 Detektion von Singularitäten

und damit wegen Lemma 3.8 schließlich

|Ik| ≤ 2−j(m−1)

2∫
1
3

θ
(h)
j,ℓ+2∫

θ
(h)
j,ℓ−2

∣∣∣Ψ(h)
j,ℓ

(
2jρΘ(θ)

)∣∣∣ |ρ|−m ∣∣L(ρ, θ)∣∣ dθ dρ ≤ C2(m,N, p) 2
−j(N+m−1/2).

Das nachstehende Lemma liefert die Grundlage dafür, sich im Beweis von Theorem 4.1
zunächst auf die Betrachtung der Shearlet-Koeffizienten von Polynomen zurückziehen zu
können. In ähnlicher Form wurde dieses Lemma bereits in [29, Lemma 4.3] betrachtet.

Lemma 4.12.
Es sei f = f χT ∈ Eu+1(τ) und Tuf(x; 2πy) die zweidimensionale Taylor-Approximation
vom Grad u an die Funktion f an der Stelle 2πy sowie Pu,f,y(x) := Tuf(x; 2πy)χT (x).
Zudem sei eine Fensterfunktion Ψ(i) ∈ W2q für i ∈ {h, v} und 2q ≥ u ∈ N gegeben. Dann
existiert eine Konstante C(q) > 0, sodass∣∣∣〈f2π − P 2π

u,f,y, ψ
(i)
j,ℓ,y

〉
2

∣∣∣ ≤ C(f, q) 2−j(u−1)/4.

Beweis. Wir zeigen den Beweis nur für den Fall i = h und erhalten mit δ = 2−j/4

∣∣∣〈f2π − P 2π
u,f,y, ψ

(h)
j,ℓ,y

〉
2

∣∣∣ ≤ ∫
T2

ψ
(h)
j,ℓ,y(x)χT (x)

∣∣f(x)− Pu,f,y(x)
∣∣dx

=

( ∫
Bδ(2πy)

+

∫
Bc

δ(2πy)

)
ψ
(h)
j,ℓ,y(x)χT (x)

∣∣f(x)− Pu,f,y(x)
∣∣dx

=: I1 + I2.

Mit der Approximationseigenschaft (1.12) von Taylor-Polynomen u-ter Ordnung folgt∣∣f(x)− Pu,f,y(x)
∣∣ ≤ C(f) 2−j(u+1)/4

für x ∈ Bδ(2πy). Theorem 3.12 impliziert
∣∣∣ψ(h)
j,ℓ,y(x)

∣∣∣ ≤ C(q) 23j/4, weshalb das Integral I1
abgeschätzt werden kann durch

|I1| ≤ C(q) 23j/4
∫

Bδ(2πy)∩T

∣∣f(x)−Pu,f,y(x)∣∣dx ≤ C(f, q) 2−j((u+2)/4−3/4) = C(f, q) 2−j(u−1)/4.
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Wir nutzen erneut Theorem 3.12, in diesem Fall jedoch für den zweiten Term im Minimum
und erhalten durch die Substitution des Integrals I2 in Polarkoordinaten

|I2| ≤ C(q) 23j/4
∫

Bc
δ(2πy)∩T

(
2j |2πy − x|22

)−q
dx

≤ C(q) 2−j(q−3/4)

∫ 2π

0

∫ ∞

2−
j
4

ρ1−2q dρdθ

= C2(q) 2
−j(q−3/4)

[
ρ2(1−q)

2(1− q)

]∞
2−

j
4

≤ C3(q) 2
−j(q−3/4) 2−j(1−q)/2

= C3(q) 2
−j(2q−1)/4,

weshalb das Lemma für 2q ≥ u bewiesen ist.

Das folgende Lemma ist ein Spezialfall von [62, Proposition 8.3] und wird Methode der
stationären Phase genannt.

Lemma 4.13.
Es seien ϕ, φ : R → R hinreichend glatte Funktionen mit ϕ′(t0) = 0 und ϕ′′(t0) 6= 0. Falls φ
seinen Träger in einer hinreichend kleinen Umgebung von t0 ∈ R hat, so gilt∫

R

ei Λϕ(t) φ(t) dt =

(
2πi

|ϕ′′(t0)|

)1/2

φ(t0) Λ
−1/2 +O(Λ−1)

für Λ → ∞.

Wir definieren die Integrale

a(λ, p,A) :=

∞∫
0

(
g
(
2
√
Aλv + p λ

)
+ g

(
2
√
Aλv − p λ

)) cos v√
v

dv, (4.43)

b(λ, p,A) :=

∞∫
0

(
g
(
2
√
Aλv + p λ

)
+ g

(
2
√
Aλv − p λ

)) sin v√
v

dv (4.44)

und zeigen ein Lemma, welches die Abschätzungen der Fresnel-Integrale aus Lemma 1.19
nutzt.

Lemma 4.14.
Für λ ∈

[
1
3 ,

4
3

]
, p ∈

[
−1

4 ,
1
4

]
und A > 0 gelten a(λ, p,A) > 0 und b(λ, p,A) > 0 sowie

mindestens eine der Abschätzungen

a(λ, p,A)− b(λ, p,A) > 0

oder
a(λ, p,A) + b(λ, p,A) >

(
1 +

√
2
) ∣∣a(λ, p,A)− b(λ, p,A)

∣∣.
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Beweis. Es genügt den Fall p ∈
[
0, 14
]

zu betrachten, da a(λ, p,A) und b(λ, p,A) symmetrisch
in der Variablen p sind. Wir betrachten Funktionen h± :

[
1
3 ,

4
3

]
×
[
0, 14
]
×(0,∞)×[0,∞) → R,

welche definiert sind durch

h±(λ, p,A, v) := 2
√
Aλv ± p λ.

Die Funktionen h± sind monoton wachsend in der Variablen v ≥ 0 und für feste Parameter
(λ, p,A) ∈

[
1
3 ,

4
3

]
×
[
0, 14
]
× (0,∞) gilt

− 1

3
≤ −pλ = h−(λ, p,A, 0) ≤ h+(λ, p,A, 0) = pλ ≤ 1

3
. (4.45)

Wegen (4.45) folgt aus der Monotonie-Eigenschaft zulässiger Funktionen in (3.3), dass die
Funktionen g

(
h+(λ, p,A, v)

)
und g

(
h−(λ, p,A, v)

)
und deshalb auch ihre Summe monoton

fallend in der Variablen v sind. Zusätzlich gilt

h+(λ, p,A, v) ≥ h−(λ, p,A, v) ≥ 2

3
, falls v ≥ p

3A
+

1

9Aλ
+
p2λ

4A
=: r(λ, p,A) > 0,

woraus (
g
(
h+(λ, p,A, v)

)
+ g
(
h−(λ, p,A, v)

))
= 0

für v ≥ r(λ, p,A) folgt. Darüber hinaus impliziert (4.45)

lim
v→0+

g
(
h+(λ, p,A, v)

)
+ g

(
h−(λ, p,A, v)

)
= 2,

weshalb wir den zweiten Mittelwertsatz der Integralrechnung nutzen können, um zu folgern,
dass ein x ∈ (0, r(λ, p,A)] existiert, sodass

a(λ, p,A)± b(λ, p,A) =

r(λ,p,A)∫
0

(
g
(
2
√
Aλv + p λ

)
+ g

(
2
√
Aλv − p λ

)) cos v ± sin v√
v

dv

= 2

x∫
0

cos v ± sin v√
v

dv

= 2F±(x).

Die Aussage des Lemmas folgt mit Lemma 1.19.

Zum Ende dieses Abschnitts definieren wir zwei weitere Integrale

Q1(D, p,A) :=

4
3∫

1
3

g̃(λ)λ−1

([
a(λ, p,A) + b(λ, p,A)

]
cos(Dλ)

+
[
a(λ, p,A)− b(λ, p,A)

]
sin(Dλ)

)
dλ,
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Q2(D, p,A) :=

4
3∫

1
3

g̃(λ)λ−1

([
a(λ, p,A) + b(λ, p,A)

]
sin(Dλ)

−
[
a(λ, p,A)− b(λ, p,A)

]
cos(Dλ)

)
dλ

und können das folgende Lemma angeben.

Lemma 4.15.
Es existiert eine Konstante C > 0, sodass für alle |D| ≤ 3π

4 , |p| ≤ 1
4 und A > 0 mindestens

eine der Ungleichungen∣∣Q1(D, p,A)
∣∣ ≥ C oder

∣∣Q2(D, p,A)
∣∣ ≥ C (4.46)

erfüllt ist.

Beweis. Wir definieren

Q+(D, p,A) := Q1(D, p,A) +Q2(D, p,A)

= 2

4
3∫

1
3

g̃(λ)λ−1
[
a(λ, p,A) sin(Dλ) + b(λ, p,A) cos(Dλ)

]
dλ

und wählen die Variablen p ∈
[
−1

4 ,
1
4

]
und A > 0 beliebig und fest. Darüber hinaus sei

D ∈ [0, 3π4 ], da der Beweis für negative Werte von D ähnlich verläuft. Wir betrachten den
Parameter D auf verschiedenen Intervallen und zeigen, dass eine Konstante C > 0 existiert,
sodass mindestens eine der Aussagen aus (4.46) oder äquivalent ausgedrückt

∣∣Q+(D, p,A)
∣∣ ≥

C erfüllt ist.

i) Es sei D = 0:
Nach Lemma 3.1 ist g̃(λ) > 0 für λ ∈

(
1
3 ,

4
3

)
und somit g̃(λ)λ−1 > 0. Lemma 4.14

impliziert a(λ, p,A) + b(λ, p,A) > 0 für λ ∈
[
1
3 ,

4
3

]
, weshalb

Q1(0, p, A) =

4
3∫

1
3

g̃(λ)λ−1
[
a(λ, p,A) + b(λ, p,A)

]
dλ > 0

folgt.

ii) Es sei D ∈
(
0, 3π8

]
:

In diesem Fall ist Dλ ∈
(
0, π2

)
, also sin(Dλ) > 0 und cos(Dλ) > 0, was mit den Eigen-

schaften a(λ, p,A) > 0 und b(λ, p,A) > 0 aus Lemma 4.14 zu Q+(D, p,A) > 0 führt.
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iii) Es sei D ∈
(
3π
8 ,

3π
4

]
:

Wir teilen wir die auftretenden Integrale in
4
3∫

1
3

=


π
2D∫
1
3

+

π
D∫

π
2D

+

4
3∫

π
D


auf und schreiben für die Integrale Q2(D, p,A) und Q+(D, p,A) dementsprechend

Q2(D, p,A) = Q21(D, p,A) +Q22(D, p,A) +Q23(D, p,A),

Q+(D, p,A) = Q+
1 (D, p,A) +Q+

2 (D, p,A) +Q+
3 (D, p,A).

Da 4
3 ≤ π

D für D ∈
(
3π
8 ,

3π
4

]
und supp g̃ =

[
1
3 ,

4
3

]
, folgt Q23(D, p,A) = Q+

3 (D, p,A) = 0.
Wir unterscheiden zwei weitere Unterfälle.

a) Wir nehmen a(λ, p,A) > b(λ, p,A) > 0 an (siehe erster Fall von Lemma 4.14):
Damit gilt Dλ ∈

(
π
8 ,

π
2

)
im Integral Q+

1 , also sin(Dλ) > 0 und cos(Dλ) > 0. Dies führt
wieder mit Lemma 4.14 direkt zu Q+

1 (D, p,A) > 0.

In Q+
2 gilt Dλ ∈

(
π
2 , π

)
, was cos(Dλ) < 0 und sin(Dλ) > 0 impliziert und die Abschät-

zung

Q+
2 (D, p,A) >

π
D∫

π
2D

g̃(λ)λ−1 a(λ, p,A)
(
cos(Dλ) + sin(Dλ)

)
dλ

=

π
D∫

π
2D

ĥ(λ, p,A)
(
cos(Dλ) + sin(Dλ)

)
dλ (4.47)

ermöglicht, wobei ĥ(λ, p,A) := g̃(λ)λ−1 a(λ, p,A). Wir bezeichnen das Integral in (4.47)
mit Q̃+

2 (D, p,A). Die Funktion ĥ(λ, p,A) ist monoton fallend für λ ∈
[
2
3 ,

4
3

]
. Unter Ver-

wendung der Substitution t = Dλ− 3π
4 erhalten wir

Q̃+
2 (D, p,A) = −

√
2

D

π
4∫

−π
4

ĥ

(
3π + 4t

4D
, p,A

)
sin tdt

=

√
2

D

π
4∫

0

[
ĥ

(
3π − 4t

4D
, p,A

)
− ĥ

(
3π + 4t

4D
, p,A

)]
sin tdt

> 0, (4.48)

wobei wir die Monotonie der Funktion ĥ bezüglich der ersten Variablen genutzt ha-
ben, um die letzte Ungleichung zu zeigen. Insgesamt haben wir für D ∈

(
3π
8 ,

3π
4

]
und

a(λ, p,A) > b(λ, p,A) > 0 die Ungleichungen Q+
1 (D, p,A) > 0, Q+

2 (D, p,A) > 0 und
Q+

3 (D, p,A) = 0 gezeigt, welche zu Q+(D, p,A) > 0 im Fall a(λ, p,A) > b(λ, p,A) > 0
führen.
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b) Wir nehmen a(λ, p,A) + b(λ, p,A) >
(
1 +

√
2
) ∣∣a(λ, p,A) − b(λ, p,A)

∣∣ an (siehe zweiter
Fall von Lemma 4.14):
In Q21 gilt Dλ ∈

(
π
8 ,

π
2

)
, also

(
1 +

√
2
)
sin(Dλ) > cos(Dλ) > 0, was die Abschätzung

Q21(D, p,A) >

π
2D∫
1
3

g̃(λ)λ−1
∣∣a(λ, p,A)− b(λ, p,A)

∣∣ ((1 +√
2
)
sin(Dλ)− cos(Dλ)

)
dλ

> 0

ermöglicht. Um das Integral Q22 abzuschätzen, nutzen wir genau die gleichen Argumente
wie in (4.47) und (4.48), jedoch mit der Funktion h̃(λ, p,A) := g̃(λ)λ−1

(
a(λ, p,A) +

b(λ, p,A)
)

anstatt ĥ, was Q22(D, p,A) > 0 und insgesamt Q2(D, p,A) > 0 nach sich
zieht und den Beweis vollendet.

4.5 Beweis von Theorem 4.2

Es seien eine Menge T ∈ STAR2(τ) und f = f χT ∈ Eu+1(τ) gegeben. Ferner sei p := pu :=
Tuf(x; 2πy) die zweidimensionale Taylor-Approximation vom Grad u an die Funktion f ,
entwickelt an der Stelle 2πy. Ausgehend davon betrachten wir Funktionen Pu = pχT und
bezeichnen gemäß Definition 1.11 ihre 2π-Periodisierung mit P 2π

u .

Im ersten Teil des Beweises zeigen wir die untere Schranke des Theorems für Funktionen
P 2π
u , also ∣∣∣〈P 2π

u , ψ
(i)
j,ℓ,y

〉
2

∣∣∣ ≥ C(u, n, q, ε0, T ) 2
−j(3/4+n). (4.49)

Wie in (4.20) folgt mit der Parseval-Gleichung und der Poisson-Summationsformel〈
P 2π
u , ψ

(i)
j,ℓ,y

〉
2
= 2−3j/4

∑
n∈Z2

F−1
[
F [Pu]Ψ

(i)
j,ℓ

] (
2π(y + n)

)
= 2−3j/4

∑
n∈Z2

S(n), (4.50)

wobei
S(n) := F−1

[
F [Pu]Ψ

(i)
j,ℓ

] (
2π(y + n)

)
.

i)

Wir zeigen zunächst

2−3j/4
∑

n∈Z2\{0}

|S(n)| ≤ C(u, n, q) 2−j(q+n+1/4). (4.51)

Ähnlich zum Beweis von Theorem 4.1 verwenden wir dazu die Zerlegung der Funktion Pu
auf dyadischen Quadraten Q ∈ Qj , sodass

Pu =
∑
Q∈Q0

j

Pu,Q +
∑
Q∈Q1

j

Pu,Q
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mit Pu,Q := Pu ϕQ. Mit analogen Rechnungen, die zu (4.24) geführt haben, erhalten wir

2−3j/4
∑

n∈Z2\{0}

∣∣∣F−1
[
F [Pu,Q]Ψ

(i)
j,ℓ

] (
2π(y + n)

)∣∣∣ ≤ C(q) 2−jq
∥∥∥Lq [F [Pu,Q] Ψ

(i)
j,ℓ

]∥∥∥
suppΨ

(i)
j,ℓ,2

.

Mit der Linearität der Fourier-Transformation und der Abschätzung der absolut konvergen-
ten Reihe in der letzten Zeile folgt

2−3j/4
∑

n∈Z2\{0}

|S(n)| ≤ 2−3j/4
∑

n∈Z2\{0}

 ∑
Q∈Q0

j

+
∑
Q∈Q1

j

∣∣∣F−1
[
F [Pu,Q]Ψ

(i)
j,ℓ

] (
2π(y + n)

)∣∣∣
=

 ∑
Q∈Q0

j

+
∑
Q∈Q1

j

 2−3j/4
∑

n∈Z2\{0}

∣∣∣F−1
[
F [Pu,Q]Ψ

(i)
j,ℓ

] (
2π(y + n)

)∣∣∣
≤ C(q) 2−jq

 ∑
Q∈Q0

j

+
∑
Q∈Q1

j

∥∥∥Lq [F [Pu,Q] Ψ
(i)
j,ℓ

]∥∥∥
suppΨ

(i)
j,ℓ,2

.

Als nächstes nutzen wir Lemma 4.9 und die Abschätzungen aus (4.19) und erhalten schließ-
lich (4.51), denn

2−3j/4
∑

n∈Z2\{0}

|S(n)| ≤ C(q) 2−jq
(
C1(u, q) 2

j 2−j(q+u+3/2) + C2(n, q) 2
j/2 2−j(3/4+n)

)
≤ C3(u, n, q) 2

−j(q+n+1/4).

ii)

Als nächstes zeigen wir, dass eine Konstante C2(n, q, ε0, T ) > 0 existiert, sodass

|S(0)| ≥ C2(n, q, ε0, T ) 2
−jn. (4.52)

Angenommen, die Ungleichung gelte. Dann kann in (4.50) mit der umgekehrten Dreiecks-
ungleichung und hinreichend großem q ∈ N auf

∣∣∣〈P 2π
u , ψ

(i)
j,ℓ,y

〉
2

∣∣∣ ≥ 2−3j/4

|S(0)| −
∑

n∈Z2\{0}

|S(n)|

 ≥ C3(u, n, q, ε0, T ) 2
−j(3/4+n)

und somit (4.49) geschlossen werden.

In (4.34) ist die Darstellung des Terms aus (4.52) in Polarkoordinaten gegeben durch

S(0) = F−1
[
F [Pu]Ψ

(i)
j,ℓ

]
(2πy) =

u∑
m=0

Cm

M−1∑
k=0

I
(i)
k (j, ℓ,y,m),
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wobei

I
(i)
k (j, ℓ,y,m) =

∞∫
0

2π∫
0

ak+1∫
ak

Ψ
(i)
j,ℓ (ρΘ(θ)) pmθ (γ(x))ρ

−m eiρΘ
T(θ)(2πy−γ(x))

×ΘT(θ)β(x) dx dθ dρ

= 2−j(m−1)

∞∫
0

2π∫
0

Ψ
(i)
j,ℓ

(
2jρΘ(θ)

)
ρ−m e2πi2

jρΘT(θ)y Lk(ρ, θ,m) dθ dρ (4.53)

mit

Lk(ρ, θ,m) :=

ak+1∫
ak

pmθ (γ(x)) e
−i2jρΘT(θ)γ(x)ΘT(θ)β(x) dx. (4.54)

Wir betrachten erneut nur i = h, da der Fall i = v ähnlich verläuft. Zunächst nutzen wir
Lemma 4.11 und die umgekehrte Dreiecksungleichung, um

∣∣∣F−1
[
F [Pu]Ψ

(h)
j,ℓ

]
(2πy)

∣∣∣ ≥
∣∣∣∣∣∣
u∑

m=0

Cm
∑

k∈M(v)

I
(h)
k (j, ℓ,y,m)

∣∣∣∣∣∣−
∣∣∣M(h)

∣∣∣C4(m,N, p)2
−j(N+m−1/2)

zu zeigen, wobei der letzte Term für hinreichend großes N ∈ N vernachlässigbar klein wird.
Da die Menge aus (4.7) nach Voraussetzung nicht leer ist, existiert ein Index k∗ = k∗(y) mit
0 ≤ k∗ ≤M − 1, sodass die Menge Uε(y) durch eine vertikale Kurve γ(x) = (tk∗(x), x)

T für
x ∈ [ak∗ , ak∗+1) beschrieben wird. Deshalb kann der vorherige Ausdruck mit der umgekehr-
ten Dreiecksungleichung und Lemma 4.10 nach oben abgeschätzt werden durch∣∣∣∣∣∣

u∑
m=0

Cm
∑

k∈M(v)

I
(h)
k (j, ℓ,y,m)

∣∣∣∣∣∣ ≥
∣∣∣∣∣
u∑

m=0

Cm I
(h)
k∗ (j, ℓ,y,m)

∣∣∣∣∣− C5(m, q, p, ε0) 2
−j(q+m−1/2).

Aus den vorherigen Überlegungen folgt, dass die Abschätzung (4.52) äquivalent dazu ist,
eine Konstante C6(n, T ) > 0 zu finden, sodass∣∣∣∣∣

u∑
m=0

Cm I
(h)
k∗ (j, ℓ,y,m)

∣∣∣∣∣ ≥ C6(n, T ) 2
−jn. (4.55)

Für k = k∗ teilen wir das Integral I(h)k∗ (j, ℓ,y,m) aus (4.53) weiter auf in

I
(h)
k∗ (j, ℓ,y,m) = 2−j(m−1)

∞∫
0

( π
2∫

−π
2

+

3π
2∫

π
2

)
Ψ

(h)
j,ℓ

(
2jρΘ(θ)

)
ρ−m e2πi2

jρΘT(θ)y

× Lk∗(ρ, θ,m) dθ dρ

=: I
(h)
k∗,1(j, ℓ,y,m) + I

(h)
k∗,2(j, ℓ,y,m).
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Aus Gründen der Übersicht verzichten wir im Folgenden auf die Angabe der Argumente
in den immer wieder auftretenden Integralen und schreiben kurz I1 := I

(h)
k∗,1(j, ℓ,y,m) und

I2 := I
(h)
k∗,2(j, ℓ,y,m). Im Integral I2 nutzen wir die Substitution θ = τ + π. Die zulässigen

Funktionen g und g̃ sind wegen Definition 2.1 beziehungsweise Lemma 3.1 gerade Funktio-
nen, was mit der Darstellung von (3.22) in Polarkoordinaten zu

Ψ
(h)
j,ℓ (2

jρΘ(τ + π)) = g̃ (ρ cos(τ + π)) g
(
ρ cos(τ + π)(2j/2 tan(τ + π)− ℓ)

)
= g̃ (ρ cos τ) g

(
ρ cos τ(2j/2 tan τ − ℓ)

)
= Ψ

(h)
j,ℓ (2

jρΘ(τ))

führt. Zusammen mit Θ(τ + π) = −Θ(τ) ergibt sich die Umformung

I2 = 2−j(m−1)

∞∫
0

π
2∫

−π
2

Ψ
(h)
j,ℓ

(
2jρΘ(τ + π)

)
ρ−m e2πi2

jρΘT(τ+π)y Lk∗(ρ, τ + π) dτ dρ

= −2−j(m−1)

∞∫
0

π
2∫

−π
2

Ψ
(h)
j,ℓ

(
2jρΘ(θ)

)
ρ−m e−2πi2jρΘT(θ)y Lk∗(ρ, θ) dθ dρ. (4.56)

Deshalb ist I2 = −I1 und somit I(h)k∗ (j, ℓ,y,m) = 2 i Im(I1) = 2 i Im(I2).

Da die vertikale Kurve γ(x) für x ∈ [ak∗ , ak∗+1) durch (tk∗(x), x)
T parametrisiert wird, gilt

für x0 = (tk∗(x0), x0)
T ∈ Uε(y), dass x0 ∈ [ak∗ , ak∗+1) und deshalb |x− x0| < ε = ε0 2

j/2.
Wir schreiben die Funktion tk∗(x) lokal als

tk∗(x) = tk∗(x0) +B(x− x0) +A(x− x0)
2 + r(x− x0)

mit r(x−x0) = O
(
(x− x0)

3
)
, wobei im Fall i = h für vertikale Kurven B = t′k∗(x0) ∈ [−1, 1]

gilt. Wir unterscheiden im Folgenden verschiedene Fälle für A = 1
2 t

′′
k∗(x0).

a)

Wir nehmen zunächst A > 0 an. Der Beweis für A < 0 verläuft ähnlich und wird hier nicht
betrachtet. Analog zu dem Vorgehen in [31, Abschnitt 3.2] führen wir einen Variablenwechsel
v = x− x0 durch und schreiben ãk∗ := ak∗ − x0, um im Integral (4.54)

Lk∗(ρ, θ, n) =

ãk∗+1∫
ãk∗

e−i2jρΘT(θ)(tk∗ (x0)+Bv+Av2+O(v3),v+x0)
T

pnθ (γ(v+ x0))Θ
T(θ)β(v+ x0) dv

zu erhalten. Wie bereits in (4.36) bemerkt, gilt wegen Lemma 3.7

suppΨ
(h)
j,ℓ (2

jρΘ(θ)) ⊂
{
(ρ, θ) ∈ R×

[
−π
2
,
π

2

]
:
1

3
< |ρ| < 2, θ

(h)
j,ℓ−2 < θ < θ

(h)
j,ℓ+2

}
.
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Nach der Voraussetzung des Theorems über die Richtungsableitungen höherer Ordnung
haben wir

pmθ (γ(x))

{
= 0, falls 0 ≤ m < n,

6= 0, falls m = n,

für θ ∈
(
θ
(i)
j,ℓ−2, θ

(i)
j,ℓ+2

)
, weshalb Ik∗(j, ℓ,y,m) = 0 für 0 ≤ m < n oder p0θ(γ(x)) = p(γ(x)) 6=

0 für n = 0. Wir betrachten im Folgenden nur noch das Integral Ik∗(j, ℓ,y, n), da die
Integrale Ik∗(j, ℓ,y,m1) mit n < m1 ≤ u ein schnelleres Abklingverhalten liefern, wie der
weitere Verlauf des Beweises zeigen wird.

Für das Integral I1 = I
(h)
k∗,1(j, ℓ,y, n) haben wir die Darstellung

I1 = 2−j(n−1)

2∫
1
3

θ
(h)
j,ℓ+2∫

θ
(h)
j,ℓ−2

ãk∗+1∫
ãk∗

Ψ
(h)
j,ℓ

(
2jρΘ(θ)

)
ρ−n ei2

jρR(v,θ) φ(v, θ) dv dθ dρ (4.57)

mit Λ := 2jρ, φ(v, θ) := pnθ (γ(v + x0))Θ
T(θ)β(v + x0) und

R(v, θ) := −ΘT(θ)
(
Av2 +Bv + tk∗(x0) + r(v)− 2πy1, v + x0 − 2πy2

)T
= − cos θ

(
Av2 + (B + tan θ)v + tk∗(x0) + r(v)− 2πy1 + (x0 − 2πy2) tan θ

)
= − cos θ

(
A

(
v +

B + tan θ

2A

)2

+ C̃ − 2πy1 −
(B + tan θ)2

4A

)
(4.58)

sowie C̃ := tk∗(x0)+(x0−2πy2) tan θ+r(v). Es gilt |v| < ε = ε0 2
−j/2, weshalb die Funktion

r(v) die Abschätzung |r(v)| < C1 ε
3 ≤ C2(ε0) 2

−3j/2 erfüllt. Es gilt

∂R

∂v
(v, θ) = −2A cos θ

(
v +

B + tan θ

2A

)2

und deshalb ∂R
∂v (v, θ) = 0 für vθ = −B+tan θ

2A . Wir definieren ϕ(v, θ) := R(v, θ) − R(vθ, θ),
weshalb

ϕ(vθ, θ) =
∂ϕ

∂v
(vθ, θ) = 0,

∂ϕ2

∂v2
(vθ, θ) =

∂R2

∂v2
(vθ, θ) = −2A cos θ 6= 0,

da cos θ > 0 für θ ∈
(
θ
(h)
j,ℓ−2, θ

(h)
j,ℓ+2

)
. Damit können wir das Integral I1 als

I1 = 2−j(n−1)

2∫
1
3

θ
(h)
j,ℓ+2∫

θ
(h)
j,ℓ−2

Ψ
(h)
j,ℓ

(
2jρΘ(θ)

)
ρ−n ei2

jρR(vθ,θ)

 ãk∗+1∫
ãk∗

ei Λϕ(v,θ) φ(v, θ) dv

 dθ dρ

(4.59)
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schreiben. Wir verwenden Lemma 4.13 für t0 = vθ, wodurch sich das innere Integral der
vorherigen Zeile schreiben lässt als

ãk∗+1∫
ãk∗

ei Λϕ(v,θ) φ(v, θ) dv =

 2πi∣∣∣∂ϕ2∂v2
(vθ, θ)

∣∣∣
1/2

φ(vθ, θ) Λ
− 1

2 +O(Λ−1)

= C
√
πi (2jρ |A cos θ|)−

1
2 φ(vθ, θ) + r2(j), (4.60)

wobei |r2(j)| ≤ C2 2
−j . Wie in [31, S.115] bemerkt, ist die Konstante C2 > 0 unabhängig

von θ, ρ, j, ℓ und y. Mit (4.60) teilen wir das Integral in (4.59) weiter auf in I1 = I11 + I12,
wobei

I11 = C 2−j(n−1/2)

√
πi

A

2∫
1
3

θ
(h)
j,ℓ+2∫

θ
(h)
j,ℓ−2

Ψ
(h)
j,ℓ

(
2jρΘ(θ)

)
ρ−(n+1/2) ei2

jρR(vθ,θ)

× |cos θ|−1/2 φ(vθ, θ) dθ dρ,

I12 = C2 2
−jn

2∫
1
3

θ
(h)
j,ℓ+2∫

θ
(h)
j,ℓ−2

Ψ
(h)
j,ℓ

(
2jρΘ(θ)

)
ρ−n ei2

jρR(vθ,θ) dθ dρ.

Wir führen die Substitution t = 2j/2 tan θ−ℓ in den Integralen I11 und I12 durch. Damit folgt
dθ = 2−j/2 cos2 θt dt mit θt := arctan((ℓ+ t) 2−j/2) = θ

(h)
j,ℓ+t. Wenden wir diese Substitution

in der Funktion R(vθ, θ) aus (4.58) an, so ergibt sich

2jR(vθt , t) = cos θt

(
(2j/2B + ℓ+ t)2

4A
− 2j(C̃ − 2πy1)

)
= cos θt

(
(p+ t)2

4A
+D

)
mit p := 2j/2B + ℓ und D := 2j(2πy1 − C̃). Nach Voraussetzung gibt es x0 ∈ Uε(y), sodass
|p| ≤ 1

4 und |D| ≤ 3π
4 gilt.

Wegen (4.36) folgt I11 = I12 = 0 für |t| > 2 und wir erhalten

I11 = C 2−jn
√
πi

A

2∫
1
3

2∫
−2

Ψ
(h)
j,ℓ

(
2jρΘ(θt)

)
ρ−(n+1/2) e

iρ cos θt

(
(p+t)2

4A
+D

)

× |cos θt|3/2 φ(vθt , θt) dtdρ, (4.61)

I12 = C2 2
−j(n+1/2)

2∫
1
3

2∫
−2

Ψ
(h)
j,ℓ

(
2jρΘ(θt)

)
ρ−n e

iρ cos θt

(
(p+t)2

4A
+D

)
|cos θt|2 dtdρ.

Eine direkte Abschätzung mit der Dreiecksungleichung zeigt |I12| ≤ C3 2
−j(n+1/2), weshalb

wir diesen Term im Folgenden aufgrund des schnelleren Abklingverhaltens vernachlässi-
gen.
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Wir greifen einige Ideen aus [31] auf. Mit der Definition der Winkel θ(h)j,ℓ aus (4.1) gilt

cos θt = cos
(
arctan

(
2−j/2(ℓ+ t)

))
=

(
1 +

(
2−j/2(ℓ+ t)

)2)−1/2

.

Fassen wir die rechte Seite als Funktion

w(x) =

(
1 +

(
2−j/2ℓ+ x

)2)−1/2

ausgewertet an der Stelle x = 2−j/2 t auf, so gilt mit der Taylor-Approximation nullter
Ordnung

h(2−j/2t) =

(
1 +

(
2−j/2ℓ

)2)−1/2

+ w′(ξ) 2−j/2t

mit |ξ| ≤
∣∣2−j/2t∣∣ ≤ 2−j/2+1, da |t| ≤ 2. Wir erhalten∣∣∣2−j/2t w′(ξ)

∣∣∣ ≤ 2−j/2+1

∣∣2−j/2 + ξ
∣∣(

1 +
(
2−j/2ℓ+ ξ

)2)3/2 ≤ 3 · 2−j+1(
1 +

(
2−j/2ℓ+ ξ

)2)3/2 ,
weshalb wir cos θt = µj,ℓ+r3(j) mit r3(j) = O

(
2−j
)

schreiben und µj,ℓ := (1+(2−j/2ℓ)2)−1/2

die Abschätzung 2−1/2 ≤ |µj,ℓ| ≤ 1 erfüllt. Zusätzlich gilt

sin θt = sin
(
arctan

(
2−j/2(ℓ+ t)

))
=

2−j/2(ℓ+ t)(
1 +

(
2−j/2(ℓ+ t)

)2)1/2
und durch ähnliche Abschätzungen wie zuvor können wir sin θt = 2−j/2 ℓ µj,ℓ + r4(j) mit
r4(j) = O

(
2−j
)

schreiben. Wir vernachlässigen im Folgenden den additiven Term mit
schnellerem Abklingverhalten und ersetzen cos θt durch µj,ℓ und sin θt durch 2−j/2 ℓ µj,ℓ.

Die Kurve γ(x) wird für x ∈ [ak∗ , ak∗+1) durch (tk∗(x), x)
T parametrisiert, weshalb

β(vθt + x0) = n(γ(vθt + x0))
∣∣γ ′(vθt + x0)

∣∣
2
=
(
−1, t′(vθt + x0)

)T√
t′(vθt + x0)2 + 1

und damit

ΘT(θt)β(vθt + x0) =
(
µj,ℓ

(
2−j/2 ℓ t′(vθt + x0)− 1

))√
t′(vθt + x0)2 + 1

folgt. Darüber hinaus existiert nach der Annahme an die Richtungsableitung n-ter Ordnung
ein q̃, sodass ∣∣pnθt(γ(vθt + x0))− pnθt(γ(q̃)

∣∣ ≤ C 2−j/2

und pnθt(γ(q̃) 6= 0. Dank der vorherigen Betrachtungen können wir den Term φ(vθt , θt) =

pnθt(γ(vθt +x0))Θ
T(θt)β(vθt +x0) in (4.61) durch von Null verschiedene Konstante ersetzen

und erhalten

I11 = C3 2
−jn µ

3/2
j,ℓ

√
i

A

2∫
1
3

2∫
−2

Ψ
(h)
j,ℓ

(
2jρΘ(θt)

)
ρ−(n+1/2) e

iρµj,ℓ

(
(p+t)2

4A
+D

)
dt dρ.
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Anschließend verwenden wir die Substitution λ = ρµj,ℓ, was unter anderem zu

Ψ
(h)
j,ℓ (2

jρΘ(θt)) = g̃(ρ cos θt) g
(
ρ cos θt(2

j/2 tan θt − ℓ)
)

= g̃(ρµj,ℓ) g (ρµj,ℓ t)

= g̃(λ) g (t λ)

und damit im Integral I11 zu

I11 = C3 2
−jn µn+1

j,ℓ

√
i

A

2∫
1
3

2∫
−2

g̃(λ) g (t λ) e
iλ

(
(p+t)2

4A
+D

)
λ−(n+1/2) dt dλ

= C3 2
−jn µn+1

j,ℓ

√
i

A

2∫
1
3

g̃(λ) eiλD λ−(n+1/2)H(λ, p,A) dλ (4.62)

mit

H(λ, p,A) :=

2∫
−2

g (t λ) eiλ
(p+t)2

4A dt =

∞∫
−∞

g ((u− p)λ) eiλ
u2

4A du

führt. Eine direkte Rechnung mit der Substitution v = λ u
2

4A ergibt

H(λ, p,A) =

√
A

λ

∞∫
0

[
g
(
2
√
Aλv + p λ

)
+ g

(
2
√
Aλv − p λ

)] ei v√
v
dv

=

√
A

λ

(
a(λ, p,A) + i b(λ, p,A)

)
,

wobei a(λ, p,A) und b(λ, p,A) in (4.43) und (4.44) definiert sind. Mit der Darstellung von
H(λ, p,A) und der positiven Lösung

√
i = 1+i√

2
kann das Integral in (4.62) geschrieben werden

als I11 = Re(I11) + i Im(I11) mit

Im(I11) = C4(n,A) 2
−jn

4
3∫

1
3

g̃(λ)λ−(n+1)
([
a(λ, p,A) + b(λ, p,A)

]
cos(Dλ)

+
[
a(λ, p,A)− b(λ, p,A)

]
sin(Dλ)

)
dλ.

Wir nutzen die Beziehung I2 = −I1 aus (4.56) und wiederholen alle vorherigen Schritte für
das Integral I2 anstatt I1 und erhalten I21 = Re(I21) + i Im(I21) mit

Im(I21) = C5(n,A) 2
−jn

4
3∫

1
3

g̃(λ)λ−(n+1)
([
a(λ, p,A) + b(λ, p,A)

]
sin(Dλ)

−
[
a(λ, p,A)− b(λ, p,A)

]
cos(Dλ)

)
dλ.
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4.5 Beweis von Theorem 4.2

Die Integrale Im(I11) und Im(I21) entsprechen den Integralen P1(D, p,A) beziehungsweise
P2(D, p,A) aus Lemma 4.15 und die Voraussetzungen des Lemmas sind wegen |p| ≤ 1

2 und
|D| ≤ 3π

4 erfüllt. Wegen (4.56) gilt∣∣Ik∗(j, ℓ,y,m)
∣∣ = 2

∣∣Im(I11 + I12)|| = 2
∣∣Im(I21 + I22)

∣∣
und mit der umgekehrten Dreiecksungleichung und Lemma 4.15 folgt die untere Schranke
aus (4.55) und damit auch die Abschätzung aus (4.52). Damit haben wir (4.49) für den Fall
A > 0 gezeigt.

b)

Im Fall A = 0 vereinfacht sich (4.58) zu

R(v, θ) = −ΘT(θ)
(
Bv + tk∗(x0) + r(v)− 2πy1, v + x0 − 2πy2

)T
= − cos θ

(
C̃ − 2πy1 + v(B + tan θ)

)
,

weshalb für das Integral aus (4.57) die Darstellung

I1 = 2−j(n−1)

2∫
1
3

θ
(h)
j,ℓ+2∫

θ
(h)
j,ℓ−2

ãk∗+1∫
ãk∗

Ψ
(h)
j,ℓ

(
2jρΘ(θ)

)
ρ−n e−i2jρ cos θ

(
C̃−2πy1+(B+tan θ)v

)

× φ(v, θ) dv dθ dρ

gilt. Lemma 4.13 kann in diesem Fall nicht angewendet werden. Stattdessen verwenden wir
die Substitution u = 2j/2v und ähnlich zum vorherigen Fall t = 2j/2 tan θ−ℓ und erhalten

I1 = 2−jn
2∫

1
3

2∫
−2

∞∫
−∞

Ψ
(h)
j,ℓ

(
2jρΘ(θt)

)
ρ−n e−i ρ cos θt

(
(p+t)u−D

)
φ(vθt , θt) cos

2 θt du dt dρ.

Mit den identischen Vereinfachungen und Notationen, die zu (4.62) geführt haben, ergibt
sich erneut mit λ = ρµj,ℓ

I1 = 2−jn µn+2
j,ℓ

∞∫
0

2∫
−2

∞∫
−∞

g̃ (λ) g (t λ) λ−n e−iλ
(
(p+t)u−D

)
dudt dλ.

Mit der Substitution y = t λ folgt mit dem Satz von Fubini und der Inversionsformel der
Fourier-Transformation

I1 = C(n) 2−jn
∞∫
0

g̃ (λ) λ−(n+1) eiDλ

∞∫
−∞

 ∞∫
−∞

g (y) e−i y u dy

 e−i p λu dudλ

= C(n) 2−jn
∞∫
0

g̃ (λ) λ−(n+1) eiDλ

 ∞∫
−∞

F [g](u) e−iu pλ du

dλ

= C(n) 2−jn
∞∫
0

g̃ (λ) λ−(n+1) eiDλ g(−pλ) dλ.
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4 Detektion von Singularitäten

Da g(−pλ) = 1 für λ ∈
[
1
3 ,

4
3

]
und p ∈

[
−1

4 ,
1
4

]
, führt dies zu

∣∣Im(I1)
∣∣ = C(n) 2−jn

∞∫
0

g̃ (λ) λ−1 sin(Dλ) dλ > 0,

falls 0 < |D| ≤ 3π
4 . Im Fall D = 0 modifizieren wir die Funktion g̃, sodass sie ungerade ist.

Mit einem ähnliche Argument wie in (4.56) erhalten wir
∣∣Re(I1)∣∣ > 0 und somit (4.49) im

Fall A = 0.

Im abschließenden Teil des Beweises zeigen wir die behauptete untere Schranke mithilfe
von Lemma 4.12 für Cartoon-ähnliche Funktionen. Wie in Theorem 4.1 betrachten wir zum
Abschluss des Beweises allgemeine Funktionen f0 ∈ Eu+1(τ) von der Form f0 = f0 + f χT =
f0 + f mit f = f χT und f0, f ∈ Cu+1

0 (R2). Bereits in (4.31) wurde begründet, dass∣∣∣〈f2π0 , ψ
(i)
j,ℓ,y

〉
2

∣∣∣ ≤ C3(u, q) 2
−j(q+u+1/2),

weshalb mithilfe der umgekehrten Dreiecksungleichung, (4.49), Lemma 4.12 und der Vor-
aussetzung u > 4(n+ 1)∣∣∣〈f2π0 , ψ

(i)
j,ℓ,y

〉
2

∣∣∣ ≥ ∣∣∣〈P 2π
u,f,y, ψ

(i)
j,ℓ,y

〉
2

∣∣∣− ∣∣∣〈f2π − P 2π
u,f,y, ψ

(i)
j,ℓ,y

〉
2

∣∣∣− ∣∣∣〈f2π0 , ψ
(i)
j,ℓ,y

〉
2

∣∣∣
≥ C1(u, n, q, ε0, T ) 2

−j(3/4+n) − C2(f, q) 2
−j(u−1)/4 − C3(u, q) 2

−j(q+u+1/2)

≥ C4(u, n, q, ε0, T ) 2
−j(3/4+n)

folgt und Theorem 4.2 bewiesen ist.
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