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/usammenfassung

Im Mittelpunkt dieser Arbeit stehen trigonometrische Shearlets, welche auf der Theorie dya-
discher de la Vallée Poussin-artiger Waveletfunktionen basieren. Trigonometrische Shearlets
sind richtungsabhéngige trigonometrische Polynome. In dieser Arbeit werden verschiedene
Eigenschaften dieser Funktionen hergeleitet und die anisotrope Orts-Frequenz-Lokalisierung
zur Detektion von Singularititen entlang von Kantenkurven Cartoon-dhnlicher periodischer
Funktionen genutzt.

Im ersten Kapitel werden alle benétigten theoretischen Grundlagen dieser Arbeit gelegt.
Dies umfasst die Notation und Eigenschaften multivariater differenzierbarer Funktionen,
die Begriffe Muster und erzeugende Menge sowie grundlegende Definitionen und Resultate
der Fourier-Analysis. Die dyadische periodische Multiskalenanalyse bildet den Grundstein
der nachfolgenden Kapitel und erméglicht die Zerlegung translationsinvarianter Rdume be-
ziiglich der Musterpunkte einer Matrix in die direkte Summe eines Skalierungs- und eines
Waveletraums.

Im zweiten Kapitel werden dyadische de la Vallée Poussin-artige Skalierungs- und Wavelet-
funktionen basierend auf mehrdimensionalen Indexmengen eingefithrt. Diese ermoglichen
die kompakte Notation multipler dyadischer Waveletzerlegungen. Im letzten Abschnitt des
Kapitels werden richtungsspezifische Zerlegungen fir eine spezielle Wahl dyadischer Di-
latationsmatrizen untersucht und der Zusammenhang zur geometrischen Ausrichtung der
auftretenden Trégermengen im Frequenzbereich hergestellt.

Das dritte Kapitel befasst sich mit trigonometrischen Shearlets, welche aus der Konstruktion
des zweiten Kapitels hervorgehen. Neben der Einordnung dieser Funktionen im Vergleich
zu den klassischen diskreten Kegel-Shearlets, werden Richtungs- und Lokalisierungseigen-
schaften im Frequenz- und Ortsbereich sowie Frame-Eigenschaften im Hilbertraum Ly (T?)
bewiesen.

Im abschlieBenden Kapitel dieser Arbeit werden zwei Hauptresultate tiber die Detektion
von Unstetigkeiten in den Richtungsableitungen hoherer Ordnung von Cartoon-dhnlichen
periodischen Funktionen formuliert. Die Theoreme besagen, dass die inneren Produkte die-
ser Funktionen mit trigonometrischen Shearlets genau dann vernachlassigbar klein werden,
wenn das jeweilige Shearlet nicht hinreichend nah an der Kantenkurve lokalisiert ist oder
nicht entlang der Kantenkurve orientiert ist. Fiir den Beweis der Hauptresultate werden die
Zerlegung von Funktionen auf dyadischen Quadraten und eine Reihe von Lokalisierungs-
lemmata benétigt, die ebenfalls im letzten Kapitel hergeleitet und bewiesen werden.






Einleitung

In der heutigen Zeit spielt die Verarbeitung von digitalen Bildern in vielen industriellen
oder medizinischen Anwendungen eine wichtige Rolle. Eine zentrale Aufgabe ist dabei die
automatisierte Abgrenzung und Unterscheidung verschiedener Bildbereiche. Dies fiihrt zu
der Notwendigkeit, Ubergéinge beziehungsweise Kanten in Bildern moglichst prézise und
effektiv zu erkennen. Kanten sind dadurch charakterisiert, dass Grau- oder Farbwerte eines
digitalen Bildes in ihrer Nahe starken Anderungen unterliegen. Durch die Approximation
der partiellen Ableitungen erster oder héherer Ordnung in einem Bildpunkt wird anhand
der Grofle der entsprechenden diskreten Gradienten entschieden, ob ein Punkt zur Kan-
tenmenge gehort oder nicht. Die Probleme an diesen Ansétzen sind die bevorzugte Erken-
nung von Kanten entlang der Koordinatenachsen und die hohe Empfindlichkeit gegeniiber
Rauschen, weshalb die Bilder haufig vor der Anwendung von Kantenoperatoren geglattet
werden miissen. FEin weit verbreiteter Algorithmus zur Kantendetektion in digitalen Bildern
ist der Canny-Algorithmus [9]. In diesem Verfahren werden zunéchst Kantenoperatoren auf
geglatteten Bildern angewendet und im Anschluss die gefundene Kantenmenge durch die
Unterdriickung nichtlokaler Maxima und die Aussortierung zu schwacher Kanten, genannt
Hysterese, verfeinert.

Es ist bekannt [47, 48], dass der Canny-Algorithmus dquivalent dazu ist, die lokalen Maxima
einer zweidimensionalen Wavelet-Transformation zu finden. Der Begriff Wavelet ist die Uber-
setzung des franzosischen Begriffs ondelette ("kleine Welle’) und wurde zunéchst im Zusam-
menhang der kontinuierlichen Wavelet-Transformation einer Funktion, unter anderem von
Grossmann und Morlet [27], verwendet. Ende der 1980er und Anfang der 1990er Jahre wurde
die diskrete Wavelet-Transformation mit schnellen Algorithmen basierend auf den Arbeiten
von Daubechies [14], Meyer [50] und Mallat [45, 46] eingefiihrt. Der entscheidende Begriff ist
dabei die Multiskalenanalyse, welche eine Folge verschachtelter und durch die Verschiebun-
gen einer Skalierungsfunktionen aufgespannter Vektorrdume mit speziellen Eigenschaften
bezeichnet. Die Unterschiede von einem zum anderen Skalierungsraum werden durch die
Waveletraume und deren erzeugenden Funktionen, genannt Wavelets, beschrieben. Eine der
herausragenden Eigenschaften der Wavelets ist ihre gute Orts-Frequenz-Lokalisierung. Aus
diesem Grund liefern eindimensionale Wavelets optimale Approximationsraten fiir Funktio-
nen, die abseits von Punktsingularitéten tiberall glatt sind [17].

Unter anderem in [14, 46, 50] wurden mehrdimensionale Wavelets konstruiert, die aus dem
Tensorprodukt eindimensionaler Skalierungs- und Waveletfunktionen hervorgehen. In héhe-
ren Dimensionen verlieren Wavelets ihre optimalen Approximationseigenschaften, da Sin-
gularitdten nicht nur punktweise, sondern entlang von Kanten verlaufen kénnen [46]. Durch
die Tensorprodukt-Struktur sind mehrdimensionale Wavelets aufgrund ihrer Ausrichtung
entlang der Koordinatenachsen nicht dazu in der Lage, Singularitdten entlang von Kanten
in beliebige Richtungen hinreichend gut zu erfassen.

Es wurden eine Vielzahl verschiedener Ansétze entwickelt, um das Problem der fehlenden
Richtungssensibilitat klassischer mehrdimensionaler Wavelets zu iberwinden. Dazu zahlen



Einleitung

unter anderem Brushlets [49], Ridgelets [8], Curvelets [7, 26], Contourlets [18] oder komplexe
Wavelets [58]. Insbesondere die Resultate in [7] erregten Aufmerksamkeit, denn im Vergleich
zu mehrdimensionalen Wavelets erméglichen Curvelets die essentiell-optimale spérliche Ap-
proximation Cartoon-dhnlicher Funktionen. Eine weitere Konstruktion, die aus der Theorie
der zusammengesetzten Wavelets [35] hervorgeht, sind die Shearlets. Diese wurden in zwei
oder mehr Dimensionen von verschiedenen Autoren beispielsweise in [13, 28, 38| eingefiihrt.
Der grofle Vorteil von Shearlets ist, dass sie durch die Anwendung von Skalierungs- und
Scherungsmatrizen affine Systeme im R¢ bilden und dadurch viele giinstige Eigenschaften
besitzen. So ermoglichen Shearlets als einziges der genannten Systeme eine vereinheitlichte
Theorie im kontinuierlichen und diskreten Fall, was sie besonders interessant fiir die An-
wendung in der Praxis macht.

Kontinuierliche Shearlets konnen auf unterschiedliche Arten konstruiert werden, einerseits
mit kompaktem Trager im Frequenz- [28] oder mit kompaktem Tréger im Ortsbereich [40].
Eine der wichtigsten Eigenschaften kontinuierlicher Shearlets ist die Erkennung von Sin-
gularitdten, die nicht in einem Punkt, sondern entlang von Kanten in beliebiger Richtung
verlaufen. Sowohl fiir den Fall des kompakten Trégers im Frequenzbereich [25, 30, 34, 39] als
auch im Ortsbereich [41] konnte fiir verschiedene Arten von Singularititen gezeigt werden,
dass sich die Lage und Orientierung der Kanten, entlang derer die Unstetigkeiten einer Funk-
tion verlaufen, exakt in dem Abklingverhalten der Shearlet-Koeffizienten widerspiegelt.

Diskrete Shearlets entstehen durch die geeignete Abtastung der Parameter der kontinu-
ierlichen Shearlet-Transformation [37]. Die Resultate fiir kontinuierliche Shearlets wurden
in [65] als theoretische Grundlage genutzt, um Kanten in Bildern mit diskreten Shearlets
zu erkennen. In [31] wurde erstmals gezeigt, dass eine analoge Aussage zum kontinuierli-
chen Fall fiir die Erkennung von Singularitdten entlang von Kanten mit diskreten Shearlets
angegeben werden kann. Dieselben Autoren konnten zuvor das Resultat aus [7] tiber die
essentiell-optimale spéarliche Approximation mit Curvelets auf den Fall diskreter Shearlets
ibertragen. Dariiber hinaus wurde diese Eigenschaft beispielsweise fiir dreidimensionale [32]
und zylindrische Shearlets [20] gezeigt. Wie bereits erwidhnt, entstammen Shearlets aus der
allgemeineren Theorie der zusammengesetzten Wavelets [35]. Aus dieser geht hervor, dass
diskrete Shearlet-Systeme [28, 38] durch die Forderung gewisser Eigenschaften an die erzeu-
genden Funktionen einen Parseval-Frame des Hilbertraums Lo (R?) bilden.

Von vielen gemessenen Signalen ist bekannt, dass diese sich periodisch wiederholen. Im
eindimensionalen Fall kénnen diese Signale héufig als periodische Funktionen aufgefasst
werden, die aufler in Punktsingularitdten tiberall hinreichend glatt sind. Deshalb spielen
die Informationen iiber die Lokalisierung und Ordnung von Singularitdten in zahlreichen
Anwendungen der Signalverarbeitung eine zentrale Rolle. Das Problem der Bestimmung
von Unstetigkeiten eindimensionaler periodischer Funktionen, deren Fourier-Koeffizienten
bekannt sind, wurde von einer Reihe von Autoren behandelt und mit verschiedenen Ansétzen
geldst [2, 21, 22, 60, 64].

Basierend auf translationsinvarianten Rdumen und periodischen Multiskalenanalysen wur-
den eindimensionale periodische Wavelets in [36, 52, 53, 55] konstruiert. Der grofie Vorteil
im periodischen Fall ist, dass die resultierenden Zerlegungs- und Rekonstruktionsalgorith-
men durch die schnelle Fourier-Transformation effektiv umgesetzt werden kénnen. In [51]



konnte mit Wavelet-dhnlichen Konstruktionen gezeigt werden, dass Sprung-Unstetigkeiten
in den Ableitungen héherer Ordnung eindimensionaler periodischer Funktionen detektiert
werden konnen.

In [23, 24, 44] wurden eindimensionale periodische Wavelets mit analogen Konzepten auf den
multivariaten Fall erweitert. Aufbauend auf diesen Arbeiten konstruierten die Autoren in [43]
multivariate dyadische Dirichlet-Skalierungsfunktionen mit den dazugehorigen Dirichlet-
Wavelets. In [4, 5] wurden diese zu dyadischen de la Vallée Poussin-artigen Skalierungs-
und Waveletfunktionen verallgemeinert. Diese Funktionen sind trigonometrische Polynome
und die Allgemeinheit der Konstruktion erlaubt dabei die Fensterfunktionen im Frequenz-
bereich, durch deren Abtastung die Fourier-Koeffizienten der Skalierungs- und Waveletfunk-
tionen entstehen, beliebig glatt zu wéhlen. Daraus resultiert eine verbesserte Lokalisierung
der Funktionen im Ortsbereich im Vergleich zum Dirichlet-Fall aus [43]. Dariiber hinaus
ist es moglich, beliebige Matrizen mit Determinante 2, insbesondere Scherungsmatrizen,
fiir die Zerlegung der Skalierungsrdume im Rahmen einer periodischen Multiskalenanaly-
se zu verwenden. Dies ermoglicht eine Vielzahl verschiedener anisotroper Zerlegungen zur
Untersuchung richtungsbezogener Eigenschaften von Funktionen.

Der Inhalt dieser Arbeit gliedert sich wie folgt:

In Kapitel 1 werden die wichtigsten Konzepte fiir den spéteren Verlauf dieser Arbeit einge-
fithrt. Dies umfasst in den ersten drei Abschnitten die Notation und einige spezielle Resultate
iiber multivariate differenzierbare Funktionen, die Begriffe Muster und erzeugende Menge
beziiglich einer Matrix sowie grundlegende Definitionen und Resultate der Fourier- Analysis.
Dabei ist die diskrete Fourier-Transformation auf Mustern das zentrale Werkzeug, um die
Waveletzerlegung einer Funktion mit einer dyadischen periodischen Multiskalenanalyse in
Abschnitt 1.4 zu beschreiben. Dariiber hinaus ist die Poisson-Summationsformel in Theo-
rem 1.13 als Verbindung von Fourier-Reihen und Fourier-Transformation ein wichtiges Hilfs-
mittel fiir die Beweise von Theorem 3.12, Theorem 4.1 und Theorem 4.2 im spéteren Verlauf
der Arbeit. Im letzten Abschnitt des ersten Kapitels werden zwei wichtige Hilfsresultate fir
die Beweise in Abschnitt 4.4 basierend auf dem Integralsatz von Gaufl beziehungsweise
Fresnel-Integralen bewiesen.

Die Konstruktion multipler dyadischer Waveletzerlegungen steht im Mittelpunkt von Ka-
pitel 2. Ausgangspunkt sind die dyadischen de la Vallée Poussin-artigen Skalierungs- und
Waveletfunktionen aus [4], welche in Abschnitt 2.1 mit einer Notation beziiglich mehrdi-
mensionaler Indexmengen definiert werden. Damit kénnen multiple dyadische Waveletzer-
legungen in Abschnitt 2.2 dhnlich zu den Betrachtungen in [56] kompakt angegeben und
als Baumdiagramme visualisiert werden. In Abschnitt 2.3 werden die Zerlegungen fiir ei-
ne spezielle Wahl der dyadischen Dilatationsmatrizen betrachtet. Dabei wird der Zusam-
menhang zwischen der Wahl des Zerlegungspfades und der geometrischen Ausrichtung der
erzeugenden Mengen hergestellt, die den Fourier-Koeflizienten der jeweiligen de la Vallée
Poussin-artigen Skalierungsfunktionen entsprechen. Dies ermdglicht richtungsbezogene Zer-
legungen einer Funktion, kontrolliert durch die Ausrichtung der erzeugenden Mengen im
Frequenzbereich.

Kapitel 3 befasst sich mit den namensgebenden Funktionen dieser Arbeit, den trigonometri-
schen Shearlets. Diese Funktionen sind trigonometrische Polynome, deren Koeffizienten aus
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der Abtastung spezieller zweidimensionaler Fensterfunktionen hervorgehen. In Abschnitt 3.1
wird neben der Konstruktion auch der Zusammenhang zwischen trigonometrischen Shearlets
und den multiplen dyadischen Waveletzerlegung aus Abschnitt 2.3 hergestellt. Im Anschluss
werden Parallelen und Unterschiede zu den klassischen diskreten Kegel-Shearlets aufgezeigt.
In Abschnitt 3.2 wird die Form der Trégermengen der zweidimensionalen Fensterfunktionen
untersucht und in Lemma 3.7 exakt beschrieben. Das zentrale Resultat aus Abschnitt 3.3 ist
Theorem 3.12, welches das Abklingverhalten der trigonometrischen Shearlets im Ortsbereich
in Abhéngigkeit von der Verschiebung auf den Musterpunkten und der Orientierung der Tré-
germengen im Frequenzbereich angibt. Zusammen zeigen die Resultate aus Abschnitt 3.2
und Abschnitt 3.3 die gute Orts-, Richtungs- und Frequenz-Lokalisierung der trigonome-
trischen Shearlets und bilden die Grundlage der Beweise im letzten Kapitel. Als weiteres
wichtiges Resultat dieses Kapitels wird in Theorem 3.17 mit einer Reihe von Hilfsresultaten
gezeigt, dass Funktionensysteme trigonometrischer Shearlets einen Frame des Hilbertraums
Ly(T?) bilden.

Das abschlieflende Kapitel dieser Arbeit widmet sich der Frage, ob trigonometrische Shear-
lets dazu in der Lage sind, Unstetigkeiten in den Richtungsableitungen hoherer Ordnung
von Cartoon-dhnlichen Funktionen zu detektieren. Fiir den Fall charakteristischer Funktio-
nen wurde dies bereits in [57] bewiesen und anhand numerischer Beispiele visualisiert. Die
beiden Hauptresultate aus Abschnitt 4.1 geben entsprechende obere und untere Schran-
ken fiir die inneren Produkte, genannt Shearlet-Koeffizienten, von Funktionen mit Sprung-
Unstetigkeiten in Richtungsableitungen héherer Ordnung mit trigonometrischen Shearlets
an. Die Resultate implizieren, dass die Shearlet-Koeffizienten genau dann hinreichend klein
werden, wenn das jeweilige verschobene Shearlet nicht nah genug an der Kantenkurve loka-
lisiert ist oder nicht entlang der Kantenkurve orientiert ist. Im nachfolgenden Abschnitt 4.2
werden wichtige Hilfsresultate fiir den Beweis von Theorem 4.1 durch die Zerlegung einer
Funktion auf dyadischen Quadraten hergeleitet. Dabei unterscheiden sich die Abschétzungen
abhingig davon, ob die Kurve, entlang der die Singularitdt verlduft, das jeweilige Quadrat
schneidet oder nicht. Abschnitt 4.4 umfasst unter anderem die Beweise zweier Lokalisie-
rungslemmata tiber die Grofle gewisser Integrale in Abhéngigkeit der Lokalisierung und
Orientierung der trigonometrischen Shearlets. Mit diesen Resultaten kann schliellich die
obere Schranke aus Theorem 4.2 in Abschnitt 4.5 bewiesen werden.
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hat, diese Dissertation zu verfassen. Er nahm sich stets Zeit, um Fragen zu beantworten,
wodurch viele der aufgetretenen Probleme gel6st werden konnten. Seine intensive Betreuung
mit vielen Diskussionen und Denkansté8en haben mafigeblich zur Vollendung dieser Arbeit
beigetragen. Des Weiteren danke ich meiner Familie, meiner Freundin Mira und Hugo fiir
all die Geduld und Unterstiitzung wihrend des Verfassens dieser Dissertation.



Grundlagen

In diesem Kapitel werden die wichtigsten mathematischen Konzepte dieser Arbeit eingefiihrt
und erldutert. Abschnitt 1.1 befasst sich mit multivariaten differenzierbaren Funktionen.
Neben den Notationen beziiglich partieller Differenzierbarkeit und Richtungsableitungen
hoherer Ordnung sowie der Einfiithrung der entsprechenden Funktionenrdume, werden wich-
tige Differentialoperatoren fiir den spéteren Verlauf betrachtet. Zum Ende des Abschnitts
werden sternférmige Mengen und darauf aufbauend die Funktionenklasse der sogenannten
Cartoon-dhnlichen Funktionen eingefiihrt.

In Abschnitt 1.2 werden die Begriffe Muster und erzeugende Menge ausgehend von multi-
variaten Restklassen eingefithrt. Das Muster beziiglich einer Matrix verallgemeinert dquidi-
stant verteilte Punkte in einem Intervall in das Mehrdimensionale, wohingegen die Elemente
der entsprechenden erzeugenden Mengen im weiteren Verlauf der Arbeit als spezielle Punk-
temengen im Frequenzraum angesehen werden kénnen. Im Vergleich zu den Betrachtungen
aus [4, 43] wird in diesem Abschnitt auf die ausfiihrliche Untersuchung der algebraischen
Eigenschaften verzichtet und lediglich die fiir diese Arbeit relevantesten Ergebnisse angege-
ben. Insbesondere Lemma 1.4, welches bereits in [43] bewiesen wurde, spielt fiir den weiteren
Verlauf der Arbeit eine zentrale Rolle. Durch die Faktorisierung der zugrunde liegenden Ma-
trix kénnen Muster in Teilmuster zerlegt werden. Die Beobachtung, dass die zugehorigen
erzeugenden Mengen fiir zwei identische Muster nicht {ibereinstimmen miissen, bildet die
Grundlage anisotroper Waveletzerlegungen von Funktionen mit verschiedenen Richtungs-
préaferenzen im Frequenzbereich.

Die fiir diese Arbeit wichtigsten Begriffe und Resultate der Fourier-Analysis werden in Ab-
schnitt 1.3 vorgestellt. Neben der Definition der Fourier-Koeffizienten und Fourier-Reihen
zur Darstellung periodischer Funktionen wird die diskrete Fourier-Transformation auf Mu-
stern eingefiihrt. Das Pendant zur Theorie der Fourier-Reihen fiir periodische Funktionen
bildet die Fourier-Transformation fiir integrierbare Funktionen, die ihren Definitionsbereich
auf der gesamten reellen Achse haben. Nach der Definition der Fourier-Transformation wer-
den in Lemma 1.9 und Lemma 1.10 wichtige Eigenschaften im Orts- und Frequenzbereich
angegeben. Der letzte Teil des Abschnitts widmet sich der Verkniipfung von Fourier-Reihen
und Fourier-Transformation durch die Poisson-Summationsformel in Theorem 1.13. Diese
spielt eine zentrale Rolle und bildet jeweils den Ausgangspunkt der Beweise von Theo-
rem 3.12, Theorem 4.1 und Theorem 4.2 in den nachfolgenden Kapiteln.

Die Betrachtung translationsinvarianter Raume beziiglich der Musterpunkte einer Matrix
bildet den Ausgangspunkt von Abschnitt 1.4 und wurde in diesem Kontext bereits in [4,
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43] untersucht. Durch die sukzessive Faktorisierung einer Matrix mit dyadischen Dilatati-
onsmatrizen lésst sich eine Folge von verschachtelten Skalierungsrdumen erzeugen, die in
Definition 1.16 als nichtstationére anisotrope dyadische periodische Multiskalenanalyse be-
zeichnet wird. Jeder Skalierungsraum kann als direkte Summe des vorherigen Skalierungs-
raums mit einem weiteren Raum, genannt Waveletraum, geschrieben werden. Fine Kon-
struktionsméglichkeit der zugehérigen Waveletfunktionen, welche den Unterschied zwischen
zwei aufeinanderfolgenden Skalierungsrdumen beschreiben, wird in Lemma 1.17 angegeben.
Der restliche Teil des Abschnitts folgt den Betrachtungen aus [4, Abschnitt 1.5] und gibt
konkrete Formeln der Wavelet-Synthese und Wavelet-Analyse einer Funktion basierend auf
den diskreten Fourier-Koeffizienten der auftretenden Funktionen an.

Der abschlieende Abschnitt 1.5 befasst sich mit der Herleitung wichtiger Resultate fiir die
Beweise in Abschnitt 4.4. Ausgehend vom klassischen Integralsatz von Gaufl wird eine ex-
plizite Formel fiir die Fourier-Transformation des Produkts eines bivariaten Polynoms vom
Grad L mit einer charakteristischen Funktion in Lemma 1.18 angegeben. Dabei stellt sich
heraus, dass die Richtungsableitungen m < L-ter Ordnung des Polynoms in den entstehen-
den Integralen iiber den Rand der charakteristischen Funktion auftreten. Im zweiten Teil
des Abschnitts werden Fresnel-Integrale eingefiihrt und wichtige Abschitzungen fiir den
spateren Verlauf in Lemma 1.19 angegeben und bewiesen.

Im Folgenden wird die Dimension, wenn nicht anders vermerkt, fiir den Rest der Arbeit
auf d = 2 festgelegt und zweidimensionale Vektoren mit x = (x1,22)" bezeichnet. Fiir den
Fall, dass beide Eintrige aus natiirlichen Zahlen, natiirlichen Zahlen einschliefllich der Null,
ganzen Zahlen oder reellen Zahlen bestehen, ist der Vektor x ein Element des Raumes N2,
N2, Z? beziehungsweise R?. Dariiber hinaus definieren wir zwei spezielle Vektoren durch
0 := (0,0)T € N2 und 1 := (1,1)T € N2 Fiir zweidimensionale Vektornormen verwenden
wir die Notation

(J2117 + |waf?)7, falls 1 < p < oo,
xly = (1.1)
max {|z1|,|z2|}, falls p= oo,
und definieren das Skalarprodukt zweier Vektoren x und y durch xTy = ziy; + z2ys.

Fiir die Darstellung eines Vektors & € R? in Polarkoordinaten schreiben wir im Folgenden

&€ = pO(0) mit p := [¢|, und O(0) := (cos,sin#)*. Bei bindren Relationen und Exponenten

von Vektoren wird die Notation x <y, falls 21 < y; und x2 < y2 sowie x¥ := z¥'2%> und

x* 1= xM = {2} fiir A € R verwendet. Des Weiteren nutzen wir fiir k,n € N2 mit k <n
die Schreibweise k! := k1! ko! sowie

n\ n!

k) Kk

(&) = = () ()

mit dem tiblichen eindimensionalem Binomialkoeffizienten und es gilt der binomische Lehr-
satz
" /n n\
(21 +22)" =) (k> iy h =) <k> x*, (1.2)
k=0 k|, =n
Fiir € > 0 definieren wir die e-Umgebung um einen Punkt xg € R? durch

B:(xq) == {x € R?: [x — xq|y < €}



1.1 R3ume differenzierbarer Funktionen

und bezeichnen die charakteristische Funktion oder Indikatorfunktion einer Menge T' C R?

mit
(x) 1, fallsxeT,
X) =
T 0, fallsxé¢T.

M — (mn m12>

ma1  M22
werden ebenfalls fett gedruckt und zur Unterscheidung von Vektoren grofl geschrieben.
Falls sdmtliche Eintridge der Matrix M aus natiirlichen Zahlen, natiirlichen Zahlen ein-
schlielich der Null, ganzen Zahlen oder reellen Zahlen bestehen, schreiben wir M € N2x2,
M € N3*2, M € Z**? beziehungsweise M € R?*2. Des Weiteren bezeichnet det M die De-
terminante von M, M~! die inverse Matrix, M die transponierte Matrix und wir definieren
M-T:= (M1)" = (MT) ™", Fiir A € R werden die Ausdriicke (M+A) und (M- ) als kom-
ponentenweise Addition beziehungsweise Multiplikation aufgefasst und fiir My, My € R?*?2
ist M1 My = M3 € R%2%? das iibliche Matrixprodukt. Wir bezeichnen zudem fiir Aj, Ao € R
die Matrix

Matrizen von der Form

diag(A, A2) := (A01 AO2> € R?*?

als Diagonalmatrix und I := diag(1,1) € N?*2 als Einheitsmatrix. Eine wichtige Rolle im
Verlauf der Arbeit spielen Rotationsmatrizen

. (cosf —sind 9%9
Rg = (sinﬁ cos 6 > €R

mit 6 € [0, 2m).

1.1 Raume differenzierbarer Funktionen

Fiir Lebesgue-messbare Mengen A C R? und 1 < p < oo sind die Rdume der auf A in der
p-ten Potenz Lebesgue-integrierbaren Funktionen gegeben durch

Ly(A) = {f A5 C o If g, < oo}

I£1ay = ([ 17600 dx)l/p.

Wie iiblich sind die Elemente der jeweiligen Riume als Aquivalenzklassen von Funktionen
zu identifizieren, die fast iiberall libereinstimmen. Mit dem Fall p = oo identifizieren wir den
Raum C(A) der stetigen Funktionen auf A und versehen diesen mit der Norm

mit der Norm

11l 4,00 = sup [f ()]
x€A



1 Grundlagen

Im Fall p = 2 ist der La(A) ein Hilbertraum mit dem Skalarprodukt

(f0)an = /A £(x) () dx

Wir definieren den zweidimensionalen Torus als Faktorgruppe T? := R?/27Z2. Dieser kann
anschaulich als der um % verschobene und mit 27 skalierte Einheitskubus [, 7)? mit
identifizierten Rindern angesehen werden. Funktionen f : T2 — R werden im Folgenden als
in jeder Variable auf der reellen Achse 27-periodische Funktionen angesehen. Eine Funktion

f: T? — R ist integrierbar auf ']1‘2 falls die zugehérige in jeder Variablen 2m-periodische

Funktion integrierbar auf [—7,7)? ist und wir schreiben in diesem Fall
/ fogaxs [
—7,m)2

Fiir den Rest der Arbeit wird fiir p = 2 die vereinfachte Notation
_ 1 ——
()= @) ) = gz [, 10009 ax (13)

verwendet, um das Skalarprodukt beziiglich des Hilbertraums Lo(T?) auszudriicken. Darii-
ber hinaus bezeichnet C(T?) den Raum der stetigen und in beiden Variablen 27-periodischen
Funktionen.

Eine wichtige und bekannte Aussage tiber L,-Raume auf Mengen mit endlichem Maf liefert
die Holder-Ungleichung.

Satz 1.1.
Es seien eine Menge A C R? mit endlichem Maf} sowie Funktionen f € L,(A) und g € Ly(A)
firl <p,q<oo mit % + % =1 gegeben. Dann ist f g € L1(A) und es gilt

1Fgllan <M fllap lgllag-

Fiir eine Menge A C R? mit endlichem MaB und 1 < p < ¢ < oo und eine Funktion
[ € Ly(A) ergibt sich als Folgerung aus Satz 1.1, dass auch f € L,(A) gilt mit

qa—-p
1 llap < TAPe ([l 4q- (1.4)
Fiir x = (21,22, ..., Tp_tt1)" € R** 1 mit k < n definieren wir die Bell-Polynome durch
— J
oS5
m 7j=1
wobei die Summe iiber alle Vektoren m = (my,...,m, gi1)’ € Nn_kH mit den Eigen-
n—k+1
schaften > m; =k und Z i-m; = n lauft. Es gilt der Zusammenhang
i=1 i=1
n n—k+1
> Bur(l,1,...,1) ZZ ( ) IT Gy =B, (1.5)
k=0 k=0 m 7=1



1.1 R3ume differenzierbarer Funktionen

wobei B, die n-te Bell-Zahl darstellt. Im eindimensionalen Fall ist die n-te Ableitung der
Verkettung zweier hinreichend oft differenzierbarer Funktionen f,g : R — R gegeben durch
die Formel von Faa di Bruno [54, Abschnitt 4.3]
k;
) (16)

=Y 1(9@) B (g (@) 9" @), ... g (@), (L.7)
k=1

o) =X (1) 100 H(

k j=

wobei die Summe in der oberen Zeile iiber alle Vektoren k = (ky,...,k,)T € N2 mit der

n
Eigenschaft > i - k; = n lauft.
i=1

Fiir ein Gebiet  C R? und eine Funktion f :  — R heifit diese ¢g-mal partiell differenzierbar
in x € , falls
a'f‘

T A

fir alle 1 < r < g und 4y,...47, € {1,2} existiert. Falls jede dieser Ableitungen zusétzlich
stetig ist, heifit die Funktion g-mal stetig partiell differenzierbar und wir schreiben f €
C1(Q). In diesem Fall gilt der Satz von Schwarz, weshalb die Reihenfolge des partiellen
Ableitungen keine Rolle spielt und wir deshalb im Folgenden fiir r = (r1,72)T € N2 die
kompakte Notation

oritr2

0" f(x) = 0"[fl(x) :== Wf(x)

fur die r-te partielle Ableitung im Punkt x € 2 verwenden. Mit dieser Notation kénnen wir
die Rdume g-fach stetig partiell differenzierbarer Funktionen kompakt schreiben als

ClQ):={f: Q=R : 9feC(Q) firalle r = (r1,79)T € N2 mit 7 + 15 < q}
und wir versehen diese Rdume mit der Norm

[fllca(q) = max sup [0 f(x)].
Ir|;<qxeq

Fiir Funktionen f : 2 — R bezeichnen wir die Menge

supp f = {x € Q0 : f(x) # 0}

als Trager von f. Damit ldsst sich der Raum ¢-mal stetig differenzierbarer Funktionen mit
kompaktem Trager durch

Cil(Q) = {f € CUQ) : supp f ist kompakt}

mit der identischen Norm wie im Fall ¢-mal stetig differenzierbarer Funktionen definieren.



1 Grundlagen

Fiir eine partiell differenzierbare Funktion f : € — R ist der Gradient im Punkt x =
(w1, 79)T € Q gegeben durch

T
erad () = rad 100 = (-1 5 1))

und fiir eine stetig partiell differenzierbare Funktion f : 2 — R kénnen wir die Richtungs-
ableitung in Richtung v € R? mit |v|, = 1 im Punkt x € Q schreiben als

0uT(x) 1= OuIf1(x) i= 5 fx) =" grad f ().

Fiir f € C7(Q2) mit ¢ > m existieren insbesondere die Richtungsableitungen m-ter Ordnung
in jede Richtung v € R? mit |v|, = 1, welche rekursiv definiert werden als 89 f(x) := f(x)
und

O (%) 1= O Uf1() 1= A f60) = v [0 1] ().

Eine andere Darstellung fiir die Richtungsableitung m-ter Ordnung einer Funktion ist durch
m m r qr
oo = 3 () v (19
[r|y=m
gegeben. Der Laplace-Operator ist fiir Funktionen f € C?(Q) und x € 2 definiert durch
Af(x) = Alf)(x) == 0% f(x) + 902 f(x).

Gilt dariiber hinaus f € C24(Q) fiir ¢ € Ny, so folgt mittels partieller Integration

Alf(x)= > <3) 0% f(x). (1.9)
\ﬂlzq
Des Weiteren sei fiir x € Q durch Lf(x) := L[f](x) := (I + 2/A)[f](x) ein Differentialope-

rator zweiter Ordnung definiert, welcher bereits fiir &hnliche Untersuchungen in [7, 33, 57]
betrachtet wurde. Mit der Gleichung (1.9) folgt

F7) = (1+28) /1) = 3. QERVE -y ()2 X ()erse0- a0

s=0 s=0 r|;=s

Fiir Funktionen f,g € C4(2) und r € Ny mit |r|; < ¢ lasst sich durch vollsténdige Induktion
mit der bekannten eindimensionalen Leibniz-Regel die multivariate Verallgemeinerung

SRS SN WS (111)

0<s<r

zeigen. Fiir f € C*1(Q) schreiben wir zweidimensionale Taylor-Polynome der Ordnung
u € Ny als

k
Tuf(x) :=Tuf(x;%0) = Z 9 JI:(!XO) (x —x0)%, x,x0 €,

[k|<u

10



1.2 Muster und erzeugende Mengen

und es gilt der Zusammenhang
|£(x) = Tuf(x;x0)| = O (yx—xoyg“) fir  x — xo. (1.12)

Zum Schluss dieses Abschnitts soll eine Klasse von Funktionen eingefithrt werden, die sich
als gingiges Modell fiir Funktionen mit Unstetigkeiten entlang von Kanten bewéhrt hat [7,
19, 33]. Der Ausgangspunkt sind sogenannte sternférmige Mengen, die als Tragermengen
fiir charakteristische Funktionen dienen. Wir nennen eine Menge T C (—, 77)2 sternformig,
falls ein xg € T, genannt Ursprung, existiert, sodass fiir alle x € T'

{Ax+(1-=XNxo:Ae0,1]} CT

erfiillt ist. Wir schreiben in diesem Fall T' € STAR. In der nachstehenden Definition nutzen
wir die Ideen aus [19, Abschnitt 8.2] und betrachten sternférmige Mengen mit glattem
Rand 0T, welcher mit einer parametrisierten Kurve in Polarkoordinaten beschrieben werden
kann.

Definition 1.2.

Es sei r € C? ([0,27)) eine Funktion mit |7 o2 < 7 und T' € STAR eine sternformige Menge
mit Urspung xg, deren Rand 0T in Polarkoordinaten durch eine Kurve ~ : [0,27) — 0T
mit der Parametrisierung

CcoS T
sin x

v(z) =xO+r(:c)< ) z € [0,2m), (1.13)
beschrieben wird. Die Menge STAR?(7) sei definiert als die Menge, welche alle T € STAR

enthalt, deren Rand durch eine Kurve von der Form (1.13) beschrieben werden kénnen.

Mit diesen Mengen lassen sich Cartoon-dhnliche Funktionen definieren.

Definition 1.3.
Fiir T € STAR?(7) und v € Ny ist die Menge der Cartoon-ihnlichen Funktionen gegeben
durch

Er) = {f = fo+ fixr : fo,f1 € CS(RQ) und supp fy C (—77,7r)2}.

1.2 Muster und erzeugende Mengen

In diesem Abschnitt fithren wir den Begriff des Musters und der eng damit verbundenen
erzeugenden Menge ein. Diese werden im spéteren Verlauf der Arbeit als Abtastpunkte be-
ziehungsweise diskrete Frequenzen einer Funktion dienen. Zunéchst wird das Konzept der
Restklassen beziiglich einer Zahl modulo einer anderen Zahl auf den mehrdimensionalen Fall
erweitert. Ausfiihrliche Betrachtungen der Inhalte dieses Abschnitts finden sich beispielswei-
se in [4, 43].

11



1 Grundlagen

Gegeben sei eine ganzzahlige Matrix M € Z2*2 mit |det M| > 0. Zwei Vektoren h,k € Z?
heiBen kongruent beziiglich der Matrix M, geschrieben h = kmodM, falls ein z € Z?

existiert, sodass
k =h+ Mz.

Analog zum Eindimensionalen seien die Mengen [k]y; := {h € Z? : h = kmod M} als
Restklassen von k beziiglich der Matrix M bezeichnet. Passend dazu definieren wir die
Kronecker-Symbole

M {1, falls h = k mod M,
hk -

0, sonst.

Die erzeugende Gruppe einer Matrix M enthélt alle Kongruenzklassen von ganzzahligen
Vektoren modulo der Matrix M und wir schreiben

G(M) := Z?/MZ2.

Die erzeugende Menge G(M) C Z2, welche wir im Folgenden mit demselben Symbol be-
zeichnen, ist definiert als eine beliebige Menge von Reprisentanten der Aquivalenzklassen,
fir die

K NGM)| =1
gilt. Aus der Definition der erzeugenden Menge folgt, dass jedes k € Z? eindeutig dargestellt
werden kann als

k=h+Mz,  hegGM), zcZ (1.14)
Das Gitter von M ist gegeben durch die Menge
AM) :=M~172 = {y e R? : My € Z2} .

Fiir die Definition von Mustern P(M) C A(M) werden Aquivalenzklassen auf dem Gitter
A(M) modulo der Einheitsmatrix Iy betrachtet. Das Muster P(M) einer Matrix ist analog
zu der Definition der erzeugenden Menge gegeben durch eine Menge von Restklassenrepra-
sentanten mit

HYJIQ QP(M)‘ =L

Insbesondere ist durch )
11
M)y=AM)N|—=, =
PM) =AM |- 5 )
ein Muster definiert (vgl. [4, S.11]), welches wir in dieser Arbeit ausschliefllich verwenden
werden. Die Abbildung Mo ist linear und bijektiv, weshalb ausgehend von einem Muster
P(M) durch
11)?
GM)=MPM)=M [—2,2> NZ? (1.15)
die zugehorige erzeugende Menge gegeben ist. Mit [15, Lemma I1.7] folgt fiir die Méachtigkeit

der Mengen
[PM)| =[G(M)| = [P(M")| = |G(MT)| = |det M] .

Eine wichtige Eigenschaft fiir spitere Zwecke ist die Moglichkeit, ein gegebenes Muster

P(M) durch die Faktorisierung der Matrix M in Teilmuster P(IN) C P(M) zu zerlegen.
Das folgende Lemma setzt sich aus [43, Lemma 2.4 und Lemma 2.7] zusammen.

12
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c. G(NJ) c g(M™)

)

—16

0

16

—-16 32

16

P(N3) € P(M) und erzeugenden

(

N,

b. G(NT) c g(MT)

).

—16

16 0
16 32

32 0

N; =

P(N2) C P(M)

(

G(NT) ¢ G(MT) und G(NT) € G(MT) bei der Zerlegung der Matrix M aus
1

a. P(Nl)

1.2 Muster und erzeugende Mengen

Es seien zwei regulire Matrizen M, N € Z2*2 gegeben. Es gilt P(N) C P(M) genau dann,

wenn eine Matriz J € Z2*? existiert, sodass M = JN. Gilt dariiber hinaus |detJ| = 1, so

ist P(N) = P(M).
dasselbe Muster generieren kénnen, die entsprechenden erzeugenden Mengen jedoch nicht

zwangslaufig identisch sein miissen. Diese Beobachtung bildet die Grundlage der richtungs-

spezifischen multiplen Waveletzerlegungen aus Abschnitt 2.3 und wird im nachstehenden

Eine wichtige Folgerung aus dem vorhergehenden Lemma ist, dass zwei Matrizen zwar
Beispiel illustriert.

Abbildung 1.1. Visualisierung der Muster P(Njy)

Mengen
Beispiel
Lemma 1.4.
Beispiel 1.5.
Die Matrizen
erfillen

0

2
-1 1

(

0 32>

weshalb nach dem ersten Teil von Lemma 1.4 die Beziehungen P(N7) € P(M) und P(Ng) C

P(M) gelten. Dartiber hinaus ist

1 0\ /16 0
<2 1>< 16 32>_JN2

16 0
16 32

weshalb wiederum mit Lemma 1.4 die Gleichheit P(Ny

Es wird deutlich

Ny

) folgt.
13

Ny

(

dass bei verschiedenen Zerlegungen einer Matrix M die resultierenden

P

)

)

)

1

erzeugenden Mengen nicht der Fall, was in Abbildung 1.1 passend zu diesem Beispiel ver-

Teilmuster iibereinstimmen kénnen. Wie bereits erwdhnt, ist dies im Allgemeinen fiir die
deutlicht wird.

mit detJ
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1.3 Fourier-Analysis

Die Fourier-Koeffizienten einer Funktion f € L1(T?) sind fiir k € Z? definiert durch
]. 7-kT
= HOX dx . 1.1
alf) = g [ I60 e dx (1.16)

Fiir p = 2 wird der Raum Lo(T?) mit dem Skalarprodukt in (1.3) ein Hilbertraum. Die

Menge der trigonometrischen Polynome {eikTO ke ZQ} bildet eine orthonormale Basis
des Lo(T?), weshalb sich jede Funktion f € Ly(T?) eindeutig durch ihre Fourier-Reihe

f — Z Ck(f) eikTo
kez?

darstellen lasst. Es gilt die Parseval-Gleichung

(f.9)2=">_ alf) alg) (1.17)

keZ2

und damit insbesondere der Zusammenhang

1l = le(N). (1.18)

keZ?

In der Praxis kommt es haufig vor, dass ein periodisches Signal nur an diskreten Stellen
abgetastet werden kann. Fiir diesen Fall wird die diskrete Fourier-Transformation benotigt.
Wir folgen den Betrachtungen aus [3, 5, 43] und definieren die mehrdimensionale diskrete
Fourier-Transformation auf beliebigen Mustern P(M).

Definition 1.6.
Fiir eine reguléire Matrix M € Z**? und einen Vektor a = (ay)yepv) heiBt & = (an)negavr)
mit
ap = Z ay e_%ihTy, he Q(MT),
yEP(M)
diskrete Fourier-Transformation von a beziiglich M und

ay = Z i, ™Y y € PM),
heg(MT)

inverse diskrete Fourier-Transformation von a beziiglich M.

Eine weitere Darstellungsmoglichkeit der diskreten Fourier-Transformation ergibt sich mit
der Fourier-Matrix F(M).

Definition 1.7.
Fiir eine regulire Matrix M € Z2*2 ist die Fourier-Matrix F (M) definiert durch
F(M) = 1 (ezthy> ¢ (Cldet M| |det M|
V/|det M| heg(MT), yeP(M)

14



1.3 Fourier-Analysis

Mit dieser Definition gilt
a=/|det M| F(M) a.

Héufig entsteht der Vektor a = (ay)yepov) durch die Abtastung einer periodischen Funk-
tion auf den Musterpunkten, also ay = f(2my) mit y € P(M) und wir erhalten ap =
|det M| ¢M(f) mit den diskreten Fourier-Koeffizienten

M e 1 —27ihT T
Ch (f) T ]detM\ yG;M)f(27ry)e y> hEg(M )

Unter Verwendung der Eigenschaft

S Y jdet M| 0p, ke Z?,
yEP(M)

aus [61, Lemma 2.7] ergibt sich die Parseval-Gleichung
1 2 <12
— = 1.19
’detM’ Z ‘a}" Z ‘ah| ( )
yEP(M) heg(MT)
fiir die diskrete Fourier-Transformation.

Die grofie praktische Bedeutung der diskreten Fourier-Transformation entsteht durch die
Moglichkeit, diese mit schnellen Algorithmen effizient berechnen zu kénnen. Die schnel-
le Fourier-Transformation (FFT) bildet dabei einen der wichtigsten Algorithmen in der
Signalverarbeitung. In [3] wurde dieser Algorithmus auf den Fall der diskreten Fourier-
Transformation auf Mustern P(M) iibertragen.

Das Analogon zu den Fourier-Reihen fiir periodische Funktionen bildet die Theorie der
Fourier-Transformation fiir Funktionen, die auf der gesamten reellen Achse definiert sind.

Definition 1.8.
Die Fourier-Transformation einer Funktion f € L;(R?) ist definiert durch

1 T
— = —i€ Xd R2
Fi60 = FUG) = g [ S ™ag xem?
und die sogenannte inverse Fourier-Transformation von f € L;(R?) durch

FUE=FN0 = [ f@d g xe R

Die Eigenschaften der Fourier-Transformation im nachstehenden Lemma setzen wir als be-
kannt voraus (vgl. [63, Abschnitt 1.1]).

Lemma 1.9.
Es seien q € Ng und v € N3 mit Ir|; < q gegeben. Dann gelten die folgenden Eigenschaften:

15



1 Grundlagen

i) Fiir eine requlire Matriz M € Z2*? und t € R? ist

Ff (M~ (o —t))] (&) = |det M| F[f] (MT¢) e~ €. (1.20)
ii) Falls f € L1(R2) und (i0)7 f € L1(R2), so ist Ff € C9(R2) und
O"Ff(&) =Flio) f1(8). (1.21)
iii) Fiir f € C1(R?) und OF f € L1(R?) gilt

F07f1(8) = (1&)" Ff(&). (1.22)
iv) Fiir eine Funktion f € Lo(R?) gilt die Formel von Plancherel

1 £llz22 = m)* |1 F fllge.2 - (1.23)

Aus dem vorherigen Lemma lédsst sich mit (1.8) und (1.22)

r

Fern© - 3 (T)vrene

|z, =m

r

—EEe Y (m> Ve

r|,=m
— (Ve Ef(€) (1.24)

fiir die Fourier-Transformation der m-ten Richtungsableitung von f entlang der Richtung v
mit |v], = 1 folgern.

Das folgende Lemma stellt den wichtigen Zusammenhang zwischen der Glattheit einer Funk-
tion im Ortsbereich und der daraus folgenden Lokalisierung im Frequenzbereich her. Obwohl
die Aussage bekannt ist, wollen wir den Beweis hier aufgrund der speziellen Notation im
mehrdimensionalen Fall dennoch angeben.

Lemma 1.10.
Fiir g € Ny sei eine Punktion f € CI(R?) gegeben. Dann gilt fiir alle x € R?
Cl (f7 q) 1 )
IFI&)| < =757 Ff(x _7
(1= ixl,)" 7O

Beweis. Der Fall ¢ = 0 folgt aus der Beschranktheit der Fourier-Transformation, weil nach
der Voraussetzung f € CZ(R?) auch f € L1(R?) gilt.

Da die Funktion f einen kompakten Triiger besitzt, ergibt sich fiir x € R? und r € N3 durch
r-fache partielle Integration

1

(ix)" Jre

Ff(x) = O f(€) e 6 de. (1.25)

16



1.3 Fourier-Analysis

Die Vektornormen [of, aus (1.1) sind monoton fallend in p, weshalb mit dem binomischen
Lehrsatz (1.2) und Gleichung (1.25) die Abschétzung

q r r
471601 < 177001 = 3 (2) I 17601 < 2010 g (120)
Ir|,=q
folgt, wobei der letzte Ausdruck als Konstante C(f,q) > 0 aufgefasst wird.

Fir |x[, < 1ist (1 + [x[5)? < 29 und wir erhalten

24 Hf“suppf,l < 5(fa Q)
(T+[xlp)e = (14 |x[y)?

“Ff(x)‘ < ||f||suppf,1 <

Im Fall |x|, > 1ist (1 + [x])? < (2x]4)?, weshalb sich mit (1.26)

Clfia) _ Cf,9)2!
IS T = W e

folgern lasst und die erste Behauptung bewiesen ist. Der zweite Teil des Lemmas ergibt sich
direkt durch die Beziehung

FHf(x) = (2n)° Ff(—x).
O

Im abschliefenden Teil dieses Abschnitts stellen wir mit der Poisson-Summationsformel
unter gewissen Voraussetzungen den Zusammenhang zwischen den Fourier-Reihen und der
Fourier-Transformation her. Zunéchst benotigen wir den Begriff der 27-Periodisierung einer
Funktion.

Definition 1.11.
Fiir eine Funktion f € L1(R?) heifit

= Z f(o+27mn)

nez?

2m-Periodisierung von f.

Die Diskussion und der Beweis der folgenden Resultate finden sich in [63, Theorem VII.2.4,
Korollar VII.2.6].

Lemma 1.12.
Fir f € Li(R?) konvergiert die Reihe aus Definition 1.11 fiir fast alle x € T2. Es gilt
2™ € L1(T?) und fiir die Fourier-Koeffizienten von f?™ ergibt sich

w(f)=Ffk), keZ’

17
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Theorem 1.13.
Erfiillt eine Funktion f € L1(R?) fir e > 0 und x € R? die Abschdtzungen

G
(1+ ’X‘2)2+8’

Co

[fx) < Wa

Ff)] <

dann konvergieren die nachfolgenden Reihen gleichmdflig und es gilt die Poisson-Summations-
formel

ST Frk) e = 3" f(x + 2mn). (1.27)

keZ2 nez?

Eine direkte Folgerung aus den vorherigen Resultaten ist, dass eine Funktion f € C{ (R?) fiir
q > 2 wegen Lemma 1.10 den Voraussetzungen von Lemma 1.12 und Theorem 1.13 geniigt
und somit die Poisson-Summationsformel (1.27) in diesem Fall gilt.

1.4 Dyadische periodische Multiskalenanalyse

In diesem Abschnitt werden die wichtigsten Grundlagen fiir die Konstruktion multivaria-
ter trigonometrischer Wavelets eingefiihrt. Eine zentrale Rolle spielt dabei der Begriff der
translationsinvarianten Rdume beziiglich einer Matrix. Wir orientieren uns dabei an den De-
finitionen und Resultaten aus [4, 43]. Eine &hnliche Betrachtung fiir den eindimensionalen
Fall findet sich beispielsweise in [59].

Definition 1.14.
Ein Vektorraum V' C L (T?) heit translationsinvariant beziiglich einer Matrix M oder kurz
M-invariant, falls fur alle f € V und alle y € P(M) gilt, dass

Tyf:=Tylf]:=fle—2my) € V.

Des Weiteren bezeichnet
Vl\]jl =span{Tyf : y € P(M)}

den Raum der Translate von f beziiglich des Musters M.

Das folgende Lemma fasst die wichtigsten Figenschaften translationsinvarianter Rdume pe-
riodischer Funktionen zusammen. Der Beweis findet sich in [4, Lemma 1.23].

Lemma 1.15.
Es seien f,o € La(T?) und M € Z2*2 eine regulire Matriz. Dann gelten die folgenden
Aussagen:

i) Der Raum Vyy ist M-invariant.
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1.4 Dyadische periodische Multiskalenanalyse

ii) Es gilt f € Vyg, d.h.
f= > aTyy

yeEP(M)

mit Koeffizienten a = (ay)yepvy genau dann, wenn fiir die diskrete Fourier-Transfor-
mation & = (an)negmr) die Bedingung

CnimTz(f) = an cpvrL(0) (1.28)

fiir alle h € G(MY) und z € Z? erfiillt ist.

iii) Die Translate in Vyy sind genau dann linear unabhingig, wenn
2
Z |chamra(#)]” >0 (1.29)

z€7?

fiir alle h € G(MT).

iv) Die Translate in Vy; sind genau dann orthonormal, wenn

1
ZZJ [en s (0)]* = S5 (1.30)

fiir alle h € G(M?T).

In [4, Definition 1.24] wird eine Multiskalenanalyse formuliert, in der sich die Dilatations-
matrizen und Skalierungsfunktionen auf verschiedenen Leveln unterscheiden kénnen. Diese
Form der Nichtstationaritit erlaubt die anisotrope Zerlegung von Funktionen auf verschie-
denen Detailstufen, bei der durch die Wahl verschiedener Dilatationsmatrizen gewisse Rich-
tungspréferenzen im Frequenzbereich entstehen kénnen. Wie diese im Detail aussehen und
gezielt erzeugt werden kénnen, wird im zweiten Kapitel dieser Arbeit behandelt.

Definition 1.16.
Es seien eine Folge {V;},_y, von Réumen V; C Ly (T?) und eine Folge {J;};en von Matrizen

J; € 7% mit det J; = 2 gegeben. Ferner seien Matrizen M, € 72*? rekursiv definiert durch
M, € Z>*? mit det Mg = 1 und fiir j > 0 durch

1
M; = J;M; | = HJ; Mo =J;...-J; M.
I=j

Wir nennen das Tupel ({J;}ien, {V}jen,) eine nichtstationére anisotrope dyadische peri-
odische Multiskalenanalyse des L (T?), kurz PMSA, falls die folgenden Eigenschaften erfiillt
sind:

i) Fiir alle j € Ny existiert eine Skalierungsfunktion ¢; € Vj, deren Translate Typ; fiir
y € P(Mj;) eine Basis des Skalierungsraums V; bilden.
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1 Grundlagen

ii) Fiir alle j € N gilt V; C Vj41.
iii) Die Vereinigung aller V; liegt dicht in Lo(T?).

Es sei eine PMSA wie in Definition 1.16 gegeben. In [43, Theorem 4.1] wurde gezeigt,
dass sich der Raum Vj;; durch linear unabhéngige Translate von Funktionen 7yv; mit
y € P(M;) in die direkte Summe

Vie = Vit =g e Vg (1.31)

zerlegen lasst. Die dort auftretenden Funktionen 1; werden Wavelets der Skale j zu den
Waveletraumen

W; = Wlib,fj i=span { Ty : y € P(Mj)}

genannt. In [43, Theorem 4.3] beziehungsweise in [4, Theorem 1.34] fiir den Fall ortho-
normaler Basen wurde eine Konstruktionsmethode fiir die Fourier-Koeffizienten dyadischer
Waveletfunktion angegeben.

Lemma 1.17.
FEs sei eine dyadische PMSA ({Ji}ien, {Vj}jen,) gegeben und es seien ¢; und pji1 Skalie-
rungsfunktionen aufeinanderfolgender Level, sodass

ChimT, ,2(¥5) = ncppmt, 4(95+1), B € G(Mj,,), z € Z2. (1.32)

Dann ergibt sich fiir den durch die Translate Ty;, y € P(M,;), erzeugten M;j-invarianten
Raum Vl\l/pf] , dass

Pi+1 _ 1 P5 i
VMj+1 - VMj @ VMj

genau dann gilt, wenn Koeffizienten oy, € C\ {0} existieren, sodass die Bedingungen

ok = —Opmrg 8E€GUIL)\ {0}, ke GM]),  Jon/=1, hegG(M])
sowie
Chim?, 2 (V) = O Cnimr, H(pj41), B G(Mj,1), z € Z2, (1.33)
mit
~ Oh dh-{—MTg
bn = J

> |Ch+M;.Fz ’2
z€72

erfillt sind.

In der letzten Zeile des vorherigen Lemmas ist der Nenner wegen Eigenschaft i) einer PMSA
und (1.29) groBer Null. Im Folgenden sei eine dyadische PMSA ({J;}ien, {Vj}jen,) mit
Skalierungsfunktionen ;1 € Vi1 = Vhﬁjj :11, pj eV; = Vl\ﬁjj und den Waveletfunktionen
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1.5 Integraldarstellungen und Fresnel-Integrale

v e W = Vhﬁjj aus Lemma 1.17 fiir ein beliebiges j € Ny gegeben. Wegen Lemma 1.15 ii)
lassen sich die Gleichungen (1.32) und (1.33) im Ortsbereich dquivalent schreiben als

pi= Y ajy Ty, vi= > by Tyei-

yEP(M11) YEP(M;41)

Das Ziel der folgenden Betrachtungen ist es, eine gegebene Funktion

f= > dyTypir1€Vin
yEP(M;41)

als Summe der Skalierungs- und Waveletfunktionen ¢; beziehungsweise v; auszudriicken.
Bei der sogenannten Wavelet-Analyse der Funktion f sind Koeffizienten d;xo,d;x,1 mit
x € P(M;) gesucht, sodass

F= 3 (o Taps + diea Tuty) (1.34)
XGP(M])

erfiillt ist. In [4, Abschnitt 1.5] wurde gezeigt, dass die gesuchten Koeffizienten durch inverse
diskrete Fourier-Transformationen aus den Darstellungen

~

djxo = ik dic+ apmTe GirmTe dikt = ik dic T 05 mTg dicymTe (1.35)
mitkeg (M;F) und g € G (J;F) erhalten werden konnen.

Fiir die Riickrichtung, genannt Wavelet-Synthese, wurde ebenfalls in [4, Abschnitt 1.5] eine
konkrete Formel fiir die Bestimmung der Koeffizienten dy mit y € P(M,1;) aus den ge-
gebenen Koeffizienten dj 0, d;jx1 mit x € P(M;) angegeben. Fiir h € Q(MJTH) und die
eindeutige Zerlegung h = k + MjTg mit k € Q(M]T) und g € Q(J;-F) aus [4, Lemma 1.5]
gilt

In = djaco jximre T dise1bjcimre (1.36)

und erneut ergeben sich die gesuchten Koeffizienten in (1.34) durch inverse diskrete Fourier-
Transformation auf dem Muster P(M;41).

Ein grofler Vorteil bei der Waveletzerlegung von Funktionen ist die Moglichkeit, die Analyse
und Synthese mit effizienten und schnellen Algorithmen umsetzen zu kénnen [45]. Fiir den
Fall multivariater dyadischer Waveletzerlegungen mit PMSA existieren ebenfalls schnelle
Algorithmen [3] basierend auf der schnellen Fourier-Transformation.

1.5 Integraldarstellungen und Fresnel-Integrale

Es sei T € STAR?(7) und p := p, : R? — R ein bivariates Polynom der Ordnung u € Ny. In
[29, Lemma 4.1] wurde mithilfe des Integralsatzes von Gaufl gezeigt, dass fiir die Darstellung
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1 Grundlagen

der Fourier-Transformation der Funktion P, := p xyr Konstanten Cy,...,C, > 0 existieren,
sodass

seT v C T

FR€) = (2m) 2 [0 ax= 3 e / pn(x.€) 7€ €Tn(x) do(x) (137)

T m=0

.. . . ¢T .
erfiillt ist, wobei po(x,&) = p(x), pm(x,€) = Rgradx[pm,l](x,ﬁ) und n(x) der duflere
Normaleneinheitsvektor zum Rand 9T ist.

Im nachfolgenden Lemma zeigen wir, dass die Funktionen p,,(x, &) auch explizit angege-
ben werden konnen. Mit der Darstellung der Variablen £€ = p@©®(#) in Polarkoordinaten
entsprechen die Funktionen p,, den Richtungsableitungen m-ter Ordnung des Polynoms p
in die entsprechenden Richtungen @(#). Wir erhalten dadurch eine neue Darstellung von
(1.37) in Polarkoordinaten, mit deren Hilfe sich der wichtige Zusammenhang der Resultate
in Abschnitt 4.4 zu den Richtungsableitungen m-ter Ordnung herstellen lasst.

Lemma 1.18.
Es sei T € STAR?(7) und p = p, : R? — R ein bivariates Polynom der Ordnung u € Ny.
Dann existieren Konstanten Cy, ..., Cy > 0, mit denen sich die Fourier-Transformation der

Funktion P, = pxr darstellen ldsst als

FP, (p©(0)) = m+1 / 050 P (x) 77O @x @ (9) n(x) do(x).

Beweis. Zunachst zeigen wir mit vollstdndiger Induktion iiber die Variable m, dass

ptx &) =l 3 (7)€ bieo.

|r[;=m

Im weiteren Verlauf des Beweises wird aus Griinden der Ubersicht auf die Angabe des Argu-
ments x im Polynom p verzichtet. Fiir m = 0 folgt wegen py(x, ) = p der Induktionsanfang.
Als Induktionsvoraussetzung nehmen wir an, dass ein m € N existiert, sodass

T

O IR T Sl G

|z, =m

Fiir den Induktionsschritt von m auf m + 1 nutzen wir die Induktionsvoraussetzung und
(1.2) sowie die Vertauschbarkeit der partiellen Ableitungen des Polynoms p nach dem Satz
von Schwarz, um

m 2: M\ er ar
’5’2 +1pm+1(x7£) = éTgradx i (I‘)é 0 p
__¢T - m m—r q(r,0) 9(0,m—r)
= &Tgrad, |3 (") erep o0 o0m oy

Lr=0
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1.5 Integraldarstellungen und Fresnel-Integrale

zu erhalten. Mit ahnlichen Ideen wie im Beweis des klassischen binomischen Lehrsatzes
koénnen wir die letzte Zeile weiter umformen in

Z < ) £r+1 gm ra (r+1,0) a(Om r)p + Z < > ;n r+1 8(7",0) a(O,m—’/‘-I—l)p
r=0
_ §1n+18(m+1,0)p_’_ Z <<TT£L1> ( >> € e mA1-r 5(r,0) a(O,m—i—l—r)p_'_ f;n+1a(0,m+1)p
r=1
m+1

_ Z <m+1> £1§m+1 r8r0)8(0m+1 7')

- ¥ <m: >grarp.

[r|;=m+1

Nutzen wir die Darstellung &€ = p ©(6) mit p = |€], und ©(0) = (cos,sin#)T in Polarko-
ordinaten, so ergibt sich wegen |r|; =m

€5 €5 = (cos )™ (sinh)™ = (O(0))"

und deshalb mit (1.8)

putxp00) = 3 () ©0)) 1) = 9 b0 (1.38)
|r[;=m

wobei 88(0) [p] die Richtungsableitung m-ter Ordnung des Polynoms p in Richtung ©(6)
ist. Die Behauptung des Lemmas folgt durch die Darstellung von £ in Polarkoordinaten in
(1.37) und das Einsetzen von (1.38). O

Zum Abschluss dieses Kapitels betrachten wir die sogenannten Fresnel-Integrale. Diese
Funktionen spielen unter anderem in der Optik und Quantenmechanik eine wichtige Rolle.
Viele Eigenschaften dieser Funktionen sind in sehr viel ausfithrlicherer Form mit einer etwas
anderen Definition beispielsweise in [1, Abschnitt 7.3] beschrieben.

Fir x € (0,00) definieren wir die Fresnel-Integrale in dieser Arbeit durch

VT T VT

Fo(z):=2 O/ cos (v?) dv = 0/ CO\S/(;) dv, Fs(zx):= 20/sin (v*) dv = Z Sir\l/(;) dv.

Dariiber hinaus definieren wir Summen und Differenzen von Fresnel-Integralen durch die
Funktionen F*(z) := F.(z)+ Fs(z) und F~(z) := F.(z) — Fs(z), fiir die wir Abschitzungen
im folgenden Lemma zeigen.
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1 Grundlagen

Abbildung 1.2. Darstellung der Funktionen F7*(z) (schwarz), F~(x) (blau) und
(14 v2) |F~(z)| (hellblau) fiir = € [0, 20] zusammen mit den unteren und oberen Schranken
der Funktionen (gestrichelte Linien) und den lokalen Extremstellen aus Lemma 1.19.

Lemma 1.19.
Es gelten die Abschdtzungen

Ff(z) > F (z) >0, falls 0<:C<?%,

3

Ff(z) > (1 + \/i) |[F~(z)],  falls x> T

Beweis. Aus der Definition der Fresnel-Integrale folgt, dass F.(0) = F5(0) = 0 und fir z > 0
ist bekannt, dass F.(x) > 0 und Fs(z) > 0 gelten. Damit erhalten wir

Ft(z) > F.(z) > F (). (1.39)

Wir bestimmen zunéchst die lokalen und globalen Maximal- und Minimalstellen der Funk-
tion F*(z). Fiir die Nullstellen der ersten Ableitung gilt

d
dx

cosx +sinzx
F+(.T) — T = 0’

falls 7 := ?ﬂf + k7 mit k € Ny und fir die zweite Ableitung folgt

d—2F+(x) _ COST — sin x _ cosx + sinx
da? NE 2(y/x)3
Damit haben wir
2
cOSTy —sinZy  cosTy +sinZy  cosTy —sinzy ) V3 <0, falls k gerade,
= = 3 - —~ -
V Tk 2(Var) V Tk 2 >0, falls k ungerade,

Tk
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1.5 Integraldarstellungen und Fresnel-Integrale

weshalb 7, die lokalen Maximalstellen der Funktion F* fiir gerade k und die lokalen Mi-
nimalstellen fiir ungerade k£ sind. Um die globalen Extremstellen zu finden, definieren wir
zunachst

xQ Ek
Io ::/COSU}SinUdv, I = cosv—l—sinvdv’ k> 1,
v

Vo
0 Tp_1

k
und sehen, dass FH(Zy) = > I;. Fir v € (T—1, 2x) gilt (cosv + sinv) > 0, falls k gerade
j=0
ist und (cosv + sinwv) < 0, falls £ ungerade ist. Damit folgt I} > 0 fiir k£ gerade und I < 0
fiir k ungerade. Zusitzlich gilt Iy > 3.36 > 1.45 > |I;| und da v~'/2 monoton wachsend ist,

gilt |I,| > |Tps| fiir & > 1.

Fassen wir diese Beobachtungen zusammen, folgt (I + I4+1) < 0 fir k£ ungerade, weshalb
wir fiir gerade k > 0

k
Fr@p) =To+ Y I < Ip=F" (%) < 3.37 (1.40)
j=1
schlieBen koénnen und zg = ?ﬂf die globale Maximalstelle von F'T ist. Auf dhnliche Weise

haben wir (I, + Ix+1) > 0 fiir gerade k und erhalten damit fir ungerade k

k
Fr@y) =I+hL+)Y Ij>Ip+ I =F &) > 191, (1.41)
j=2

weshalb das globale Minimum an der Stelle 71 = %” angenommen wird und deshalb 1.91 <

FT(z) < 3.37 fiir x > Ty gilt. Fiir 0 < x < Ty gilt offensichtlich 0 < F*(z) < 3.37.

Auf dhnliche Weise kann man zeigen, dass 7, := 1+ km mit k € Ny die lokalen Maximal-

stellen der Funktion F'~ fir gerade k£ und die lokalen Minimalstellen fiir ungerade k sind.
Da %y < 3T < %1 = 2% und F~(2F) > 0.14 > 0, folgt F~(z) > 0 fiir 0 < = < 27, was
zusammen mit (1.39) die erste Aussage des Lemmas beweist.

Mit dhnlichen Argumenten wie in (1.40) und (1.41) lasst sich zeigen, dass
—0.69 < F~ (7)) < F~(2) < F~(2) < 0.53

fiir # > 3T gilt. Da (1 +v/2) 0.69 < 1.91, folgt mit (1.41), dass F*(z) > (1 +v/2) |F~(2)]

fir x > %TW’ womit der Beweis vollendet ist. O
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Richtungsabhangige trigonometrische Polyno-
me

In diesem Kapitel wollen wir die Resultate aus Abschnitt 1.4 aufgreifen. Dazu werden die
dyadischen de la Vallée Poussin-artigen Skalierungs- und Waveletfunktionen aus [4, 5] in
Abschnitt 2.1 eingefithrt. Wir verwenden jedoch eine abgednderte Notation mittels mehr-
dimensionaler Indexmengen. Die Idee dafiir entstammt [42, 56], wo neben der allgemeinen
Theorie multipler Subdivisionsschemata insbesondere eine Shearlet-Multiskalenanalyse vor-
gestellt wurde. Nach der Einfiihrung zulédssiger Funktionen werden multivariate Indexmen-
gen und Matrix-Vektoren betrachtet und anschliefend fiir die Definition der dyadischen de la
Vallée Poussin-artigen Skalierungs- und Waveletfunktionen verwendet. Diese ist dquivalent
zur Definition der Funktionen in [4, 5], weshalb sich auch die Eigenschaften in Theorem 2.6
aus den genannten Quellen iibertragen lassen.

Wir wenden die Theorie aus Abschnitt 1.4 an, um multiple Waveletzerlegungen einer Funk-
tion in Abschnitt 2.2 mit den Indexmengen e € Zfﬁz kompakt darzustellen. Ahnlich zu den
Betrachtungen in [42, 56] ergibt sich daraus die Moglichkeit, verschiedene Zerlegungen einer
Funktion mit de la Vallée Poussin-artigen Skalierungs- und Waveletfunktionen in Form eines
Baumdiagramms in Abbildung 2.2 tibersichtlich darzustellen.

Der letzte Abschnitt des Kapitels widmet sich erneut den multiplen Waveletzerlegungen,
in diesem Fall jedoch fiir eine spezielle Wahl der dyadischen Dilatationsmatrizen ng) flir
i € {h,0}. Es stellt sich heraus, dass die erzeugenden Mengen, welche bei der Zerlegung
einer quadratischen Matrix mit den durch die Indexmengen ausgewahlten dyadischen Dila-
tationsmatrizen entstehen, in Parallelogrammen ausgerichtet entlang gewisser Richtungen
enthalten sind. Es gibt demnach einen Zusammenhang zwischen der Wahl der multivaria-
ten Indexmengen und der geometrischen Ausrichtung der dyadischen de la Vallée Poussin-
artigen Skalierungs- und Waveletfunktionen aus Definition 2.5. Zum Abschluss des Kapitels
werden erneut die Ergebnisse aus Abschnitt 1.4 genutzt, um die Formeln fir die Zerlegung
einer Funktion in ihren Skalierungs- und Waveletanteil anzugeben. Dabei entstehen einige
Vereinfachungen und das entsprechende Baumdiagramm der Zerlegungen ist in diesem Fall
ein Bindrbaum.
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2 Richtungsabhingige trigonometrische Polynome

2.1 De la Vallée Poussin-artige Skalierungsfunktionen

Wir beginnen diesen Abschnitt mit der Definition eindimensionaler zuldssiger Funktionen,
die auf dhnliche Weise bereits in [4, Abschnitt 4.5] verwendet wurden.

Definition 2.1.
Eine nichtnegative gerade Funktion g, : R — R mit o € [0, %) heifit zuldssig, falls sie die
Eigenschaften

1 1 1 1
SUPP o = [—2 g + a} , ga(x) monoton fallend fiir z € [2 g + a] (2.1)
und
Zga(:v +2)=1 firalle x € R (2.2)
ZEZL
erfillt.

Der Beweis des folgenden Lemmas findet sich in [4, Lemma 4.21].

Lemma 2.2.
Fir eine zuldssige Funktion gilt go(z) =1 fir alle z € [f% + a, % — a].

Die in Definition 2.1 geforderten Eigenschaften an eine Fensterfunktion erlauben die Kon-
struktion von zuléssigen Funktionen mit beliebiger Glattheit, also insbesondere g, € C{(R)
fiir ¢ € Ng. Wir wollen drei Beispiele fiir zuldssige Funktionen mit verschiedener Glattheit
geben.

Beispiel 2.3.
i) Fir o = 0 geniigt die Funktion

1, falls |z <1,
go(z) = %, falls |z| = %,
0, falls |2|> 3,

den Eigenschaften aus Definition 2.1.

ii) Fir a € (0, %) ist das stiickweise definierte Polynom

9o () =
1, falls |z| < § — a,
5 3
wer (3= 12" — s G—lo)" + s G —lal) + 5, falls; —a<fa| <5+,
0, falls |z| > 1 + a,

welches in [16] konstruiert wurde, eine zuldssige Funktion und es gilt g, € C3(R).
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2.1 De la Vallée Poussin-artige Skalierungsfunktionen
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Abbildung 2.1. Visualisierung der zuléssigen Funktionen g, aus Beispiel 2.3 i) und ii).

iii) Fur b > 0 und eine Funktion

(2) e_b/ZQ, falls > 0,
ry(x) =
b 0, falls z <0,

definieren wir eine weitere Funktion s, p(x) = 74 (% +a+ x) T (% +a— x) Dann ist
Sap(T)

SR SN
keZ

(2.3)

eine zulédssige Funktion mit g, ,(z) € C5°(R).

Fiir das weitere Vorgehen bendtigen wir das Tensorprodukt zuléssiger Funktionen. Dazu
definieren wir zweidimensionale zuldssige Funktionen ®, : R? — R durch

(I)Oé(x) = ga(xl)ga(xQ) (2.4)

und bemerken, dass sich die Differenzierbarkeit der univariaten zulédssigen Funktionen auf ®,,
vererbt, also ®, € CZ(R?) gilt, falls g, € CZ(R). Die Konstruktion der Fensterfunktionen als
Tensorprodukt in (2.4) wurde bereits in [4, Abschnitt 4.5] verwendet und die Funktionen &
entsprechen dem Dirichlet-Fall aus [43]. Die Funktionen ®,, werden in Definition 2.5 in leicht
modifizierter Form als Fensterfunktionen im Frequenzbereich dienen, durch deren Abtastung
an ganzzahligen Punkten k € Z? die Fourier-Koeffizienten der de la Vallée Poussin-artigen
Skalierungsfunktionen entstehen.

Firl € Z und m € N sei
Ligm ={L1+1,...,14+m—1} (2.5)
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2 Richtungsabhingige trigonometrische Polynome

sowie Zp, 1= Zom = {0,1,...,m — 1}. In diesem Kapitel bendtigen wir mehrdimensionale
Indexmengen fiir die kompakte Notation von multiplen Waveletzerlegungen. Dazu schreiben
wir e = (e1,...,en) € Z},,, falls ej € Zy fir j=1,...,n. Fire€ Z], und1<i<k<n
= (ej,...,ex) € Zf;j und wir definieren e; = el

= (€,...,6n) € Z?;f sowie
i If:(eh,,,,ek)GZﬁmundéZ:(en,...,el)GZZm.

Im Folgenden sei

T = Tim = (Jﬂéﬁ*l = I, T, Tiemet) (2.6)

mit Matrizen J; € Z2*? mit det Jj=2ftirj=1I,...,l4+m—1 ein fest gewdhlter Vektor, der
m dieser Matrizen enthélt. Wir folgen den Betrachtungen aus [5, Abschnitt 4], jedoch mit
einer etwas anderen Notation durch die mehrdimensionalen Indexmengen e € Zj, . Dazu
definieren wir weitere Matrix-Vektoren durch

p {(Jej)k falls1<i<k<m,
ok 1=

j=i’

0, sonst,

in denen durch den Index e festgelegt wird, welche Matrix aus J an welcher Stelle des
Matrix-Vektors Jg. steht. Dartiber hinaus verwenden wir die Notation

Je’? = JeiJeiJrl et Jek-

Beispiel 2.4.
Wir wollen die eingefithrte Notation anhand eines Beispiels verdeutlichen. Dazu seien [ =
0, m = 6 und somit J = (Jo,J1,...,J5). Wir withlen n = 7 und e = (2,4,1,2,5,3,0) € Z.
Dann ist

Je = To1 = (J2,J4,J1,J2,J5,J3, o)

und beispielsweise
Teg = (I5,d2,J1,d4)
sowie

Jog = 31353575,

Es seien zwei Funktionen f1, fo : R? — R sowie eine regulire Matrix Q € Z2*? gegeben.
Der Operator ©q ist definiert durch

Oq(fi, f2) == | D file+Q"2) | £2(Q To) (2.7)

z€7Z?

und wurde bereits in [4, Abschnitt 4.2] betrachtet. Im Folgenden sei eine zweidimensionale
zuléssige Funktion ®, € C{ aus (2.4) fir ¢ € Ny fest gewéhlt. Ebenfalls basierend auf [4,
Abschnitt 4.2] fithren wir mit dem Matrix-Vektor Jef und den zweidimensionalen zuldssigen

Funktion ® € C’g rekursiv die Funktionen

© ®,, B , fallsi <k,
Bje’? = B?ak = Je; ( “ Je§+1> o

e’
‘ : D, sonst,
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2.1 De la Vallée Poussin-artige Skalierungsfunktionen

ein. Fiir die im dyadischen Fall eindeutigen Vektoren v, € G(JZ)\{0} und w., € P(J.,)\{0}
sind die Funktionen E?‘)‘k definiert durch

i

Bjkizé‘?:k Z:eXp( 27T10 We)@Je (T\;Q[ ] B‘_f]k ) (28)

7,+1

Mit diesen Funktionen kénnen wir die dyadischen de la Vallée Poussin-artigen Skalierungs-

und Waveletfunktionen einfithren. Definition 2.5 ist dabei mit verdnderter Notation dquiva-
lent zu [4, Definition 4.6 und Definition 4.11].

Definition 2.5.
Fiir My € Z?*2 mit |[det M| = 1 und e € Z]', definieren wir fiir j = 0,...,n die Matrizen

J
Méj = (HJenj+1> MO.

=1
Die dyadischen de la Vallée Poussin-artigen Skalierungsfunktionen ¢ sind gegeben durch

Je; 4 To .
©5 —goM —ZJ/QZBJeJHM Tk) ek j=0,...,n.
kez?

Die dyadischen de la Vallée Poussin-artigen Wavelets ¢ sind definiert durch

VY o ~ _ T, .
WS =y =2 23" Bg,,, (Mg k) e j=0,...,n—1.
kez?

Eine Problematik an dieser Definition ist die Abhéngigkeit des j-ten Levels von den Leveln
J+1,j+2,...,n in den Funktionen ¢$ und 97, sodass bei einer Multiskalenanalyse ein
Skalierungs- beziehungsweise Waveletraum eventuell von unendlich vielen nachfolgenden
Réaumen abhéngt. Dies macht die praktische Umsetzung der in Definition 2.5 beschriebe-
nen dyadischen de la Vallée Poussin-artigen Skalierungs- und Waveletfunktionen selbst im
Fall endlicher Waveletzerlegungen einer Funktion sehr schwierig. In [4, Abschnitt 4.5] wur-
de untersucht, unter welchen Umstédnden diese Abhédngigkeit aufgehoben werden kann. Im
néchsten Kapitel kommen wir bei der Konstruktion trigonometrischer Shearlets auf dieses
Thema zuriick und kénnen die besagte Abhingigkeit mit Lemma 3.3 umgehen.

Die von den Translaten der einzelnen Funktionen aufgespannten Réume seien im Folgenden
mit T
VP = VM;J_“ = span{ﬁ@? iy € P(Méj)}

und

NEY
Wj’? — VM;;rl = s.pan{'ﬁﬂﬂ;-3 1y € P(Méj)}

bezeichnet. Das folgende Theorem liefert den Grund dafiir, die Funktionen aus Definiti-
on 2.5 de la Vallée Poussin-artige Skalierungs-und Waveletfunktionen zu nennen. Es sichert
das Enthaltensein der Funktionen im nédchsthéheren Skalierungsraum und die Zerlegungsei-
genschaft (1.31) aus Abschnitt 1.4. Der Beweis setzt sich aus [5, Theorem 4.3 und Theorem
4.6] zusammen und wird hier nicht aufgefiihrt.
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2 Richtungsabhingige trigonometrische Polynome

Theorem 2.6.
Fiir e € Z7,, und j € N seien die de la Vallée Poussin-artigen Skalierungsfunktionen und
die zugehorigen Wavelets aus Definition 2.5 gegeben. Dann gelten die folgenden Aussagen:

i) Die Funktionen @5 und Y3 erfillen die Beziehungen @5 € V2, und 95 € V2.

i1) Die jeweiligen Translate Ty§ beziehungsweise TypS mit'y € P(Myg;) sind linear unab-
hdngig.

iit) Der Raum V£, ldsst sich zerlegen in VS, = V& WP

2.2 Multiple dyadische Waveletzerlegungen

Im Folgenden wollen wir die Resultate aus Abschnitt 1.4 auf die dyadischen de la Vallée
Poussin-artigen Skalierungsfunktionen ¢% und die zugehérigen Wavelets ¢ aus dem letzten
Abschnitt anwenden, um eine gegebene Funktion in Abhéingigkeit des mehrdimensionalen
Index e € ZF, fiir k < j + 1 zu zerlegen. Diese Notation wurde in dhnlicher Form bereits in
[56, Abschnitt 4.2] verwendet, um die Theorie multipler Multiresolutionsanalysen mithilfe
von Mehrfachfilterbdnken umzusetzen. Die Zerlegung von translationsinvarianten Rdumen
periodischer Funktionen mit dyadischen de la Vallée Poussin-artigen Skalierungs- und Wa-
veletfunktionen weist daher konzeptuelle Parallelen zu den Betrachtungen in [56] auf.

Es sei M1 € Z?*? eine reguliire Matrix und V;iJf L= Vl\ﬂj:l C L(T?) der durch die de la
Vallée Poussin-artige Skalierungsfunktion ¢;1 aufgespannte M i-invariante Raum. Wegen

Lemma 1.15 gibt es Koeffizienten dy mit y € P(M;41), die fiir f € Vﬁffl die Darstellung

f= Y. dyTyein (2.9)
yEP(M]-+1)

ermoglichen. Wie im vorherigen Abschnitt sei

‘7 - (Jj)giT_l = (le']lJrl? e 7Jl+m7].)

ein fest gewédhlter Matrix-Vektor, der m dyadische Dilatationsmatrizen enthalte. Fiir einen
mehrdimensionalen Index e € Zf’m sei je;f = (Jeys...,Jd¢,) der zugehorige Matrix-Vektor.
Die Idee der multiplen Waveletzerlegungen entsteht aus den verschiedenen Moglichkeiten die
Matrix M; 1 mit den in je;f enthaltenen Dilatationsmatrizen zu zerlegen. Dazu definieren
wir fur 1 <[ < k Matrizen

My i= (Jo) "My = (Jey .- Je) T Mg (2.10)
und erhalten somit die Zerlegung
M1 =JaMg =J¢, ... I My, (2.11)

also My-1 = J,, M. Wir wollen die Funktion f € ij_jfl aus (2.9) analog zu (1.34) aus

Abschnitt 1.4 zerlegen, dieses Mal jedoch abhingig vom Index e € Zf’m. Ein Vorteil der
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2.2 Multiple dyadische Waveletzerlegungen

Notation ist, dass auf alle Zerlegungen mittels €’, also den ersten i Komponenten des mehr-
dimensionalen Index e zugegriffen werden kann. Fiir das erste Level gilt e! = e; € Ly,
weshalb sich m verschiedene Zerlegungsmoglichkeiten ergeben. Nach Theorem 2.6 gelten

08 = e, € V;i’f LS =, € V;j_]f ' und deshalb die Darstellungen

Per = Z teyy Ty@jt1, Ve, = Z bery Ty®j+1- (2.12)

YEP(M11) yEP(M;41)

Die Koeffizienten a., y und b, y sind gegeben durch ihre diskrete Fourier-Transformationen
(vgl. [5, Abschnitt 4])

e,n=v2| > gM;Th+J3z) |, hegMj,), (2.13)
zE€72

und

l;ehh = V/2exp (—27rihTMe_11w€1) Z g (M;Th + J;Flz — vel) , he Q(MjTH),
z€Z?
(2.14)
wobei die Vektoren ve, € G(J1 )\ {0} und we, € P(J¢,) \ {0} im dyadischen Fall eindeutig
bestimmt sind. Mit diesen Koeffizienten erhalten wir mit (1.35) die Zerlegung

f - Z (del,x,(] 7;9061 + del,x,l 7§<¢¢21> .
xEP(Me, )

Wir wollen dieselbe Zerlegungsidee auf den Skalierungsraum Vl\ffell = V., anwenden und
erhalten wiederum mit Theorem 2.6 die Darstellungen

Pe2 = Z Ge2y 7;’9061 € Ve, o2 = Z be2,y 7;’9061 € Ve,
yeP(Mel) yE’P(Mel)

Die diskreten Fourier-Transformationen der gesuchten Koeffizienten sind analog zu (2.13)
und (2.14) gegeben durch

don=v2| > g(MZ"h+352) |, nhegml),
z€7Z?
und
bz = V2exp (—2nih ™M we,) | 3 g (M;Th +307 - v@) . hegMl).
z€7Z?

Damit erhalten wir die Zerlegung

f = Z (deQ,y,O 7;’()0e2 + deQ,y,l 7;’1#132> + Z del,y,l 7}%1 .
yEP(M,2) yEP(Mc,)
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2 Richtungsabhingige trigonometrische Polynome
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Abbildung 2.2. Visualisierung einer multiplen Waveletzerlegung tiber zwei Level festgelegt
durch den Index e € Zim mithilfe eines Baumdiagramms. Der vollsténdige Baum enthélt
m? Blitter, jedoch sind die ausgelassenen Zweige zur besseren Ubersicht durch Punkte
gekennzeichnet.

Wiederholen wir diesen Vorgang fiir insgesamt k Level, so ergeben sich insgesamt m” ver-
schiedene Zerlegungsmoglichkeiten fiir eine Funktion f € Vj;1 und es gilt

1
[ = Z dek,x,O 7;&013’9 + Z Z del,x,l 7;(11)91 :

x€P (M) I=k xeP(M_;)

Eine kompakte Darstellung dieser multiplen Zerlegungen in Form eines Baumdiagramms fiir
zwei Zerlegungsstufen findet sich in Abbildung 2.2. Dabei bildet der Ausgangsraum V;, die
Wurzel des Baums und die Blatter enthalten die Skalierungs- und Waveletrdume Vg2 und
We2 des zweiten Levels. Die Anzahl der Blatter hingt von der Méchtigkeit der Menge J
der dyadischen Dilatationsmatrizen, gegeben durch den Parameter m, ab.

Um eine Funktion f € Vji1 aus einer Zerlegung tiber k£ Level zu rekonstruieren, startet
man an einem der Blatter und ber die direkten Summen

1
Viei =Vt @Wae @ Weo1 @ W2 @ ... B Wer = Ve @ @ Wei
i=k

und der Wavelet-Synthese (1.36) kann die Funktion f Stiick fiir Stiick mithilfe der vorherigen
Level rekonstruiert werden.

2.3 Richtungsspezifische Zerlegungspfade
In den letzten beiden Abschnitten wurde der Matrix-Vektor

J = @) =3I, Tigme)
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2.3 Richtungsspezifische Zerlegungspfade

beliebig aber fest gewéhlt. Dieser bestimmt, welche Matrizen durch den Index e € Zf’m flir
die multiplen Waveletzerlegungen ausgewéhlt werden. In diesem Abschnitt wihlen wir den
Matrix-Vektor J auf eine spezielle Art und Weise und ergéinzen und erweitern damit die
Betrachtungen aus [4, Abschnitt 4.4], wo bereits der Zusammenhang zwischen der Wahl
spezieller Dilatationsmatrizen und der Ausrichtung der Trigermengen im Frequenzbereich
bemerkt wurde. Wie sich in diesem Abschnitt zeigen wird, ist es mit der Notation der mehr-
dimensionalen Indizes aus den letzten beiden Abschnitten moglich, jeden durch den Index
e festgelegten Zerlegungspfad einer multiplen Waveletzerlegung mit einer geometrischen In-
terpretation in Form der Ausrichtung der erzeugenden Mengen auf den einzelnen Leveln zu
versehen. Dabei entstehen grofie Parallelen zu den Betrachtungen aus [42, 56] iber multiple
Subdivisionsschemata und multiple Multiskalenanalysen.

Wir beginnen unsere Uberlegungen mit der Definition spezieller dyadischer Dilatationsma-
trizen, welche bereits in [4, Kapitel 4] genutzt wurden und gegeben sind durch

(20 (2 0 (10 L. (1 £l
x= (0 0). = (200 ve(3 ) ve=(3 Y) ew

Fiir k € N betrachten wir im Folgenden die mehrdimensionalen Indexmengen
ec{0,-1}*u{0,1}" =27* ,uzs,

wobei fiir die rechte Seite die Notation aus (2.5) genutzt wird. Wir betrachten die zugeho-
rigen k-bit Binadrdarstellungen

k
(e)2:=> e27h, (2.16)
=1

Aufgrund der Eindeutigkeit der Binirdarstellung (2.16) gibt es fiir jedes p € Z mit |p| < 2F
genau ein e € Z’jm U Zk sodass (e)2 = p. Im Folgenden sei Jm = (J(j]i, ng),ng)> mit

Y, fallsi=0,
IV =Sy fallsi=—1, (2.17)

YT, fallsi=1.
Die Idee, dyadische Dilatationsmatrizen mit Bindrdarstellungen zu identifizieren, wurde be-
reits in [4, Abschnitt 4.4] fur die Anndherung von Richtungen in Waveletraumen diskutiert.
Wir greifen dies hier auf und formulieren ein Lemma, in welchem erstmals die genaue Form

des Produkts dyadischer Dilatationsmatrizen aus (2.15) in Abhéngkeit einer mehrdimensio-
nalen Indexmenge e € Z* 12U Zk angegeben wird.

Lemma 2.7.
Fir ke N seie € Z’jm UZ5. Dann gilt

1
3 =3930 = (4 @), @13
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2 Richtungsabhingige trigonometrische Polynome

Beweis. Wir fithren den Beweis mittels vollstdndiger Induktion {iber £ € N. Fiir den Induk-

tionsanfang k = 1 gilt
m_ (1 @
Je) (0 2) . (2.19)

Als Induktionsvoraussetzung nehmen wir an, dass

30 _

ek T

k
1 (&) 1 Y epyra 2!
0 28 )~ =

0 ok

fiir ein festes k € N giiltig ist. Dann folgt fiir den Induktionsschritt

k
-1
g0 _ gy (1 2 esra2 1 epin
ek+l — Yk Yokt1 — =1 0 2
0 2k
u l
1 €k+1 + Z Ckt+1—1 2
= =1
0 2k+1
k . k+1 -
1 Z Ck+1-1 2 1 Z €L+ 2!~
= =0 = =1 )
0 ok+1 0 ok+1
wodurch der Induktionsbeweis abgeschlossen ist. O

Bemerkung 2.8.
Mit fast identischem Beweis wie in Lemma 2.7 lisst sich fiir k € N, e € ZF 12U 75 und

g = (J(fi, J((JD), Jgn)) mit der Festlegung der Matrizen

X, fallsi=0,

IV =X fallsi= 1, (2.20)
X*, fallsi=1,
die Gleichung
() 2k 0
I = ((é)2 . (2.21)

zeigen.

Ausgehend von der Zerlegung (2.10) aus dem letzten Abschnitt betrachten wir fir die dyadi-
schen Dilatationsmatrizen aus (2.17) die Zerlegung einer Diagonalmatrix M; = diag(27,27) €
Z2*2 fiir j € N und k < j in das Produkt

-1 ) ) .
® () oo (L (€)2 20 0\ (2 (2F
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2.3 Richtungsspezifische Zerlegungspfade

wobei £ = —(&)2. Analog ergibt sich fiir die dyadischen Dilatationsmatrizen aus (2.20) die

Zerlegung
—1 . .
OO 2k 0 20\ 21k 0
Njyk,e = (Jek> M] - <(é)2 1 o 29) = \poi-k 9i )" (223)

Des Weiteren sei N(L = Ng 36 o fiir i € {b,v}. Damit lasst sich die Matrix M; in Abhéngig-
keit von der Festlegung der dyadlschen Dilatationsmatrizen zerlegen in

270 1 =0\ () 280\ . (v)
M=(2 )= (0 5N (% O o

Der hochgestellte Index i € {h, v} wird im Folgenden stets dafiir verwendet, zwischen den
beiden maoglichen Festlegungen der Matrix-Vektoren J® zu unterscheiden. Der Index h

signalisiert dabei die Wahl der dyadischen Dilatationsmatrizen J l(b), l=1,...,k, aus (2.17)

und der Index v entsprechend die dyadischen Dilatationsmatrizen J l(n), [l =1,...,k, aus
(2.20).

Beispiel 2.9.
Wir wéhlen j =6 und e = (—1,0,—1) € Z?LLQ, weshalb k& = 3 gilt. Dann folgt fiir die 3-Bit
Binédrdarstellung (é); = —1 - 20 +0-2t —1.22 = -5, weshalb die Matrix aus Lemma 2.7
von der Form

) €Y\ (1 -5\ < ww- (1 -1\ /1 0\ /1 -1
Je (023>_<08_YYY_02 0 2/\0 2
ist. Angenommen, wir wahlen die zugrunde liegenden dyadischen Dilatationsmatrizen wie
n (2.20), dann ergibt sich

o (3 9-(5 e -(19E YY)

Mit £ = —(&)2 = 5 sind die Matrizen aus (2.22) und (2.23) von der Form

®m (25 5-23\ (64 40 o (22 0\ _ (8 0
Ne3s = o 23 )" \o 8/’ No3s = 5-23 26) 7 \40 64

und fiir die Zerlegung der Matrix M; in (2.24) ergibt sich
M 64 0 1 =5\ (64 40\ (8 O 8 0
57 \o 64 0 8)\0 8) \-5 1)\40 64)"

Das folgende Lemma zeigt, dass die Muster, welche durch die Matrizen N( ) ko €rzeugt werden,
eine vom Parameter ¢ unabhingige einfache Tensorprodukt-Struktur aufwelsen
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2 Richtungsabhingige trigonometrische Polynome

k k
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Abbildung 2.3. Die erzeugenden Mengen (von hell nach dunkel) bei einer sukzessiven Fak-
torisierung der Matrix Mg mit den dyadischen Dilatationsmatrizen aus Beispiel 2.9. Die

A N\T
roten Punkte entsprechen den erzeugenden Mengen G <(N8)35> )

Lemma 2.10.
Fiir das Muster der Matrizen aus (2.22) und (2.23) gilt

P(N§f’;§,e) - P(N%)
- {273'”1 i =0,...,2 — 1} % {2k7jn2 tng=0,...,207F 1}7
beziehungsweise
P(NY) ) = P(N)
= {2 =0, 2o x {27 e =0, 27 -1,

Beweis. Die Matrix Ng.hlz ’ kann als Produkt

1 0\ (2 0
Ng’?lz,f = <0 1) <0 2jk> = QN% (2'25)

geschrieben werden, wobei det Q = 1 gilt und die Diagonalmatrix N§?z2,o das in der Be-

hauptung angegebene Muster mit Tensorprodukt-Struktur erzeugt. Die erste Aussage des
Lemmas folgt damit aus Lemma 1.4. Der Beweis der zweiten Aussage verlduft analog mit
vertauschten Koordinaten. O

Im néchsten Teil dieses Abschnitts sollen die verschiedenen Moglichkeiten der Zerlegung
einer Diagonalmatrix M; mittels (2.24) mit einer geometrischen Interpretation in Form von
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2.3 Richtungsspezifische Zerlegungspfade

Richtungen in den auftretenden erzeugenden Mengen versehen werden. Um die Idee dahinter
nédher zu illustrieren, sind die erzeugenden Mengen nach jedem Zerlegungsschritt mit einer
der Matrizen J., aus Beispiel 2.9 in Abbildung 2.3 verschiedenfarbig dargestellt. Es lisst
sich erkennen, dass die erzeugenden Mengen in langlichen Parallelogrammen enthalten sind,
deren Ausrichtungen wir im Folgenden ndher untersuchen wollen.

Durch die Faktorisierung in (2.25) sehen wir, dass die Abbildung eines beliebigen Vektors
NN
x = (z1,72)T € R? durch die Matrizen (Nﬁce) mit i € {h,v} von der Form

(h) T _ 2J 0 1\ 2J 0 1 0 x1
(NJ?W) X_<€2j_’C 207k ) \as) ~\0 277F)\¢ 1) \as

beziehungsweise

(N@) )Tx (2R 2R (e (270 (14 ([
gkt 0 27 x2 0 27/\0 1) \x2
zunichst eine Scherung mit der Matrix <(1) f) und dann eine Streckung mit der Matrix

0

verdeutlicht. Betrachten wir das Quadrat [O, %)2 (dunkle Fliche), so wird dieses zunéchst
mittels der Scherung auf das mittelhelle und von einer gestrichelten Linie umrandete Paral-
lelogramm abgebildet. Die anschliefende Multiplikation mit der Diagonalmatrix streckt das
Parallelogramm entsprechend der Parameter j und & (hellste Fliche), sodass dieses durch
die Vektoren

o\ (5 _ ([ ¥ ® T (0ON_( O
(Nj,k,z> <6>—<ggjk1 ) (Nj,k,é) 1) = k1) (2.26)

beziehungsweise

1 j—k—1 T j—k—1
@ \7* _(t? (v) 0\ /(2
<Nj’k’f) (8) - < 9i=1 ) <Nj,k,e) =L o0 ) (2:27)
aufgespannt wird. Diese Vektoren sind in Abbildung 2.4 als rote Linien dargestellt und

wurden bereits in [4, Abschnitt 4.4] betrachtet, weshalb wir die dort getroffene Definition
itber Richtungen von Matrizen hier in dhnlicher Weise aufgreifen wollen.

j—k
(2 203> bewirkt. In Abbildung 2.4 wird dies an einem Beispiel mit j =2und k=¢=1

Definition 2.11.

Fiir eine regulidre Matrix M € Z>*? seien Vektoren vq, vy € R? definiert durch

i 0
vy =MT <8>, vy = MT (1>
2

Es sei ij, j = 1,2, eine Sortierung der Indizes nach absteigender Grofie der euklidischen
Normen der beiden Vektoren, also |v;, |, > |Vi,|,. Dann nennen wir ryg := v, die Richtung
der Matrix M und |v;, |, die Lange der Richtung von M.
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Abbildung 2.4. Visualisierung des Quadrats [0, %)2 (dunkle Flidche) und des entstande-
nen Parallelogramms (Ng’)l,l) [0, %)2 (helle Fléche) sowie des kleineren Parallelogramms
(mittelhelle Fliche) nach der Abbildung mit der Scherungsmatrix.

Aus (2.26) und (2.27) wird deutlich, dass die Richtungen der Matrizen Nggﬂ mit i € {h,0}
gegeben sind durch

0 ._ (2! © ekl
Lk = rNg,f’g,e - (g 9j—k=1)> Tike ™= rN§272 = 9i—1 . (2.28)

Die zur Richtung rg.h,z , gehorige Gerade y = £ 27k x, x € R, schlieBt mit der &;-Achse einen

Winkel ein, den wir im Folgenden mit
9,(;?2 = arctan (E 2"“) (2.29)

bezeichnen und der in Abbildung 2.4 in rot eingezeichnet ist. Wegen k£ € N und ¢ € Z mit
6| < 2F gilt zudem fiir diesen Winkel ‘9,(:]2‘ <7

Analog schliefit die zur Richtung rg.nlz , gehorige Gerade y = (~12% 2, 2 € R, mit der & -Achse
ebenfalls einen Winkel ein, fiir den wir

0,(;2 := arccot (ﬁ 2_k> (2.30)

schreiben, weshalb fiir k € N und ¢ € Z mit || < 2" die Abschitzung § < ‘9&2
ist.

< %Tﬂ erfullt
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Abbildung 2.5. Dasstellung der Mengen (N{%5) [~3,3)® (hell) und (N{}5) " [0, 4)”
(dunkel) sowie deren Schnittmengen mit 72 nach der Zerlegung der Matrix Mg mit den
Dilatationsmatrizen aus Beispiel 2.9 als helle Punkte. Die roten Linien entsprechen den

Richtungen rg)% mit den entsprechenden Winkeln 95:)5

Aus den vorherigen Betrachtungen ldsst sich schlieflen, dass auf die Ausrichtung der Paral-
. T .

lelogramme (N%» [0, %)2 direkt {iber die Richtung r%l mit den zugehorigen Winkeln
9,(;)5 geschlossen werden kann. Nehmen wir an, das Ausgangslevel j und die Anzahl der
Zerlegungsschritte k seien vorgegeben. Dann lasst sich mit dem Parameter ¢, den wir im
Folgenden héufig Orientierungsparameter nennen, die Ausrichtung der besagten Parallelo-
gramme iiber die Richtungen r% , kontrollieren.

Kehren wir zu Beispiel 2.9 und den zugehorigen erzeugenden Mengen aus Abbildung 2.3

zuriick. Nach der Definition der erzeugenden Mengen in (1.15) gilt

G (%)) = (50 [ ;)2 "z,
(%) od) nzca (N0))
()

und die Richtung r Y, kann als Richtung der erzeugenden Menge bezeichnet werden. Diese
verlauft genau in der Mitte und parallel zu den parallelen langen Seiten des Parallelogramms,
in der die erzeugende Menge enthalten ist. Fiir die Parameter aus Beispiel 2.9, gegeben durch
j=06,k=3und ¢ =25, ist dies in Abbildung 2.5 dargestellt. Der entsprechende Winkel ist

demnach durch 9&1)5 gegeben und jeweils in rot eingezeichnet.

Deshalb ist
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2 Richtungsabhingige trigonometrische Polynome

Mithilfe der Richtungen r% , beziehungsweise der Winkel 9,(;)@, i€ {h,v}, erhalten wir einen

Zusammenhang zwischen der Wahl des Index e € Z_1 5 U Zs, welcher den Zerlegungspfad
der multiplen Waveletzerlegungen festlegt und der geometrischen Ausrichtung der Paralle-

a\T
logramme, die die erzeugenden Mengen G ((N% z) ) enthalten.

Fiir ein gegebenes Startlevel j und e € Z* 12 Y Z’§ mit 0 < k < j ergeben sich wegen
‘ZIELQ U ZE| = 28+ — 1 sowie i € {h, v} demnach

2. (28 1) =2k+2 _9 (2.31)

Moglichkeiten fiir die Orientierungen der Parallelogramme, welche die erzeugenden Mengen
a4 NT

g ((Nglz€ Z) ) enthalten. Um die in (2.17) und (2.20) eingefithrten hochgestellten Indizes

b, v ebenfalls mit einer geometrischen Deutung zu versehen, fithren wir die Mengen

c® .= {g e (R\ {0} xR): ? < 1}, c® .= {5 e (RxR\{0}): ? < 1} (2.32)
1 2

ein und nennen diese horizontaler beziehungsweise vertikaler Kegel. In Abbildung 2.5 sind

die Grenzen der Kegel durch die durchgezogenen hellen Linien auf den Diagonalen gekenn-

zeichnet. An dieser Stelle wird deutlich, weshalb wir den Index h mit horizontal identifizieren

kénnen, denn fiir die mit diesem Index assoziierten Winkel gilt ‘0,(2‘ < 7. Deshalb liegen

alle Punkte auf der durch die Richtung rg.h,z , aufgespannten Geraden y = £ 27k z x €R,in

). Auf shnliche Weise liegen alle Punkte auf der durch die Richtung rgn,z , aufgespannten

9(“)

Geraden y = (1 28z, z € R, in C(), denn es gilt T <104,

3
< -

Im letzten Teil dieses Abschnitts wollen wir untersuchen, wie sich die Wahl der Indexmenge
ecZk 1.2 UZ& auf die multiplen Waveletzerlegungen aus Abschnitt 2.2 auswirkt. Vergleichen
wir (2.10) mit (2.22), so ist
270 DN (i
M; = (O 2J'> ’ Mer = (Je’“> M =N

Wir greifen die Uberlegungen aus Beispiel 1.5 auf und kénnen mit Lemma 2.10 folgern, dass
alle Muster auf einem Level unabhéngig von der Richtung o der erzeugenden Mengen

7,k
sind, da die Punktmengen in Lemma 2.10 nicht vom Orientierungsparameter ¢ = — (&)
abhangen. Es gilt somit

P(Mq) =P(NS),  0<k<j

weshalb alle auftretenden Muster auf einem Level fir i € {h,v} dieselbe Tensorprodukt-
Struktur aufweisen.

Nehmen wir an, dass e € Z'Z“ gilt. Da e! = e; € Zy, ergeben sich zwei verschiedene Zerle-
gungsmoglichkeiten fiir das erste Level. Nach Theorem 2.6 finden wir analog zu (2.12) die
Darstellungen

pl) = Z ally Ty@j+1s P = Z by Ty@j+1;
yEP(M;41) yEP(M;41)
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2.3 Richtungsspezifische Zerlegungspfade

S 52
@) ) (@)
g vy i W
D 53 53 53
@ 51 @ 54 54 ®©
i) i) (i) (i) i) ) i) \ /\
Voo Waon Viho Wby o Wi Voo W ) o

() v 0 /)
Vare  Waao  Viny  Waay

Abbildung 2.6. Visualisierung einer dyadischen Waveletzerlegung mit e € Z3 in einem
Bindrbaum.

wobei die Koeffizienten agl),y und bsl),y fir i € {h,v} wie in (2.13) und (2.14) berechnet
werden konnen. Die Vektoren ve, € G(J2% )\ {0} und we, € P(J.,) \ {0} vereinfachen sich
in diesem Fall zu

(M (1) (07 _]-)T, falls i = h7
Ve, =V — :
’ (-1,0)T, fallsi=ow,
und
(0,-3)",  fallsi=bund e, =0,
Wsk) - (_%70)T, falls i = v und e;, = 0,
(_%7 —%) , sonst

Mit diesen Koeffizienten erhalten wir mittels (1.35) nach einem Schritt die Zerlegung

f = Z (dgl) x,0 7;9081) + d61 x,1 Xd) )
x€P(N))

Wiederholen wir diesen Vorgang fiir k Level, so ergeben sich insgesamt 2* verschiedene
Zerlegungsmoglichkeiten fiir eine Funktion f € Vjiy, falls e € Z& und es gilt

f= Z dik 3.0 x‘Pek + Z Z del)x 1 7;c¢ez .

yeP(N')) =k xeP(N{))

Visualisieren wir die verschiedenen Zerlegungspfade dhnlich wie in Abbildung 2.2, so ist der
entstehende Baum ein Bindrbaum in dem Sinne, dass sich jeder Skalierungsraum in genau
zwei direkte Summen des néchsttieferen Levels aufspalten ldsst.

In Abbildung 2.6 ist ein solcher Bindirbaum fiir e € Z3 dargestellt. Wie man sehen kann,
enthilt dieser Baum 23 = 8 Blitter, also 8 verschiedene direkte Summen aus Skalierungs-
) i)

und Waveletrdumen Ve(3 beziehungsweise Wég des dritten Levels, deren direkte Summe die
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2 Richtungsabhingige trigonometrische Polynome

Skalierungsraume Ve(;) des zweiten Levels bilden. Die Gesamtzahl aller méglichen Zerlegun-
gen einer Funktion f € V41 mittels e € Z’jm U ZE und i € {h, v} entspricht 2¥+2 — 2 und
wurde in (2.31) angegeben. Diese entspricht der Anzahl aller moglichen Orientierungen der

N
Parallelogramme, die die erzeugenden Mengen G <(N§13€ Z) > enthalten. Mit den Resultaten

dieses Kapitels ist es demnach moglich, eine gegebene Funktion mit richtungsspezifischen
Waveletzerlegungen, gesteuert durch den Index e, zu analysieren. Die Fourier-Koeflizienten
der entsprechenden Skalierungs- und Waveletfunktionen liegen in Parallelogrammen, deren
Ausrichtungen mithilfe der Richtungen r?}g’ﬁ beziehungsweise den entsprechenden Winkeln

9,(;)@ exakt beschrieben werden konnen.
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Trigonometrische Shearlets

Das dritte Kapitel befasst sich mit den fiir diese Arbeit namensgebenen Funktionen, den
trigonometrischen Shearlets. Zu Beginn von Abschnitt 3.1 werden Funktionen g, basierend
auf den zulédssigen Funktionen des letzten Kapitels eingefithrt und grundlegende Eigenschaf-
ten in Lemma 3.1 bewiesen. Im Anschluss werden zweidimensionale Fensterfunktionen \I/S)
dhnlich zu den Funktionen @8) aus (2.4) als Tensorprodukt definiert und in Lemma 3.3
gezeigt, wie diese Funktionen mit der Konstruktion dyadischer de la Vallée Poussin-artiger
Skalierungs- und Waveletfunktionen aus Abschnitt 2.1 verkniipft sind. Nach der Definition
der trigonometrischen Shearlets werden diese mit den klassischen kontinuierlichen und dis-
kreten Kegel-Shearlets verglichen und Gemeinsamkeiten sowie Unterschiede beleuchtet.

In den verbleibenden drei Abschnitten werden die wichtigsten Eigenschaften der zuvor ein-
gefiihrten trigonometrischen Shearlets untersucht. Abschnitt 3.2 legt dabei den Fokus auf
die Lokalisierung im Frequenzbereich. Durch den Zusammenhang zu Kapitel 2 bei der Kon-
struktion der trigonometrischen Shearlets, finden sich die Richtungen r%,e der Matrizen
N%’Z aus Definition 2.11 in Abschnitt 2.3 in den Frequenzmengen supp ‘P%Z . Wieder. Aus
der Abtastung dieser Mengen mit k € Z? entstehen die Fourier-Koeffizienten in Definiti-

on 3.4.

Abschnitt 3.3 befasst sich mit der Lokalisierung im Ortsbereich. Neben Abschitzungen der
partiellen Ableitungen der Fensterfunktion \II% 1o Wird das Maximum und das anisotro-

pe Abklingverhalten der trigonometrischen Shearlets ¢§:3§747y7 o in Theorem 3.12 exakt be-
schrieben. Dabei bewirkt eine héhere Glattheit der Fensterfunktion im Frequenzbereich ein
schnelleres Abklingverhalten der Shearlets im Ortsbereich. Wie schon bei den klassischen
Shearlets fithrt die Anisotropie der Funktionen zusammen mit der guten Orts-, Richtungs-
und Frequenz-Lokalisierung zu giinstigen Approximationseigenschaften, die in Kapitel 4 fir

die Erkennung von Singularitdten entlang von Richtungen genutzt werden.

Eine weitere hervorzuhebende Eigenschaft der klassischen diskreten Shearlet-Systeme ist,
dass diese einen Parseval-Frame des Lo(IR?) bilden ([28, 38]). Deshalb wollen wir im letzten
Abschnitt dieses Kapitels untersuchen, ob trigonometrische Shearlet-Systeme einen Frame
des Ly(T?) bilden. Dabei stellt sich heraus, dass die Parseval-Frame-Eigenschaft der klas-
sischen Shearlets aufgrund der Tensorprodukt-Struktur und den speziellen Forderungen an
die zweidimensionalen Fensterfunktionen \IJ% zwar nicht erhalten bleibt, die auftretenden
oberen und unteren Frame-Konstanten dennoch nicht zu weit auseinaner liegen.
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3 Trigonometrische Shearlets

3.1 Konstruktion und Vergleich zu klassischen Shearlets

Ausgehend von einer zuléssigen Funktion g, definieren wir fiir o € [O, %] weitere Funktionen

Jo : R — R durch
x

§a(@) = ga (3) = ga(@). (3.1)

Die Idee fiir diese Funktionen entstammt den Betrachtungen eindimensionaler periodischer
Wavelets in [59, Kapitel 4], welche in [4, Kapitel 4] auf den multivariaten Fall iibertragen
wurden. Wir zeigen einige Eigenschaften der Funktion g, in folgendem Lemma.

Lemma 3.1.
Fiir ¢ € Ng und o € [0, 5] sei go € C(R) eine zulissige Funktion. Dann ist g, € C&(R)
nichtnegativ, gerade und erfillt die Figenschaften

~ 1 1
SUpp go = [—1—2&,—24—@] U [2—a,1—|—2a} , (3.2)
ist monoton wachsend, falls x € [% Q, % + a] ,
Ja(x) =1, fallsz € [§ +a,1-2q], (3.3)
ist monoton fallend, falls x € [1 —2a,1 + 2a],
Zga(x +2)=1, fir alle € R, (3.4)
2€EZ
und es gilt
- x
Ja(x) = (ga(az — 1)+ ga(z + 1)) Ja <§> : (3.5)

Beweis. Dass die Funktion g, in Cf(R) liegt sowie nichtnegativ und gerade ist, folgt direkt
aus der Definition in (3.1) und den Eigenschaften zulédssiger Funktionen aus Definition 2.1.
Wegen (2.1) gilt

SUPP Ja (%) = [—1 — 20,1+ 2a],

was wiederum mit der Definition von g, in (3.1) direkt zu (3.2) und (3.3) fuhrt. Mit der
Eigenschaft (2.2) folgt fiir alle z € R

S da (x+z> 3 da (f z)+Zga (x;l+z) —9,

2€EZ 2€Z 2€EZL

weshalb

Y dalz+2)= Zga<x+z> > galz+z)=1

2€Z 2EZ Z2€EZ

erfiillt ist und somit auch die Funktion g, eine Zerlegung der 1 erméglicht. Um (3.5) zu
zeigen, beschrénken wir uns aufgrund der Symmetrie von g, auf x > 0 und unterscheiden
verschiedene Fille.
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3.1 Konstruktion und Vergleich zu klassischen Shearlets

who |
|
ol
-
-
v
S
|
TS
[
ol
|
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I
o
ol
8

Wl

b b. g1,

o=

Abbildung 3.1. Darstellung der zulédssigen Funktion g1 , und der zugehorigen Funktion g1 ,
6’ 6’

aus Beispiel 2.3 iii) fiir b = 5.

1

Fir x € %—a,%—l—a] folgt erneut mit (2.1), dass g (%) =1, da i—l— 5 < 5 —a fir

a € [0, ]. Unter Verwendung von (2.2) erhalten wir

(ga(x —1) + galz + 1)) Yo (g) = (1 - ga(x)> o (g) = Yo (g) — 9o (%) ga (g) = o ().

Fir z € [$ +a,1 —2a] ist g(z — 1) =1 und g, (%) =1, also

(gale =D +gala+1) g0 (5) =1 = Gale).

Fiir € [1 — 20,1 + 2a] ist go =0, da § + o < 1 — 2« fiir a € [0, 3], weshalb
<9a(x — 1)+ galz + 1)) Yo (g) = (1 - ga($)> Yo (g) = Y9a (g) = Ja(2).

Fiir z > 1+ 2« stimmen die beiden Seiten in (3.5) wegen (3.2) {iberein, womit alles gezeigt
ist. U

Fiir z € [0, 3 — o] gilt wegen (2.1), dass g(z — 1) = g(z + 1) = 0, womit (3.5) erfiillt ist.

2

Im Folgenden fithren wir zweidimensionale Fensterfunktionen als das Tensorprodukt der
zuléssigen Funktion g, und g, ein.

Definition 3.2.
Es sei a € [0, %] und eine zuldssige Funktion g, aus Definition 2.1 gegeben. Fiir i € {h, v}
definieren wir zweidimensionale Funktionen \118) : R? = R durch

U (x) = Gal1) gal2), U (x) 1= gal1) Ga(2)-

47



3 Trigonometrische Shearlets

Wir nennen diese horizontale beziehungsweise vertikale Fensterfunktionen und schreiben
\115;) € W. Falls fiir die zuldssige Funktion g, € C(R) mit ¢ € N gilt, schreiben wir \Ilg) €
4%S

Aus den Eigenschaften (2.1) und (3.2) der Trager der Funktion g, und g, folgt

1 1 1 1
() — —1—-2a,—= + ——a,14+2 —— —a, =+
supp ¥, ([ Q, 5 a] U [2 Q, a X 5 a, 5 al,

(0) 1 1 1 1
supp ¥’ = —i—a,§+a X —1—204,—5—1—04 U 5—04,1—}—204 .

Fir die Matrizen
O 21 i~k (v) 20—k 0
Njke = (0 oi—k |- N\ poik o )

aus dem letzten Kapitel gilt

det N, = det N?) , = 2%F, (3.6)
Ausgehend von den Funktionen aus Definition 3.2 schreiben wir
i i H \ T .
v, = ((N%’E) o> . ie{hv}, (3.7)
und es folgt
0 ® \! fi 2
Z Vioa | X+ (Nj,k:,é> z| =1, ir alle x e R* (3.8)
z€Z?

Wegen (3.6) gilt dariiber hinaus fiir den Trager dieser Funktionen

det N}, = (1+20)(1 +60) 2% 7% = C(a)2%7%  (3.9)

)Supp 1115367&04‘ = ‘supp \IIS)

mit 1 < C(a) < 8.

Das folgende Lemma erweitert das Resultat aus [5, Lemma 5.2] und ist ein wichtiges Hilfs-
mittel, um die in Abschnitt 2.1 beschriebene Abhéngigkeit der de la Vallée Poussin-artigen
Skalierungs- und Waveletfunktionen aus Definition 2.5 von den nachfolgenden Leveln in
gewissen Féllen beseitigen zu koénnen.

Lemma 3.3.
Es sei J € {X,Y}, v € G(IT)\ {0} und eine zweidimensionale zulissige Funktion ®, €
C(R?) aus (2.4) fir g € Ng und o € [0, ] gegeben. Dann gilt fiir den Operator aus (2.7)

O3(®y, @) = P, (3.10)

und fir vi € G(X) \ {0} bezichungsweise vo € G(Y) \ {0}

Ox (Ti (@], @a) 08 Oy (Tg (@], %) _e (3.11)
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3.1 Konstruktion und Vergleich zu klassischen Shearlets

Beweis. Die Gleichung (3.10) wurde in [5, Lemma 5.2] bewiesen, in welchem die Bedingung
o € [0, %] benétigt wurde. Die zweite Aussage (3.11) wurde in der genannten Quelle nicht
behandelt, weshalb der Beweis mit dhnlichen Ideen hier gefiihrt werden soll.

Es wird nur der Fall fiir die Matrix X betrachtet, wobei der Beweis fiir die Matrix Y mit

3 (1)) ist der Vektor v = (1,0)T €

G (X') \ {0} eindeutig bestimmt und mit der Definition des Operators aus (2.7) und den
zweidimensionalen zuléssigen Funktionen ®,, aus (2.4) gilt

vertauschten Koordinaten analog verlauft. Fiir X = (

Ox (T [Ba], @) () = | I @ (x— v+ X"2) | & (X~ Tx)
z€Z?

= Y (ga (21— 1+221) ga (22 + 22)) | ga (%) o (22). (3.12)
zE72

Durch die Eigenschaft (2.1) des Trigers zuldssiger Funktionen folgt
ga (1 —14221) =0, falls 1 € supp ga (%) und z; € Z\ {0,1}. (3.13)

Analog folgt fiir die zweite Komponente

1 1
Jol(T2 + 22) =0, falls a9 € [—2 + a, 3~ a] und 29 € Z\ {0} (3.14)
beziehungsweise
Ga(x2 + 22) =0, falls x9 € suppgo und 29 € Z\ {—1,0,1}. (3.15)

Fiir x € [-1—2a,14 2a] x [—4 4+ a, 1 — o] bleiben nach (3.13) und (3.14) nur die Sum-
manden fir z = (0,0) und z = (1,0) in der Summe enthalten. Da xo € [—% + a, % - al,
folgt mit Lemma 2.2, dass go(72) = ga(x2)? = 1, wodurch sich der Ausdruck in (3.12) weiter
vereinfachen lésst zu

Ox (T [®al, @) (%)

I
N\

ga(@1 = 1) galw2) + ga(@1 + 1) ga(22) )90 (5 ) ga(a2)
= (901 = 1)+ galar +1))ga (5 ) gale2)’

«

und die letzte Gleichheit mit (3.5) folgt. Fiir x € supp ®q mit |za| > § — a ist nach den
vorherigen Uberlegungen in (3.15) ein weiterer Wert fiir 2o in der Periodisierung enthalten,
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3 Trigonometrische Shearlets

entweder zo = 1 fir z9 < —% + o oder z9 = —1 fir 2o > % — «. In beiden Fallen besteht die
Summe aus den 4 Summanden beziiglich z € {(0,0), (0,%1), (1,0), (1,£1)} und es folgt

Ox (T [@a). ®a) () = | 3 (g (1 — 1+221) g (22 + 22)) | g0 (5) 0 (22)
z€Z?
= (901 = 1) galw2) + ga(@1 = 1) galwz £ 1) + g1 +1) galw)

z1

+ gal1 1) gala2 £ 1) )ga (5) gale)

= (90(@1 = ) (ga(@2) + ga(a2 £ 1)) + galar + 1)

% (9a(@2) + galw2 £ 1)) )90 (5) ga(e2)

= v (x).

Die letzte Gleichheit ergibt sich mit (3.5), denn wegen der Eigenschaft (2.2) der zuldssigen
Funktion gilt (ga(z2) + ga(z2 £1)) = 1. O

Wir wollen die trigonometrischen Shearlets einfiithren und den Zusammenhang zu den mul-
tiplen Waveletzerlegungen aus Abschnitt 2.3 herstellen. Dazu fixieren wir zunédchst i = b.
Es gilt v = (1,0)T € G(XT)\ {0} sowie w = (-1, O)T € P(X)\{0}. Wir nutzen Lemma 3.3
und erhalten fiir die Funktion B aus (2.8)

Bx)(x) = exp (—2mix"w) Ox (TQL [@4], <I>a> (x) = e™m1g®) —. g (3.16)
beziehungsweise mit derselben Idee wie in (3.7)

~ ~ -T i
O )= GO <(N§h]2£> X> _ oriz i )

j’k»eya o ],k,é,a(x)7 (3'17)

-7 . 4 .
da (Ny’,z e) X = (2*3301, 2k=igy —27¢ xl)T. Auf dhnliche Weise haben wir fir i = v

By)(x) = ™20 (x) = U (x) (3.18)
und )
W;?]B:,E,a(x) = \Ilg]) ((N§?]2j> X> — e7r12_3:132 \Ij‘gf]’z’&a(x). (319)

Mit den Funktionen aus (3.16) und (3.18) koénnen wir die trigonometrischen Shearlets defi-
nieren.

Definition 3.4. _
Es seien j, k € Ng mit & < j und £ € Z mit |¢| < 2¥ sowie eine Fensterfunktion o) e we
fir ¢ € Ng und i € {h,v} gegeben. Wir definieren trigonometrische Polynome

' —j gt ikTo
Uikea =200 30 Wl e
keZ?
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3.1 Konstruktion und Vergleich zu klassischen Shearlets

und nennen diese horizontale beziehungsweise vertikale trigonometrische Shearlets. Fiir die

Translate dieser Funktionen auf den Musterpunkten y € P(N‘%) verwenden wir die Nota-
tion
. . B » e
Uty = Vihea(o—2my) = 29779 37 W0 () o)
kez?
SEASRD DR SISl (3.20)
kez?
~ y —(27971,0)T, falls yeP Nghlz ,
y :: . b
y — (0,277 DT falls y € P Nﬁ;ﬂ

)

(3.21)

Die in der vorherigen Definition eingefiihrten trigonometrischen Shearlets spannen die Wave-
letrdume an den Blédttern der zugehorigen Bindrbdume in Abbildung 2.6 aus Abschnitt 2.3
auf.

Im letzten Teil dieses Abschnitts wollen wir die Unterschiede der zuvor konstruierten tri-
gonometrischen Shearlets zu den klassischen Shearlets auf der reellen Achse beleuchten.
Ausfiihrliche Betrachtungen zu klassischen Kegel-Shearlets finden sich beispielsweise in [13,
28, 38]. Wie in Lemma 3.3 gezeigt wurde, entstehen die trigonometrischen Shearlets auf
der letzten Stufe einer dyadischen anisotropen Waveletzerlegung mit de la Vallée Poussin-
artigen Wavelets und geeigneten Dilatationsmatrizen. Bereits durch die Konstruktion sind
die trigonometrischen Shearlets sowohl im Orts- als auch im Frequenzbereich diskret, ohne
dass eine kontinuierliche Theorie wie bei den klassischen Shearlets als Ausgangspunkt dient.
Dennoch weisen die Trigermengen im Frequenzbereich der beiden Funktionen Ahnlichkeiten
auf, die wir im Folgenden erldutern wollen.

Fiir € = (&1,&)T € R? gilt nach der Definition der Matrix in (2.22)

® Ve 2774
(Nj’k’é) €= <2kj§2 - £2j§1> ’

weshalb die Funktionen aus (3.7) von der Form
-T : , .
\Ijg‘hlie,a(f) = vl ((N§h124> 5) = 9a(277¢1) ga (2_J+k§2 - m_jfl) (3.22)

sind. Damit lassen sich die Fourier-Koeffizienten der trigonometrischen Shearlets aus (3.20)
fiir k = (k1, k2)T € Z? schreiben als

g = —J k —2mik'y
Ck (¢§?£7€7y7a) — 9k/2 130277 k1) ga (2 ik <2k k% £)> o2 KTy

und wir sehen die Ahnlichkeit zu der Fourier-Transformierten der klassischen diskreten ho-
rizontalen Kegel-Shearlets aus [38, Theorem 5]. Neben der unterschiedlichen Skalierung j
im Vergleich zu 2j bei den klassischen Shearlets, liegt der Hauptunterschied im Argument
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3 Trigonometrische Shearlets

der Funktionen v bzw g,. Der zusitzliche Faktor 277¢; tritt bei den klassischen Shear-
lets nicht auf, da in den Fensterfunktionen im Vergleich zu denen aus Definition 3.2 keine
Tensorprodukt-Struktur vorliegt. Wie sich im néchsten Abschnitt zeigen wird, wirkt sich
dieser Unterschied auf die Geometrie der zweidimensionalen Fensterfunktionen aus. Wah-
rend der reine Tensorprodukt-Ansatz der trigonometrischen Shearlets zu gerichteten Par-
allelogrammen im Frequenzbereich fiithrt, hat der Tréger der Fourier-Transformation der
diskreten Kegel-Shearlets die Form eines gerichteten Trapezoids, wie in Abbildung 3.3 und
Abbildung 3.4 des néichsten Abschnitts zu sehen ist.

3.2 Frequenz-Lokalisierung

Zum besseren Verstindnis wird in diesem Abschnitt, anders als zuvor, zwischen der Ortsva-
riablen x und der Frequenzvariablen & unterschieden. Falls nicht anders erwédhnt, nehmen
wir an, dass j € 2Ng, k € Ny mit k£ < j und £ € Z mit |¢] < 2F gilt.

Durch die Abtastung der Fensterfunktionen \11513C /o aUs (3.7) an den Punkten k € 72 ent-

stehen die Fourier-Koeffizienten der trigonometrischen Shearlets in Definition 3.4. Dabei ist
die Form und Ausrichtung des Tragers der Funktionen \Ifglgc 1o von zentraler Bedeutung,
denn durch diese wird festgelegt, welche Frequenzen in den trigonometrischen Polynomen

1/)(0 vorkommen. Um dies im Folgenden naher zu untersuchen, fithren wir die Mengen

J,kLy
Qb = ([—1,—;) U [;1» X [—;;) , (3.23)
QW) = [—éé) X ([—1,—2) U [;1» , (3.24)

ein und zeigen das nachstehende Lemma.

Lemma 3.5. ‘ .
Firie {h,v}, a € [0, %] und q € Ny sei \1/8’ € W1, Dann existiert fiir alle & € supp \Ilg)
genau ein z € 72, sodass (€ +z) € QW)

Beweis. Die Aussage wird nur fiir i = h gezeigt, da der Beweis fiir i = v mit vertauschten
Koordinaten identisch verlduft. Falls &€ € Q) so ist offensichtlich (E+2) € Q® nur genau

dann erfiillt, wenn z = 0. Fiir £ € supp \I/g) \ QO kénnen verschiedene Fille auftreten.
Ist & € ([-1, —%) U [%, 1)) und & ¢ [—%, %), so gilt

1 1 1 1
ggggi—i—a oder —§—a§§2<—§7

sodass (£ +2z) € Q0 nur genau dann erfiillt ist, wenn z = (0, —1) im ersten Fall bezichungs-
weise z = (0,1) im zweiten Fall gewahlt wird.
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3.2 Frequenz-Lokalisierung
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Abbildung 3.2. Schematische Darstellung der Mengen supp \I!(;) (helle Flache) und Qo
6
(dunkle Fléche).

Fir & ¢ ([-1,-3)U[3,1)) und & € [—3,3) gilt einerseits

Sglg_ +O[,

N =
N

1 1
§—a§§1<§ oder —

weshalb (&€ +z) € QO nur fiir z = (—1,0) beziehungsweise z = (1,0) erfiillt ist. AuBerdem
treten die Félle
1<6 <142a oder —1—-2a<& < -1

auf, fiir die wiederum (¢ + z) € Q® nur genau dann erfiillt ist, wenn z = (—2,0) bezie-
hungsweise z = (2,0).

Fir & ¢ ([—1, —%) U [%, 1)) und & ¢ [—%, %) treten die 8 moglichen Kombinationen der

vorherigen beiden Fille auf, weshalb stets genau ein z € {£1,4+2} x {£1} existiert, fiir das
(E+2) € Q®) gilt und somit die Aussage fiir alle moglichen Fille bewiesen ist. O

Basierend auf (3.23) und (3.24) definieren wir die Mengen
M 2 ® V" % e b (® . 2 ® Y\ 5% e Q)
Qi =qxeR: <Nj’k’e) x € ;o Q= (xER: (Nj,k,z> x e ,
und zeigen das folgende Lemma.

Lemma 3.6. '
Firi e {b,o} git |}, n22| =227,
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3 Trigonometrische Shearlets

Beweis. Wir zeigen erneut nur den Fall i = . Die Menge Q" besteht nach ihrer Definition
in (3.23) aus der Vereinigung der disjunkten Mengen

oot D) L) ame L))
2 2°2 2 2°2

was zur Idee fiihrt, die Mengen
o)1 . 2. (N® )% e ot (0).2 . 2 (N YL - ome2
Qi = dxeR?: (N, ) xeq®th, of)f = ixer?: (NO),) xeo®
zu betrachten. Die Anwendung von [15, Lemma I1.7] liefert fiir die Méchtigkeit

1 )
i 027 = |0 0 77| = g aee N = 27,

woraus schliellich wegen der Disjunktheit der Mengen
(b) 2| _ o)l ~ 2 (0):2 ~ 72| _ 92—k
o, nz2| = ot nz?| + |af)7 nz?| = 2%
und somit die Behauptung folgt. O

Fir i € {h,v} bilden die Elemente der Mengen supp ‘I'%E o aus (3.25) jeweils zwei am

Ursprung gespiegelte Parallelogramme im R?. Fiir die genaue Ausrichtung dieser Parallelo-
gramme greifen wir die Uberlegungen aus Abschnitt 2.3 auf und sehen, dass im Fall i = b
zwei der Seiten des Parallelogramms parallel zu der Richtung des Vektors

()~ (54)

also der &-Achse sind. Die iibrigen beiden Seiten sind parallel zu der Geraden y = £27 % z
mit z € R, also der Richtung aus (2.28), gegeben durch

1 i—1
® _ (™ (2)=( ¥
Tkt = (Nj,k,5> <8> = <g oi—k1
mit dem entsprechenden Winkel (vgl. Abbildung 3.3)

9,(3 = arctan <€ 2"“) .

Wegen k€ No und £ € Z mit |¢] < 2° gilt [of")| < 7.

Fiir i = v sind jeweils zwei der Seiten wegen
1 j—k—1
o\ (2= (?
(vakve) <0> N ( 0
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3.2 Frequenz-Lokalisierung
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Abbildung 3.3. Schematische Abbildungen der Mengen supp \I'g):3 o1 (hell) und Qé)g ; (dun-
9Dy 76 1y

kel) sowie deren Schnittmengen mit Z? als helle Punkte fiir verschiedene Werte von ¢ in der

zweidimensionalen Ebene (links) und im ersten Quadranten (rechts). Die blauen Bereiche

entsprechen dabei dem Fall i = h und die grauen Bereiche dem Fall i = v.

parallel zur &;-Achse, beziehungsweise parallel zur Richtung

 _ (@ \T(O)_ (2
Tt = (Nj,k,6> (;) = ( NERE
also der Geraden y = £~ 2F 2, 2 € R. Diese schlieBt den Winkel
6L°) = arccot (Z 2_k)
kil —

mit der & -Achse ein und in diesem Fall gilt wegen k& € Ny und ¢ € Z mit |¢| < 2* die Ab-
schitzung 7 < ’9,(:2‘ < %’T. Wie schon im letzten Abschnitt mit Lemma 3.3 gezeigt wurde,
entstehen die trigonometrischen Shearlets aus der Konstruktion der de la Vallée Poussin-

artigen Waveletfunktionen. Der Zusammenhang lasst sich auch anhand der geometrischen

Ausrichtung der Trégermengen supp \I/ﬂ; )1 in Abbildung 3.3 im Vergleich zu denen in Ab-
Yy 76

bildung 2.5 erkennen. Wir betrachten die Darstellung der Operatoren Oy (Tg (D], <I>a> mit
J e {X,Y} in (3.11), aus denen mittels (3.16)-(3.19) die Fourier—Koefﬁzien‘sgn der trigono-
metrischen Shearlets entstehen. Der Grund, weshalb die Mengen supp \If%g ,, hicht wie die
in Abbildung 2.5 durch den Ursprung verlaufen, liegt in der verschobenen Trigermenge der
Funktion g im Vergleich zur Fe(?)sterfunktion g, was sich in Abbildung 3.3 an der Tréger-
o)

menge der Fensterfunktionen Wy’ erkennen lisst. Wir definieren die folgenden Mengen
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3 Trigonometrische Shearlets

& 9i+1

22j—1 |

2i+2

92j—4

i & 0 2 2+2 j+1
0 22]74 22]71 3 3 2

Abbildung 3.4. Links: Schematische Darstellung der Triagermenge der klassischen diskreten
Kegel-Shearlets aus [38, Abschnitt 5.2] im Frequenzbereich. Rechts: Darstellung der Mengen

supp \I/(i) ;, (dunkle Fliche) und W(zg (helle Flache) fir j = 10,k = 5, ¢ = 5,25 und

ie{h, U} Die roten Linien formen mit der &;-Achse die Winkel GI(C)Z Die blauen Bereiche
entsprechen dabei dem Fall i = h und die grauen Bereiche dem Fall i = v.

T oy 27
W(?c) = {(Pﬁ) cRx [—5 5} 5 <l < P00 <6< 91(2%}’
2J .

W), {(p,9) eRx[0,7]: T <o <2, 000, <0< 92‘2_2}

in Polarkoordinaten. Wir zeigen das nachstehende Lemma iiber den Zusammenhang des Tré-

gers der Funktionen \Ilglgc 1., Mit den vorher eingefiihrten Mengen Wj(z ¢- Die Idee entstammt

dabei [33, Proposition 2.1]. Eine grafische Veranschaulichung anhand eines konkreten Bei-
spiels findet sich in Abbildung 3.4.

Lemma 3.7.
Firk >5, 0 € Z mit [(| <2F, i€ {h,0} und a € [0, %] gilt die Inklusion

supp \I’g'i}c,z,a - W(l)

Beweis. Wir betrachten erneut nur den Fall i = h. Wie in (3.22) gezeigt, sind die zweidi-
mensionalen gescherten und skalierten Fensterfunktionen von der Form

U, (€)= Gu(27761) g (Q—fsl (zk 2—2 _ e)) |

1
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3.2 Frequenz-Lokalisierung

Fiir o € [0, §] gilt
<lia<iiiton<t (3.26)
— « = .
2 3 ~3

w\r—‘
l\DM—l

und mit der Tragereigenschaft

—~

3.2) der Funktion g, folgt
SUpp Ga(277&1) = {51 €R : 2 < —a) <& <27 (1 +2a)}

27 9J+2
R: —< .
C {51 € 3 1] < 3 }

Falls & € supp g(27 7o), folgt erneut wegen (3.26)
SUPD ga <2‘j£1 <2j/2 £ f))
&1
_ = (9 omig (or &2 1
= §1€supp9a(2 O)aﬁQER' 2774 ?—5 <§+Oz
1

- {51 € SUPp:qva(Q_jo)v 2 ER: ]§ (Qk 572 _€>’ 2}
&1 3

_ ~ o] , k§2 2011
- {51 € suppgn(2770), & eR : [ —2 2 3 51’}
{ﬁlesuppga( 0),&eR: 5—2]“22 <2}.

1

Durch die Betrachtung in Polarkoordinaten gegeben durch & = p@®(6), p = \5\2 und ©(0) =

cosf,sinf)T sowie der Verwendung der diskreten Winkel 0( ) — arctan (£27%) aus (2.29
k,l
erhalten wir

Supp ga <2_j§1 <2k Z E)) {9 € { 72r g] : ‘8 — ok tan@‘ < 2} (3.27)

B O N (6)
= {0 S |:—§, §:| : Hk’z_z < 0 < 9k7K+2} .
Es gilt p? = £} (1 4 tan?#) und wegen [¢| < 2F lisst sich

Jj+2

2 1/2  9J+2 1/2 .
ol <=~ (1+2 2’“(|£|+2)) <5 (2+22"3+22‘2’“) < 211

folgern, wobei die letzte Ungleichung fiir £ > 5 wegen

(2+22—k Jr22—%) < %

gilt. Die untere Schranke fiir den Radius p erhalten wir durch die Abschétzung

2J ok 5\ 1/2 27
> — -
o= 5 (L2 +27) 7> 5

womit das Lemma bewiesen ist. O
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3 Trigonometrische Shearlets

Zum Schluss dieses Abschnitt beweisen wir eine Abschitzung der Differenz der auftretenden
Winkel 9,(;)[, welche im nachsten Kapitel haufiger gebraucht wird.

Lemma 3.8.
Fiir k > 2 und £ € Z mit |¢| < 2F gilt

4—k
(h) D _ g ) 2
9k,2+2 - 91&,672 - 915272 - 91(:,'6+2 < 3

Beweis. Wir nutzen die Identitit arccot(x) = § — arctan(z), weshalb
(b) 0 (T _ pb) T _ ) N _ ) (v)
Orive = Ohi o= (5 - 0k,€—2> - (§ =0 +2) =02 =010

folgt. Des Weiteren gilt das Additionstheorem (vgl. [6, S.185])

arctan(z) — arctan(y) = arctan < x—i— 4 ) fir zy>—1 (3.28)
Ty

und fiir & > 2 gilt die Ungleichung 1 — 22(0-%) > %, womit sich
22*]{ 227’6 24*]{
< <
1+2726(02 —4) — 1 —-220-k) — 3

(3.29)

schlieflen lésst. Da der Arkustangens monoton wachsend ist und arctan(z) < z fiir allex > 0
gilt, folgt aus (3.28) und (3.29)

2—k —k+4 4—Fk
(h) (b 2 2
9k,€+2 — 9k,£—2 = arctan <1 n 27%@2 — 4)) < arctan ( 3 ) < T

3.3 Orts- und Richtungs-Lokalisierung

Wir beginnen diesen Abschnitt mit einem Lemma, welches die Stelle und den Wert des
Maximums der trigonometrischen Shearlets aus Definition 3.4 angibt.

Lemma 3.9. '
Fir die Funktionen 1/1](.% ly.a BUS Definition 3.4 gilt
® — WM S\ _ oj—k/2
e Uhtyal)] = Uik ya(2r9) = 2775

Beweis. Da die Funktion \Ilgl;c 1o Wegen der Eigenschaften zulédssiger Funktionen aus Defi-
nition 2.1 nichtnegativ ist, gilt fiir alle x € T?

] < 229 30 W00 = 0279, 330
keZz?
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3.3 Orts- und Richtungs-Lokalisierung

Demnach ist 27y die Maximalstelle und es bleibt zu zeigen, dass wj(li ty. L(2ry) =27 —k/2
Es sei k € (supp ‘P% va ZQ) gegeben, was nach der Definition der Mengen in (3.7) dqui-

. -T .
valent ist zu (NS;€ z) k € supp \118). Wegen Lemma 3.5 existiert stets genau ein z € Z2

(NiL) e m= (W) (e (ML) 6 < (00 027),

. T .
was wiederum k + (N%Z) Z € (QﬂC o N ZQ> impliziert.

mit

Fir k € (Q% ria Z2> betrachten wir die Mengen

. A NT ~
Ty = {k € (suwp v, n7?) : (k + (N§,) z) =k z¢ ZQ} ,
welche nach der Existenz und Eindeutigkeit der Vektoren z € Z? aus Lemma 3.5

_ _ O] 2
Fﬁl N FEQ = (), U 'y = supp \Ifj&&a N7,
ke <Q§f}c,zm22)

erfiillen. Schlieflich folgt mit (3.8) und Lemma 3.6

D Vkralk) = > v = S Sl ) =2
kez? ke (supp \Ilgfi.’[’amz?) ke <Q§_?L’Zmzz> kel

und somit eingesetzt in (3.30) die Behauptung

Y @ry) = 2627 N el () = 277k,
kez?

O]

Die nachfolgenden zwei Lemmata enthalten Abschétzungen fir die partiellen Ableitungen
der Fensterfunktionen \D% /.o 0 Polar- beziehungsweise kartesischen Koordinaten.
Lemma 3.10. '

Fiiri € {b,0} und q € Ny sei eine Funktion \I/((;) € W1 aus Definition 3.2 gegeben. Dann gilt
fir alle r < gq

8"' i ] ar i . -
‘apr 0 ra (270 ®<9))H < Ci(r), ‘ s | Wk (270 @(9))]‘ < Cyr) 2V,

Beweis. Wir beweisen nur den Fall i = h und betrachten Polarkoordinaten & = p @(0) mit
p = €|, und ©(0) = (cosf,sinf)*. Dann gilt mit der Darstellung aus (3.22)

‘P§?12,€,a (2jp ©(9)) = ga(pcosb) ga (p cos 6 (Zk tanf — 6))
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3 Trigonometrische Shearlets

und mit der Kettenregel folgt fiir alle s < r

‘ A [Ga(pcost)]| = |cos b

a S
Wegen Lemma 3.7 gilt

7% (pcosb) ‘ < Fallos g = Cils). (3.31)

supp\I/g.f’,zM (2jp®(9)) C {(p, 0) € R x [—g, g} : é < |p| < 2, 9,(;3272 <0< 9,&%2},
was mit (3.27) die Abschatzung
o [9n (poost (2 an — )] | = tand (| [ (peost (2 tano — 1) )

<2 |l gulloe
< Oy(s) (3.32)

ermoglicht. Mit der Leibniz-Produktregel und der Dreiecksungleichung folgt aus (3.31) und
(3.32)

2 o]
< Z( ) ‘ ga(pcose)]‘ ‘aa— (g0 (pcosd (2 tan0 - z))H
<Z< )2’“ * C1(s) Calr — 9)

< 3" C3(r) = Cu(r).

Andererseits ergibt sich fiir die Variable # wiederum mit der Kettenregel fiir alle s < r

00

weshalb mit der Definition der Bell-Zahl B aus (1.5) und der Formel von Faa di Bruno aus
(1.7) die Abschétzung

0% - o gs—t+1
90 [Ga (pcosb) ’ Z)g (pcost) ‘ <’89[pc050] ey W[pcos@]’)

s s—t+1 - [pcosb] "
s@aucsm)ZZ(;) 11 (893')

t=1 m j=1

Z|p| () ﬁ (G
e S (2) Tor

t=0 m

[pcos0]) < |pl,

S 03(8) BS = 04(8) (3.33)

60



3.3 Orts- und Richtungs-Lokalisierung

folgt. Zudem haben wir fiir gerade s € N wegen p < 2 und (3.27)

'88; [pcose(gk’tane—e)” = |p] |cos 0 ‘2ktan0_€‘ <4

und fiir ungerade s € N gilt

‘;;S [pcos@ (2ktan9—£>]' = |p||cos 0] ’2’“ —i—étane‘ < C |p| 2%,

da |¢| < 2F. Ahnlich zu den vorherigen Uberlegungen ergibt sich erneut mit der Formel von
Faa di Bruno aus (1.7)

’;;S [ga(pcosﬁ (thaHQ K))H

< Hgchs(R)Zs:BSath@ [pcos@ (2ktan9—f)} )
t=1
"88;:;11 [pcos@ <2ktan9—€)} D

s s—t+1 [pcosf (2F tand — ¢)] "
S 967
<lgallcs@ .Y (m) 11 ( ! ’

t=1 m =1
’ s—t+1
Zm 2“2( ) T
j=1
s—t+1
< Oy(s 2’“ZZ< ) IT gH—™
t=0 m 7j=1
< C3(s) 28 By = Cy(s) 2%, (3.34)

Schliefllich folgt erneut mit der Leibniz-Produktregel, der Dreiecksungleichung und den Ab-
schiatzungen (3.33) sowie (3.34)

< Cs(r) B2 2k = Cg(r) 28"
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3 Trigonometrische Shearlets

Lemma 3.11. .
Fiiri € {h,v} und q € Ny sei eine Funktion \118) € W1 aus Definition 3.2 gegeben. Dann gilt
fiir v € N3 mit |r|; < q, einer Drehmatriz Ry mit 6 € [0,27) und & € R?

)"

o [\I’gi}c,e,a(Re 5)} ‘ < C(g, )27k (1 +2* ‘Sinw’(fi,)f —9)
2

Beweis. Der Beweis wird hier fiir den Fall i = § gefiihrt und erfolgt fiir i = v mit vertauschten
Koordinaten und dhnlichen Argumenten, wie am Ende des Beweises erlautert wird.

Mit dem Vektor

X (1 + 2F ‘cos(ﬁkl’)Z —6)

Ry ¢ — (51 cosf — &y sin 9)

&1 sinf + & cosd
ergibt sich mit (3.22)
U)o (Re€) = Ga (277 (€1 cos0 — & 5in0))
X Ja (2k7j(f1 sin® + & cosf) — £277 (€1 cosf — &y sin 9))

Wir verzichten in diesem Beweis auf die linglichen Argumente der Funktionen in der letzten
Gleichung und schreiben deshalb im folgenden Beweis kurz g, und g.

Die partiellen Ableitungen der beiden auftretenden Funktionen sind fir m = (my,mg) € Ny
mit |m|, < ¢ jeweils nach der Kettenregel durch

O™ Ge = 2771 (cos )™ (— sin 6)™2 'gvgm‘l)

beziehungsweise mit der Darstellung ¢ = 2¥ tan (9,(;]2) aus (2.29) durch

0" go = (27 sin0 — 1279 cos) " (2¥9 cos 0+ 0277 sing) " g™
in® 0D\ (e (@R =0\

k
(h) ) @

— 2—j\m\1 Qk (
cos le cos Gu

gegeben. Die gesuchte partielle Ableitung lasst sich mit der Leibniz-Regel (1.11) und den
partiellen Ableitungen der Funktionen g, und g, darstellen als

o U)o Re8)] = D C) . —
0<s<r

e N sin(@— 0"\
—okh 3y (1) (7“2)@039)81 g [0 Pt
51=055=0 \O1/ \52 cos b,
(h) r2782
cos(6,, — 0
X (_SiH9)52 2k (k’ah)) @’gsh) ggr‘1*|5|1)
cos@k,é
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3.3 Orts- und Richtungs-Lokalisierung

)

Die Funktion \Ilgbk ¢ ist nach Voraussetzung g-mal stetig partiell differenzierbar, weshalb
die in Lemma 3.11 auftretenden Ableitungen der Funktionen g, und g, mit ihrer jeweiligen
C4%-Norm nach oben abgeschétzt werden kénnen und

1—S1

; - sin(6 — 6")
or {\I/( ) (RG 5)” < C(q, Oé) 273|r|1 Z (Zi) ‘COSH|31 ok M

610 COS(@S?;)

cos(G(b) 0) v
X Z ( > |sin 6] 2}“]",7’6h
cos(é? )

’

s2=0

folgt. Mit zweimaliger Anwendung des binomischen Lehrsatzes lisst sich dieser Ausdruck
weiter umformen zu

sin(ﬁ,ghg —0) " . cos(ﬁ,ghg —0) "
— |sin @] + 2" | —————— 0
cos(;.y) cos(f;.)

)Tl (1 + 2F ’cos(&,g?g —0) )TZ .

Dabei wurde in der letzten Ungleichung die Abschétzung ‘9,(2 < T und somit

C(q, ) 277 | [cos 6] + 2F

< Calg,0) 277" (142" [sin(0}f) - 0)

S

4
‘cos(@,(:]l?)‘ < 1 ausgenutzt. Im Fall i = v fiihrt eine analoge Vorgehensweise zu

T1

aw& 0)
sin(0y"))

T2

8r{ () JRp& H<an)2 vl | |sin @] + 2

cos (0,(“2 0)

sin (0, (v) 7)

7

x | |cos B 4 2

Die Aussage des Lemmas folgt in diesem Fall mit der Abschétzung - 7 <

: <ol

sin(&linz)’ <1,da

5

3
< 3r, O

Fiir x € [-m,7m)% und die verschobenen Musterpunkte y aus (3.21) betrachten wir die
Darstellung

(x — 27y) = |x — 27y |, (cosf,sinf)T, 0 :=Oxy € [0,27), (3.35)
in Polarkoordinaten und kénnen damit das folgende Theorem iiber die Orts-Lokalisierung

der trigonometrischen Shearlets aus Definition 3.4 zeigen.

Theorem 3.12. ’
Fiiri € {h,0} und q > 2 sei eine Funktion \118) € W24 qus Definition 3.2 gegeben. Dann gilt
fiir 2k < j die Abschétzung

Cl) (12 e, o))"
(2 |27y = x1,)*

‘,(’Z}ka}'a )‘§2j_k/2min L,
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&2

H 1000
‘f 500
o 0 = &
0
_’;',
-500
_E_Lf _I 0 b 3 _ﬁ _2 0 2 20
2 4 4 2 3 3 3 3
a. ‘ y® b. supp qzé‘g&é (hell) und Q) , (dunkel)
il
Abbildung 3.5. Darstellung des trigonometrischen Shearlets g/)ébz) 51| im Ortsbereich im In-
1 & 6
tervall [—%, Z]? und der Mengen supp g (hell) und Qg,]%,Z (dunkel) im Frequenzbereich.

1
6,2,2,%

Beweis. Wenden wir Lemma 1.10 auf die Funktion \IJ% to € ng(R2) an, so erfiillt diese
die Voraussetzungen von Theorem 1.13, weshalb sich die trigonometrischen Shearlets aus
Definition 3.4 mit der Poisson-Summationsformel (1.27) durch

¢(i) (x) = 2k/2-3 Z v (k) ok (x=27¥) _ 9k/2—j Z I(n) (3.36)

Jik, by, gkl
k€Z2 HEZ2

mit

In) = F1 o), ] (x = 2m(F — ) = /R W pa(€) e g

ausdriicken lassen.
Wir betrachten zunéchst den Fall n = 0. Eine Substitution im Integral mit der Rotations-
matrix Ry liefert
i iETRT (x—27y i i€1|x—27y
101 [ 000 S [ 4 )
wobei der Term in der Exponentialfunktion wegen der Darstellung (3.35) und
Ry (x — 271y) = |x — 27¥ |, Ry (cos0,sin )T = |x — 27y, (1,0)"

nur noch von der Variablen £; abhidngt. Die Funktion \I»'% /.o besitzt einen kompakten Tra-

ger, weshalb sich das verbleibende Integral I(0) nach 2q—fa’ciler partieller Integration beziig-
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3.3 Orts- und Richtungs-Lokalisierung

lich der Variablen & mit Lemma 3.11 sowie den Eigenschaften (3.8) und (3.9) betragsméfig
durch

0%

1(0)] < x — 27y[5 ™ /R e dg

[0}, Ry )]

<[x —27myly QqHa@qO [%LM(RQO)}HR? /suggw(”

gkl

y

(27 [x — 27y ;)™

< Ci(q, o) 225F (1 4ok ‘sin(@,(g)g - 9)‘)2‘]

(3.37)

abschétzen lasst.

Fiir die Integrale I(n) mit festem n € Z? \ {0} nehmen wir eine dhnliche Substitution
vor, und zwar mit der Rotationsmatrix Ry, um den Winkel 0y, := 05y n € [0,27), gegeben
in Polarkoordination durch die Darstellung

x —21(y —n) = |x — 27(¥ — n)|, (cos Oy, sinby)".

Mit 2¢-facher partieller Integration beziiglich der ersten Variablen und der erneuten Ver-
wendung von Lemma 3.11 sowie (3.8) und (3.9) ergibt sich auf dhnliche Weise wie in (3.37)

dg

[I(n)| < |x —27(y _2q/ ‘a§2q Jkea(Re E)}
)"

Dariiber hinaus gilt mit der Monotonie der endlichen Vektornormen und der umgekehrten
Dreiecksungleichung

sm(H() On)

2
x — 27 (y — n)[y!

Os(q, ) 224 921k <1 4ok

<

x =2n(y = )|y > [x = 27(y —n)[, > 27 [n[ — [x = 2my[, > 7(2[n] - 1)

sowie
{nez®: |n|_ =j jeN} =8j
weshalb sich die folgende unendliche Reihe durch

(1+2¢[sin(6f), - 6n)

)2q

> )| < Calg)2 @127k N7

nez?\{0} nez2\{0}

< > ) @2l -

[x — 27(y — n)l3’

§=1 Inl=j

| Co(q,a)2200) 92k X g

= 24 Z; (2] — 1)2q (338)
]:
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3 Trigonometrische Shearlets

abschétzen lasst. Fiir ¢ > 2 konvergiert die unendliche Reihe in der letzten Zeile und mit
der Abschétzung

72 > |x — 27|24 > %\x — 27y

lasst sich mit (3.38)

3 | < Q)P0 E 8 Cilg0) 2
n| =

2q i — 1)2¢ — (29 |Ix — 27tv].)2a

(3.39)

zeigen, wobei in der letzten Abschétzung die Voraussetzung 2k < j verwendet wurde. Die
Behauptung des Theorems ergibt sich durch die betragsméfige Abschitzung von (3.36) mit
der Dreiecksungleichung

[ty (0| <227 (1)1 + Y0 1)
nez2\{0}

und der Verwendung der Abschéitzungen (3.37) und (3.39) sowie Lemma 3.9 iber das Ma-
ximum der trigonometrischen Shearlets. O

3.4 Frame-Eigenschaften

Im letzten Abschnitt dieses Kapitels fassen wir die in Abschnitt 3.1 definierten Funktionen
zu trigonometrischen Shearlet-Systemen zusammen und untersuchen diese auf ihre Frame-
Eigenschaften im Hilbertraum Ly(T?). Fiir den Rest dieses Abschnitts sei o« = § und k = L%J
fiir j € Ny fest gewédhlt, weshalb bei allen von « und k abhéngigen Objekten dieses Abschnitts
auf die Angabe dieser Parameter verzichtet wird. So schreiben wir beispielsweise fiir die

Matrizen aus (2.22) und (2.23)
j—1i/2]
N ( 2 O> . (3.40)

O _ (2 (27U _
Nj,e 'NM;'M(() 9i—Li/2) ) > alile— \w2i—Li/2l 9

oL~
i=2
~

weshalb fir die Determinanten
() _ (0) _ 92j—[5/2
det N3 = det N} = 2%~/
gilt. Fiir den Beweis der Frame-Eigenschaft der trigonometrischen Shearlets bendtigen wir
eine zusédtzliche Annahme an die zuldssige Funktion g aus Definition 2.1. Es sei * € supp g
so gewéhlt, dass g(z*) = %, weshalb aus der Monotonie-Eigenschaft (2.1) zulédssiger Funk-

tionen die Ungleichung

1<*<1<1 *<2
357 59 T3

folgt (vgl. Abbildung 3.6). Als zusétzliche Bedingung an die Funktion g fordern wir fiir den
Rest dieses Abschnitts, dass

gz +d)? + gz —d)? > 2g(x)? (3.41)
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3.4 Frame-Eigenschaften

fiir alle « € [z*,1 — 2*] und alle d € R mit z 4+ d € (0, 3) erfiillt ist.

Mit einer Fensterfunktion \Il(;) fir i € {h,v} aus Definition 3.2, bestehend aus dem Ten-
6

sorprodukt der eindimensionalen zuldssigen Funktionen g und g, erhalten wir fir (3.7) die
Darstellungen

VGRS ((N§?2)T £> =g(27a) g (270 — 0279,
UVGES ((Nﬁ’})_T 5) =5(2776) g (277+U/%g — 027

Entsprechend verwenden wir fiir die Translate der trigonometrischen Shearlets aus Defini-
tion 3.4 fir y € P(N(.l)) und i € {h,v} die Notation

0y = (det N ) By w ) (k) ™ 72) — (det Ng.f;)_m 3 T s et o2,

keZ? keZ?

(3.42)

Fiir i € {h, v} bezeichnen wir die horizontalen beziehungsweise vertikalen trigonometrischen
Shearlet-Systeme mit

: aN-1/2
50 = { (aeent) 0l seNuld <2y e P @y

Der Begriff Frame wurde als Verallgemeinerung orthonormaler Basen in Vektorrdumen ein-
gefiithrt und erlaubt die Rekonstruktion von Funktionen mit redundanten Systemen. Aus-
fithrliche Betrachtungen iiber weite Gebiete der Frame-Theorie finden sich beispielsweise
in den Monographien [10, 11]. Wir wollen an dieser Stelle die wichtigsten Begriffe und Ei-
genschaften von Frames fiir unsere Betrachtungen zusammenfassen und beginnen mit der
Definition von Frames in Hilbertrdumen.

Definition 3.13.
Ein Funktionensystem (f;);c; in einem Hilbertraum #H mit Norm |[[o||,, heiit Frame fiir #,
falls Konstanten 0 < A < B < oo existieren, sodass

Alfll5 < N fal < BIFI3, (3.44)
i€l
fiir alle f € H erfiillt ist. Dabei heilen A und B untere beziehungsweise obere Frame-

Konstante. Der Frame heifit A-tight, falls A = B und wir nennen den Frame einen Parseval-
Frame, falls A = B = 1.

Wir betrachten den Analyse-Operator

T:H — 3(I), f—=({fs fdn)icr»

der eine Funktion auf seine Koeffizientenfolge beziiglich des Skalarprodukts in H mit f;,¢ € I,
abbildet sowie den zu T adjungierten Synthese-Operator

T : 2(1) — H, (ci)icr —> Y _cifi

el
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3 Trigonometrische Shearlets

Der Frame-Operator S ist definiert durch

SZ:T*TIH%H, f'—>z<f7fz>’}-[flv

el

und ist ein positiver, selbstadjungierter und invertierbarer Operator in H. Ein Element
f € H kann durch die Formel

F=Y A fn ST =D (f.S7 i), fi (3.45)

i€l el

rekonstruiert werden. Dabei bezeichnet S~! den inversen Frame-Operator und das System
(Sfl fl)z 7 bildet selbst wieder einer Frame in # und heifit kanonischer Dual-Frame. Der
Unterschied von Frames zu orthonormalen Basen in Hilbertrdumen besteht darin, dass die
Darstellung (3.45) nicht zwangslaufig eindeutig sein muss und auch andere Koeffizienten-
folgen die Zerlegung einer Funktion ermoglichen konnen. Ist der Frame (f;),.; sogar ein
Parseval-Frame, so gilt S~! = I; mit dem Identitéitsoperator I3, im Hilbertraum # und wir
erhalten die von orthonormalen Basen bekannte Entwicklung

F=> U f 1

i€l

Wie bereits in der Einleitung dieses Kapitels bemerkt, bilden die klassischen diskreten
Shearlet-Systeme auf dem Kegel einen Parseval-Frame des Lo(R?) ([28, 38]). Es wird sich
zeigen, dass analoge Ausdriicke zu denen in [38, Theorem 5] von zentraler Bedeutung fiir den
Beweis der Frame-Eigenschaften trigonometrischer Shearlet-Systeme im Lo (T?) sind. Dabei
stellt sich heraus, dass es im Fall der trigonometrischen Shearlet-Systeme nicht moglich
ist, die Gleichheit zu zeigen, sondern lediglich Abschitzungen nach oben und unten gelten
und somit die Parseval-Frame Eigenschaft nicht erhalten bleibt. Der Grund darin liegt ei-
nerseits an den speziell geforderten Eigenschaften zuldssiger Funktionen in Definition 2.1
und den daraus resultieren Eigenschaften der Funktion g in (3.1) und andererseits an der
Tensorprodukt-Struktur der zweidimensionalen Fensterfunktionen ¥, Dennoch wollen wir
auf diese Forderung an die zuléssigen Funktionen nicht verzichten, um den Zusammenhang
zu den multiplen richtungsbezogenen Waveletzerlegungen aus Abschnitt 2.3 zu erhalten.

Fir die zentralen Hilfsresultate dieses Abschnitts betrachten wir erneut die horizontalen und
vertikalen Kegel

& }
&| =

aus (2.32). Wir greifen einige Ideen aus [11, Abschnitt 11.2] und [12] auf. In letztgenannter
Quelle wurden eindimensionale periodische Funktionensysteme auf ihre Frame-Eigenschaften
untersucht. In den folgenden zwei Lemmata leiten wir Abschitzungen fiir Ausdriicke her,
die in dhnlicher Form in [12, Theorem 2.1] fiir den eindimensionalen Fall betrachtet wur-
den. Diese zwei Hilfsresultate werden im Anschluss fiir den Beweis von Theorem 3.16 von
zentraler Bedeutung sein.

c® . {g € (R\ {0} xR) :

&
&

<1}, c® {ge(RxR\{O})
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3.4 Frame-Eigenschaften

Lemma 3.14. .
Fiiri e {h,v} sei die Funktion \IJ% aus (3.42) gegeben. Dann gilt

5
w S fateo] <2
kec(nz? J€No |¢|<2li/2]

Beweis. Der Beweis wird nur fiir i = b gefiithrt. Fiir ein festes k = (k1, k)T € ¢ n 72
nehmen wir ohne Beeintréichtigung der Allgemeinheit an, dass k; > 0 gilt. Wir wihlen

j* € Ny, sodass 277k, € [2, g] und somit 20" Dk, e [ } gilt. In diesem Beweis spielen

die Eigenschaften (2.1), (2.2) sowie (3.1)-(3.5) zuléssiger Funktionen eine zentrale Rolle. Aus
der Eigenschaft (3.2) folgt

g277k1) =0  firalle jé¢ {57 +1} (3.46)
und mit (3.1) ldsst sich

G277 k) + 327 k) = g(270 k) — g(277 k) + g(270 T Hky) — g(270 D)
—1 (3.47)

schlieBen. Die zweite Gleicheit in (3.47) ergibt sich einerseits aus 277" k; € [g, 3], weshalb

g(277" k1) = 0 folgt und andererseits aus Lemma 2.2, da 2-0"+2)k; ¢ [%, g] Zur besseren
Ubersicht wird in diesem Beweis die Notation

s(j,0) =277+l gy — 42Tk,

verwendet. Da nach Voraussetzung des Lemmas k = (k;, ko) € CWNZ2 gilt, folgt |ks| < k1,
weshalb wir stets ein £* € Z mit |[¢*| < 2U7/2) finden, sodass

-k - -5 2 2
s(*, 0) =277 2 gy 27T € <—3, 3) = suppg. (3.48)

Wir greifen Definition 3.2 der zweidimensionalen Fensterfunktionen auf, um mit (3.7) und
(3.40)

—T . e . .
w0000 = w0 () i) =32 k) (27 Py - 0279k) = 52 k) (50 0)

zu erhalten. Dies fiihrt zusammen mit (3.46) zu

YD DI LHUIE Z @k S g(s(3.0). (3.49)

J€ENo |¢|<2Li/2] Jj=Jj |¢|<2li/2]

Zur weiteren Untersuchung der Summen in (3.49) unterscheiden wir im Folgenden zwei Falle:

1. Essei 2777 ky € [1,3):
Wir betrachten zunéichst die innere Summe in (3.49) fiir j = j*, fiir die g(277 k1) € (0, 3]
gilt. Es ergeben sich drei Unterfélle.
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3 Trigonometrische Shearlets

i)

ii)

iii)

70

Falls s(j*,¢%) € [—%, %] in (3.48) gilt, so existiert wegen der Annahme 277 k; > 1 kein
weiteres £ # 0* € Z mit |¢] < 2U7/2) sodass s(j*,¢) € (—2,2). Mit Lemma 2.2 kann
deshalb

Yo 9(sG"0) = g(s(i*,09)) = 1

lg|<2L5* /2]

gefolgert werden.

Falls s(j*,¢*) € (—2,-1%), ist s(j*,¢* —1) > 3. Da 277 k; > 1, gilt s(j*,¢* — 1) >
s(j*,¢*) + 1 und wegen der fallenden Monotonie der Fensterfunktion g auf (%, oo) folgt
mit der Eigenschaft der Zerlegung der Eins aus (2.2)

Do 9(s(70) = gls(*, ) + g(s(™, 0 = 1)) < g(s(5*, £9)) + g(s(5* ) +1) = L.

lg|<2li* /2]

Falls s(j*, ¢*) € (f 7) folgt mit den Argumenten aus Fall ii) fiir £*+1 und der steigenden
Monotonie der zuléssigen Funktion g auf ( 00, —%) analog

D 9 0) = g(s(* )+ g(s(57 € + 1)) < g(s(5* ) + 9(s(5*, £F) = 1) = 1.

le|<2Li* /2]

Als néchstes untersuchen wir die innere Summe in (3.49) fur j = j* + 1. Nach der
Bedingung des 1. Falls gilt 2-0 "Dk, [2, 3) also g(2~ Dk k1) 6 ( ] Wir wéhlen
erneut £* € Z mit |¢*] < 2l0"1/2 sodass s(5* + 1, 0%) € (- % %) d unterscheiden
zwei weitere Unterfélle.

l\D\»—Ab

Fir s(j*+1,0%) € [_67 5] gilt s(7*+1,0+1) € (—g, —%) sowie s(j*+1,0*—1) € (%, %)
und wegen der Monotonie-Eigenschaften der zuldssigen Funktionen aus (2.1) ldsst sich
demnach &hnlich wie zuvor in ii) und iii)

g(s(J + 1,05 =) +g(s(7*+ 1,05 +1)) < g(s(f*+ 1,0 = 1)) +g(s(f*+ 1, =1)—-1) =1

folgern. Deshalb gilt mit Lemma 2.2

Y 9(s(T+1,0) = g(s(* + 1,0 = 1)) +g(s(" +1,07)) +9(s(* + 1,0 +1)) < 2.
le|<2L@*+1)/2]

(3.50)

Fir s(j*+1,0%) € (—%, —%) U (%, %) existiert hochstens ein ¢ # ¢*, sodass s(j* + 1,¢) €
(=2, 2) und zwar entweder, falls £ = ¢* + 1 oder £ = ¢* — 1. Die Summe (3.50) besteht
in diesem Fall aus hochstens zwei Summanden und da 0 < g(z) <1 fiir alle = € R folgt

> gl +10)<2

g <2lG*+1)/2]
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Zusammengefasst erhalten wir mit den vorherigen Betrachtungen und (3.47) eingesetzt
in (3.49) fiir den Fall 277"k € [1, ) die Abschétzung

> [ \— 52k S g(sG.0)

J€ENy |¢|<2Li/2] lg)<2li/2]
< ﬁ(w k1) +2g(270 k)
=142 Uk <2, (3.51)
da g(2=U™Vk) e (,1].

2. Essei 2777k € (3,1):
Wie bereits im ersten Fall wird zundchst die innere Summe in (3 49) fur j = 7% unter-
sucht Fiir s(j*,0%) € (—%,2) gilt entweder s(j*,¢* + 1) ¢ (=2, 2) oder s(j*,¢* — 1) ¢
( 3 3) Deshalb ist

> gls(G*0) = g(s(G*, 0" = 1) + g(s(5" €)) + g(s(5* " +1)) <2, (3.52)
le|<2Li* /2]

da mindestens einer der Summanden verschwindet und wegen Lemma 2.2 0 < g(z) <1
fiir alle z € R gilt.

Fiir j = j* + 1 ist nach Voraussetzung des 2. Falls 2=U"tDk; (3, 2) sodass die innere
Summe in (3.49) aus maximal vier Summanden besteht. Es sei |[¢*| < 2L0"+1)/2] sodass

S G+ 1,0) = gls(F + 1,65 — 1) + g(s(j* + 1,6%))
le|<2LG*+1)/2]

+9(s(7+1L,0°4+1)) +g(s(j"+1,04+2)). (3.53)
Nach Voraussetzung gilt 2~ Dk, e (%, %), weshalb
s+ 1,0—1) —s(j*+ 1,0 +2)=3.270H g > 1
und erneut mit der Eigenschaft der Zerlegung der Eins aus (2.2)
g(s(* + 1,05 — 1) + g(s(" + 1,6 +2)) < 1

folgt. Eingesetzt in (3.53) lasst sich schlieBlich

o g(s(T+1,0) <3 (3.54)

g|<2lG™+1)/2]

folgern. Zusammengefasst erhalten wir erneut mit (3.47) und (3.52) sowie (3.54) einge-

setzt in (3.49) im Fall 277" k; € (2,1) die obere Schranke

— % e (ax " 5
S [ <2507 k) + 35270 k) =24 5270 k) < 2, (3.55)
J€ENo |¢|<2Li/2]

da g(2-U" V) € (0,2]. Aus (3.55) und (3.51) folgt schlieflich die Behauptung des
Lemmas. O
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Lemma 3.15.
Falls eine zuldssige Funktion g die Eigenschaft (3.41) erfillt, gilt firi e {h,v}

mo (S e[~ Y%

. . T
v 0wl (k + (N(“}) z)
kecHnz2 \ / : / V2 Js J

J€No |¢]<2li/2] z2€Z2\{0} jENo |¢|<21i/2]

Beweis. Der Beweis wird erneut nur fiir i = b gefiihrt. Fiir ein festes k = (kq, k2)T € cWNZ2
nehmen wir genau wie im Beweis von Lemma 3.14 ohne Beeintrachtigung der Allgemeinheit
an, dass k; > 0 gilt. Wir zeigen zunéchst, dass

>y el

J€ENo |¢|<2l3/2]

> (3.56)

2 1
=
Dazu wihlen wir j* € Ny, sodass 277 k; € [%, %] und somit 27UtV € [%, %], weshalb
Eigenschaft (3.47) ' .

927 k) +9(27 0 k) =1

erneut gilt. Damit ldsst sich

. _ " L, L, 2
G277 k) + (270 k) = g k) + (1- 527 k)
=252 k)2 — 29277 k1) + 1
zeigen, weshalb wegen 0 < g(x) <1 fiir alle € R die Abschéitzung

1 o
5 S9@7R)? +g(27 U k) <1 (3.57)

folgt. Wir verwenden in diesem Beweis erneut die Notation
s(j, ) =279/ 2 gy — g2y
und erhalten &hnlich wie in (3.49) die Darstellung

>y el

J€No |¢|<2li/2] J

3

7 +1
‘2: 927k Y g(s(3,0) (3.58)

J* le|<2li/2]

+

Mit Lemma 2.2 haben wir g(z) =1 fir z € [— ,%], kann wegen 2~ Dk, e [%, %] auf

Wl

Y g +1,0) =1 (3.59)

le|<2LG*+1)/2]

geschlossen werden. Im Folgenden sei x* € (%, 1) so gewihlt, dass g(z*) = % Dann gilt
wegen (3.2) und (2.1)

T =9(5) - =15 A=) ge) = (500
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NI

=

|
1
% z* % 1—2z* % 2x* 1 2(1 —z*) % xT

Abbildung 3.6. Darstellung der Funktion g(x) fir = € [%, %] mit den verschiedenen Berei-
chen der Fallunterscheidungen im Beweis von Lemma 3.15.

und mit (2.2)

g =g(F55 ) -a-a) = 1= 0gl@) = s (Bon

Es gilt (vgl. Abbildung 3.6)

1 1 2
g<:C*<§<1—x*<§<2x*<1<2(1—x*)<

ol i

und wir unterscheiden drei verschiedene Falle.

1. Es sei 2797k € [2(1 — 2%), %]:
Dann ist 2= Dk, € [(1—2*), 2] (helle Bereiche in Abbildung 3.6 und Abbildung 3.7).
Da die Funktion g(z)? in diesem Intervall monoton wachsend ist, folgt mit (3.61) die
Abschitzung 1 < §(270 k)2 < 1, woraus sich mit (3.59) eingesetzt in (3.58)

2 o . 1
> D “I’éf’g)(k)) >g(27 0 e > g(s() +1,0)> 3,
7€No [¢|<2li/2] o] <2lG*+1)/2)

also (3.56) schlieflen ldsst.
2. Essei 2777k € [%,21’*]:

Wir zeigen

> g5 0)? =1 (3.62)

le|<2Li* /2]
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74

und kénnen anschliefend erneut mit (3.58) auf (3.56) schliefen.
Es sei ¢* € Z mit |¢*] < 2L"/2) sodass s(j*, ¢*) = 279"+ /2y — ¢+ 277"y € (0, 2). Wir
wahlen d € R, sodass

. * —d, falls s(j*,¢*) € (0,z%),
8(]76): * (* *) ( *2)
¥ +d, fallss(j,ﬁ)e(a:,g).

Dann gilt aufgrund der wachsenden Monotonie der Funktion g(x)? im Intervall (—%, 0)
und mit der Voraussetzung in (3.41) der Reihe nach

g(s(*, ) + g(s(5™ 0 + 1)) = g(s(7*, £)* + g(s(j*, €) =277 ky)?
> g(s(5", €))% + g(s(5", €) — 227)?
= g(s(5",07)* + 922" — s(j*, €%))°
= g(a* +d)* + g(a" — d)?
> 1.

Falls es ¢* € Z mit [¢*] < 2U"/2 gibt, sodass s(j*,¢*) = 279+ 2y — ¢+ 270"k €
(—%, O), so lasst sich mit den identischen Ideen wie zuvor

g(s(G* €))? + g(s(G*, € —1))* > 1

zeigen, was insgesamt auf

Yo (s 0)? = g(s(F 6 = 1) + g(s(55 €))% + g(s(5", 0 +1))° 2 1

le|<2li* /2]

filhrt. Die Voraussetzung dieses Falls ist 277k € [%,23:*] (dunkle Bereiche in Ab-
bildung 3.6 und Abbildung 3.7), weshalb mit (3.60) und der fallenden Monotonie der
Funktion g(z)? fiir z € [%,22*] die Abschétzung & < §(277" k1) < 1 folgt. Mit (3.57)
erhalten wir

> X [0 zae R Y esGm07 >

J€Ny |¢|<2Li/2] le|<2Li* /2]

Es sei 2797k € [22%,2(1 — 2%)]:
Dann ist 270" tVE; € [2*,1 — 2*] (mittelhelle Bereiche in Abbildung 3.6) und deshalb
folgt

29270 g2 < 1.

Wir zeigen zunéchst

ST g(s(37.0) > 29270 D)2, (3.63)
| <25 /2]
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e

D=

Abbildung 3.7. Darstellung der Funktion g(x) fir = € [—%, %] mit den verschiedenen Be-
reichen der Fallunterscheidungen im Beweis von Lemma 3.15.

Falls ein £* € Z mit |[¢*| < 2U"/2) und s(j*,¢*) € (=3, 3) existiert, so gilt (3.63), denn
g(s(* )2 + g(s(", £ + 1)) 2 1> 2927V k).

Im Folgenden sei deshalb ¢* € Z mit |[¢*| < 215"/2) sodass s(j*,¢*) € [3,2). Es sei in
diesem Fall ‘ 5
s(*,0°) =270k 4 d.

Dann ist
—s(j*, 0+ 1) = 27U kg — (5%, 0%) + 270y — 270D
= 2_(j*+1)k‘1 — S(]*,g*) + 2_(j*+1)k‘1
=2 U —d (3.64)
und folglich wegen (3.41)
g(s(7 )% + g(s(5", " + 1)) = g(s(5", ) + g(=s(5", " + 1))
= g2 ks +d)? + 927k — d)?
>2g(27V k), (3.65)
womit (3.63) erfullt ist.

Als Néchstes zeigen wir

ST s+ 1,0)? 2 290270 k)2 41 (3.66)
o] <2lG*+1)/2]
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3 Trigonometrische Shearlets

und unterscheiden dabei, ob j* gerade oder ungerade ist. Da sich beide Félle stark &hneln,
wird hier nur der Fall ungerader j* ausgefiihrt.
Es sei j* ungerade. Dann gilt

" J 1 . J 1 J 1 v, -1 o |7
- 1 = _ 1 - _ - _ - _ J_
(J+)+{2J G+ + 5 A IS
und es ergeben sich zwei Unterfélle fiir ¢ € Z.
i) Es sei £ € Z mit |¢*| < 2U"/2] ungerade:
Dann ist
x i1 _('*+1) o g —1
s(F+1,0—1)=2""2 kg — (L —1)27YV Tk =5 Iy
und
sGF 1041 =2 ko — ((—14+2)27 0 g =5 (j*,2+1) =5 (;;)

Falls s(j* + 1,0%) € (—3,0), gilt s(j*, £ e (0, 2). Mit derselben Idee wie in (3.65)
erhalten wir mit s(j*, £52) = 27Uk + d und erneut mit Eigenschaft (3.41) die
Abschétzung (3.66), denn

> a(s(* +1,0)°
le| <2l +1)/2]

— g(s(* + 1,0 = 1)) + g(s(j* + 1,9)? + g(s(j* + 1, + 1))

L F=1\\? L 1) . i
=g<s (.7 3 >> +g<s (.7 5 )) +9(s(* +1,0))?
= g2V Ik +d)? + (27U Ik = d)’ + g(s(7 + 1,47))°
> 2270 )2 1.

Im Fall s(j* 4+ 1,¢*) € (0, é) lasst sich die Ungleichung aufgrund der Symmetrie der
zuldssigen Funktion g analog zeigen.

ii) Falls £* € Z mit |[¢] < 2U"/2) gerade ist, so ldsst sich mit s(j* 4 1,£*) € (—3,3) und
dhnlich wie zuvor mit 5
s(F*+ 1,05 —1) =270k 4+ d
sowie

it

—s(J 1,0 41) = =272 ky 4+ 02270 Vg 4 270D
=2 UL — (41,0 — 1) 4270 g,
= 2_(j*+1)k1 — 67
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3.4 Frame-Eigenschaften

die Ungleichung
Y9l +1,0)? = g(s(* + 1,6 = 1)+ g(s(j* + 1,09))% + g(s(j* + 1,07 + 1))?
o] <2lG*+1)/2)
= (270 ks 4+ d)* + g(27 U ks — d)? + g(s(5 + 1,0)?
>2g(270 k)2 41
zeigen.

Im Folgenden sei 2 = 2=U Dk € [2*,1 — 2*] C [}, 2]. Mit (3.63) und (3.66) folgt

D ’qu.?g(k)r226(2w)29(x)2+9( )? (29(x)* +1)

JENo |g|<2li/2]

[9(22)* + g(2)*] g(x)* + g(x)?
[9$2+(1* 9(2))?] g(x)* + (1 — g(x))*
g(z)* —4g(x)® +3g(x)* — 2g(x) + 1.

Fassen wir die letzte Zeile als Funktion & : [0,1] — R mit h(z) := 42 — 423+ 322 —22+1

auf, so gilt h(z) > h (1) = 3, womit auch in diesem Fall (3.56) bewiesen ist.

2
2
4

Im zweiten Teil des Beweises wird die Abschatzung

2. 2 2

z€Z2\{0} jENo |¢|<21i/2]

v (k) qug(k+(N<">) z)| <

Js

1
i (3.67)

(h)

gezeigt. Aufgrund des kompakten Trégers der Fensterfunktionen W', sind die Summen
n (3.67) endlich und kénnen vertauscht werden. Dazu schreiben wir zunéchst

v (k + <N§.?2>T z) = o ((N§?})_T (k + (N§?})T z))

und erhalten somit fiir (3.67) die Darstellung

2. 2 2

z€22\{0} j€No |¢|<20i/2]

= Y 3 Y 5@k G R+ 21) g(s07, 0) 9(s(5.0) + 22)]

z2€Z2\{0} jENo |¢|<21i/2]

1
=307k Y Gk Y Y a(s(0) gl ) + 2).

21€2\{0} 22€7)\{0} |¢]<205/2]

Js

T
o)1) vk + (N 2)

(3.68)
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3 Trigonometrische Shearlets
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Nach der Wahl von j* € Ny gilt 277k € [%, %} und da

~ 4 1 14
supp g = _ga_g ) g)g )

ist 277 k; + 2, € suppg genau dann erfiillt, wenn z; = —2. Auf dhnliche Weise gilt
2=tk + 2, € suppg, falls z; = —1. Dariiber hinaus gilt mit (3.1) die Beziehung

G277k —2)=g(2 0Dk —1) — g2 ks — 2)
=1— g(2_(j*+1)k1)
— 1 (1 g U k)
= (27U D) (3.69)

und auf analoge Weise

- -k 1 -5k
G0+ g 1) = g <2—(a w2y 2> U 1)
=1—g27 Uk —1)
= g(27U D)

=527 k). (3.70)

Aus (3.69) und (3.70) folgt wegen (3.47)

Jr+1 ‘
Z g 2 jkl Z N(Qijkl + 21)
Jj=J* z1€Z\{0}

G2 k) g2k —2) + 327U kG2 — 1)
G277 k) g2 U k)

G2 k) (1- 927 k)

I
@)

(I
N = N l\D

IN

(3.71)

fiir den linken Teil von (3.68). Fiir s(j, ¢) € suppg = (—%, 2) kénnen drei Fille auftreten:

Falls s(j,¢) € (—g, 1), so ist g(s(j, £) + 22) = 0 fiir alle 2o € Z \ {0}. Andererseits gilt
fiir s(j,¢) € (—%,—3), dass g(s(j,€) + 22) > 0 genau dann erfiillt ist, wenn 2o = 1 und
fiir s(j,¢) € (3, 3), dass g(s(j, £) + 22) > 0, falls 2, = —1. Es sei 2 € Z mit

X 1, falls s(j,0) € (—3,-3),
Zz =
—1, sonst.

Wegen der Zerlegung der Eins aus (2.2) gilt fur s(j,¢) € suppg

> 9(s(G,0) +2) = g(s(G, ) + g(s(j, ) + 2) = 1

2€EZ



3.4 Frame-Eigenschaften

und deshalb

g(S(],f)) Z g(S(j,f) + Zz) = g(S(j,f))g(S(j,f) + 2) = g(S(],f)) - g(s(j,f))Q <

z2€Z\{0}

=

Da % < 270"k < 277"k, besteht die Summe iiber |¢| < 2L/2] fir j = j*,5* + 1 aus
maximal zwei Summanden, weshalb

oY (s 0) g(s(G ) + 2) <

22€Z\{0} |¢|<2L3/2]

(3.72)

N =

Mit (3.71) und (3.72) eingesetzt in (3.68) folgt demnach (3.67).

Das Minimum iiber k € " N Z? wird beispielsweise fiir k = (k1, k2)T = (8,2)T ange-
nommen. In diesem Fall ist j* = 3, da 2_j*k1 =1 und somit G277 k1) = g2~ U V) =
g(270 k) = 1 sowie s(j*,0) = s(3,0) = & — £ und s(j* + 1,¢) = s(4,¢) = 1 — 1¢.
Damit vereinfacht sich (3.59) zu

> [

JEN |g<2li/2]

4
=Y 9277 k) > 9(s(,0)°

J=3 le|<2li/2]

1 1\? 1\%) 1 1\? 1\?
:4<9(2) “0(-3) )*4(9@ “ol0)+a () )
11103
“1271°2
1
=2

Analog erhilt man fiir (3.60)
S Y Y e (8.2 + (ND) " 2)

z€Z2\{0} j€No |¢|<2Li/2]

G277 k) Z G279k + 21) Z Z 9(s(4,£) + 22)

|
.M%

Jj=3 z1€Z\{0} z2€Z\{0} |¢|<2L3/2]
SRORSIERORE)
1111
"1 2712
1
"1

79



3 Trigonometrische Shearlets

und insgesamt

. . T
> Y e -2 Yy s aneie)T+ (N) 2
J€No |¢|<2li/2] z2€Z2\{0} jEN |¢|<2li/2]
:%, O

Wir betrachten im Folgenden Teilriume des Lo(T?), die Funktionen genau dann enthal-
ten, wenn die Trager der Folge ihrer Fourier-Koeffizienten im horizontalen beziehungsweise
vertikalen Kegel liegen. Dazu definieren wir die Funktionenrdume

La(C9) = {f € La(T2) + supp ((ex())yezz) © €9 72}

und wollen die vorherigen beiden Lemmata nutzen, um die Frame-Eigenschaft der Systeme
S aus (3.43) in den Teilrdumen Ly(CY) zu beweisen. Wir orientieren uns dabei erneut an
den Ideen aus dem Beweis von [12, Theorem 2.1].

Theorem 3.16. R
Fir i € {h,0} bildet das Funktionensystem SO qus (3.43) einen Frame des Ly(CY) mit
Frame-Konstanten A = 7 und B =

Beweis. Wir haben zu zeigen, dass fiir jedes f € Ly (C(i)) die Abschétzungen

Ny Y X el < S

J€No |¢]<2L3/2] yep(Ngi})

erfiillt sind. Fiir den Rest des Beweises fixieren wir i € {h, v} und verzichten aus Griinden
der Ubersicht auf die Angabe des Parameters in den Formeln. Mit der fir k € C N Z2
eindeutigen Darstellung k = h + Nrjr’gz mit h € Q(NjTl) und z € Z? aus (1.14) sowie der
Parseval-Gleichung (1.17) folgt

’<f7 7/’j,£,y>2’2 = (detN; o)~ Z ck(f)me%rikTy

kec(Hnz2

— ~ i T
= (det Nj ) ! Z Z Ch-i—N;.f’e L f)¥e(h+ N}jé z) e?mib’y
heG(NT,) z€2?

Der Term in der Exponentialfunktion entsteht, da (N;,y) € Z? fiir y € P(N,,), weshalb

2z Njey — 1 gilt. Der Term im Betrag kann als inverse diskrete Fourier- Transformatlon

aus Definition 1.6 mit den diskreten Fourier-Koeflfizienten

in =) chint, o () Ve +NJyz),  heG(NT), (3.73)
zE€72
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3.4 Frame-Eigenschaften

aufgefasst werden. Wir verwenden die Parseval-Gleichung (1.19) fiir die diskrete Fourier-
Transformation und erhalten

Z Z Z ‘fl/’ﬂy ‘ Z Z detNM -1 Z Z dheQWihTy

J€No |¢|<2li/2] yeP(Nj ) J€ENo |¢|<2Li/2] YEP(N; ) heg(NJTe)

=> > D> al (3.74)

7€No |¢|<205/2] heg(NT,)

Die diskreten Fourier-Koeflizienten aj aus (3.73) sind NjT[periodisch, da sie fiir alle h €
g (N}jg) und s € Z? die Gleichung a,, NT
pakten Trégers der Fensterfunktionen ¥;, sind die auftretenden Summen in (3.74) zudem
stets endlich und kénnen vertauscht werden. Deshalb gilt

Z lin|? = Z Z ChNT, s M(h+Nijs)

,s = Gn erfiillen [4, Lemma 1.17]. Wegen des kom-

heg(NT,) s€Z? heG(NT )
X Z “h4NT, (s+z)(f) ‘I’j e(h+ Ng ¢ (s+12))
z€72 '
= > k) > e, o (f) CltNT, 2 )Tk +NT,z). (3.75)
kec(Hnz2 z€7?

Anschlieflend setzen wir (3.75) in (3.74) ein und vertauschen die Summe iiber j mit der
Summe tber z, um zu der Darstellung

S Y e[ =X X Y R PR (376
j.6)

j€No |¢|<20i/2) yeP(N; 4 7€No |¢|<203/2) kec(nzZ2

mit

SO Y Y alfaont, () Uik Ul + N 2)

z€72\{0} j€No |¢|<2Li/2] kec()nzZ2

zu gelangen. Die Anwendung der Cauchy-Schwarz-Ungleichung auf die Summe iiber k € Z?2
liefert zunéchst

F<Y > > 2 |y, () Wil Wyl + N, 2)]

J€No |¢|<2Li/2) z€Z2\{0} keC() NZ2

<Y Y T a0 v+ N )|

J€No |¢|<2Li/2] z€Z2\{0} \keC()NZ2

1/2

1/2
2
S e, o] 900 W+ N 2)|

kec(Hnz2
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3 Trigonometrische Shearlets

und die erneute Anwendung der Cauchy-Schwarz-Ungleichung auf die Summe iiber z €
72\ {0} ergibt

1/2

RI<Y Y | X X P90 Bk + N, 2)|
J€ENo |¢|<2Li/2) \zeZ?\{0} kec()NZ2
1/2

| Y e O] 195000 0,0+ N, )|
VR4

z€Z2\{0} keCc(Hnz2

=3 3 > Y )P | Wek) ek + N, 2) . (3.77)

J€ENo |¢|<21i/2] zeZ2\{0} keC(DINzZ2

Setzen wir die Abschétzung (3.77) in (3.76) ein, so folgt mit (3.8)

DD )\ P < Y lalDPY X

J€No [¢|<2li/2) yeP(N keCc(Nz2 JEN |g|<2Li/2)

x Z |0 0(k + N7, 2)|

zE72
= > laDFX D
kec(hHnz2 J€No |£|§2U/2J

Mit Lemma 3.14 und der Parseval-Gleichung (1.17) erhalten wir schliefilich

DD DENED SN (PP N e S 0 e P CX

JENo |¢|<2L3/2] yeP(Nj 0) kec(Hnz2

Do | Ot

Fir den Beweis der Grofie der unteren Frame-Konstanten definieren wir zunachst

=Y 3 WWPE- S S Y k) Uk + NT, )]

J€ENo |¢|<2L3/2] 2€Z2\{0} jENo |¢|<2Li/2]

und wegen Lemma 3.15 gilt A := i{l}f Ak) = i. Um den Beweis zu beenden, betrachten
keC(nz2
wir (3.76) und erhalten mit (3.77) schliefllich

)INED DD DN AT N U S SN S 0 910 Y
j,0)

J€No |¢|<2Li/2] yeP(Nj , J€ENo |¢|<2L3/2) keCc(HNZ2

> > ) Ak) (3.79)
kec(Hnz2
1 2
> 212
]
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3.4 Frame-Eigenschaften

Um einen Frame des gesamten Hilbertraums La(T?) zu konstruieren, folgen wir der Idee aus
dem Fall der klassischen diskreten Shearlets in [28] und definieren die Projektionen P, mit
der Eigenschaft

ek (Pew [f]) = ex(f) xew (k).

Mit der konstanten Funktion ¢g(x) = 1 und den Shearlet-Systemen SO aus (3.43) definieren
wir das Funktionen-System

S == 00 U Po) [SD] U Pogwy [S™)]

und koénnen zum Abschluss dieses Kapitels das folgende Theorem zeigen.

Theorem 3.17.
Das Funktionen-System S bildet einen Frame des Lo(T?) mit Frame-Konstanten A = % und

B=3.

Beweis. Wir haben zu zeigen, dass fiir jedes f € Lo(T?) die Ungleichungen

B+ X X 3 X [(rrabl,D),| <5108

iefb o} jeNo 1 <219/2) yep(N()

erfiillt sind. Fiir die Fourier-Koeffizienten der konstanten Funktion g gilt

1, fallsk =0,
k(o) = 0, sonst

2
weshalb ’( fs g00>2‘ = |eo(f)|? folgt. Fiir i € {h, v} lassen sich mit identischen Argumenten,
die zu (3.78) und (3.79) in Theorem 3.16 gefiithrt haben, die Ungleichungen

Z Z Z ‘<fvPc J(?z,y]>2‘2§g Z ek (F)I?

JeNo Je|<2b/2) yep(N() keC(Hnz2

und

> > ‘<fpc<1> j(fz,y]>2‘22% S e

JeNo f|<2b 72 yep(N{) kecHnz2

zeigen. Die Behauptung des Theorems ergibt aus den vorherigen beiden Abschétzungen, da

22:0u(dmuc@)mzi
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Detektion von Singularitaten

Zu Beginn des letzten Kapitels dieser Arbeit geben wir zunichst einen Uberblick iiber be-
kannte Resultate und die entsprechende Literatur beziiglich der Detektion von Singularita-
ten mit klassischen Shearlets. Im Vergleich zu mehrdimensionalen Wavelets sind klassische
Shearlets dazu in der Lage, Singularitdten entlang von Kantenkurven zu detektieren. Die
ersten Resultate in diese Richtung wurden in [39] und aufbauend dazu in [25] durch die
exakte Charakterisierung der Wellenfront einer Funktion mit der kontinuierlichen Shearlet-
Transformation gezeigt.

Wir wollen zunéchst die Resultate aus [30, 34] iiber die Charakterisierung von gerichte-
ten Singularitdten stiickweise konstanter Funktionen aufgreifen. Es sei eine Menge T €
STAR?(7) gegeben. Falls einerseits p ¢ 0T oder falls die zu s = sy gehorige Richtung nicht
mit der Richtung der Normalen von 0T im Punkt p € R? iibereinstimmt, dann klingen
die Shearlet-Koeffizienten hinreichend schnell ab. Falls andererseits p € 9T ein reguléarer
Punkt ist und die zu s = sg gehorige Richtung mit der Richtung der Normalen von 0T
im Punkt p € R? iibereinstimmt, dann sind die Shearlet-Koeffizienten durch eine positive
Konstante nach unten beschréinkt. In [34, Theorem 1.2] wurden Abschétzungen fiir den Fall
gezeigt, dass p ein Eckpunkt auf dem Rand OT ist. Analoge Resultate wurden zudem in
[41] fur Shearlets mit kompaktem Tréger im Ortsbereich bewiesen. In [29] verallgemeinerten
die Autoren die Betrachtungen auf stiickweise glatte Funktionen, deren Ableitungen bis zu
einer gewissen Ordnung auf dem Rand der Menge T' verschwinden.

Wie in der Einleitung von [31] bemerkt, kénnen &hnliche Resultate fiir den diskreten Fall
nicht einfach aus den Abschitzungen fiir kontinuierliche Shearlets geschlossen werden. Ba-
sierend auf dem Ergebnis fiir Curvelets in [7], wurde in [33] gezeigt, dass diskrete Kegel-
Shearlets die essentiell-optimale spérliche Approximation von Cartoon-dhnlichen Funktio-
nen ermoéglichen. Aus diesem Resultat lédsst sich fiir die diskreten Shearlet-Koeffizienten die
obere Schranke C'2737/2 mit einer Konstanten C' > 0, die unabhéngig vom Skalierungspara-
meter j ist, folgern. In [31] wurde zudem fiir charakteristische Funktionen yp die Existenz
einer unteren Schranke nachgewiesen, falls das klassische diskrete Shearlet hinreichend dicht
an der Randkurve der Menge T' lokalisiert und gleichzeitig entlang der Normalenrichtung
des Randes der Menge orientiert ist. Die oberen und unteren Schranken implizieren, dass
klassische diskrete Kegel-Shearlets dazu genutzt werden kénnen, Sprung-Unstetigkeiten ent-
lang des Randes von charakteristischen Funktionen zu detektieren. In [57] haben wir dieses
Resultat bereits auf den Fall trigonometrischer Shearlets iibertragen und dhnliche Abschét-
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4 Detektion von Singularititen

zungen bewiesen. Dariiber hinaus wurden die Resultate in [57] mit numerischen Beispielen

visualisiert

Der abschlieflende Teil dieser Arbeit widmet sich der Frage, inwiefern die trigonometrischen
Shearlets aus dem vorherigen Kapitel dazu in der Lage sind, Unstetigkeiten in Richtungsab-
leitungen hoherer Ordnung von Cartoon-dhnlichen Funktionen zu erkennen. Damit kénnen
die Resultate aus [31, 57] analog zu denen aus [29] fiir klassische kontinuierliche Kegel-
Shearlets erweitert werden. Das Ziel ist es, die ortliche Lokalisierung, Richtung und Ord-
nung der Sprungstellen in den Richtungsableitungen anhand der Grofle gewisser Shearlet-
Koeffizienten erkennen zu koénnen.

In Abschnitt 4.1 formulieren wir die wichtigsten Resultate dieses Kapitels, welche in den
anschlieBenden Abschnitten bewiesen werden sollen. In Theorem 4.1 und Theorem 4.2 wer-
den unsere Abschétzungen aus [57] verallgemeinert und bilden somit diskrete Analoga zu
den Resultaten aus [29, Theorem 3.1]. Die beiden Theoreme implizieren, dass die Shearlet-
Koeffizienten genau dann verschwindend klein werden, wenn das jeweilige verschobene Shear-
let nicht hinreichend dicht an der Kantenkurve lokalisiert ist oder nicht entlang der Kanten-
kurve orientiert ist. Die Zerlegung von Funktionen auf dyadischen Quadraten wurde bereits
in [7, 33] im Zusammenhang von essentiell-optimaler spérlicher Approximation Cartoon-
dhnlicher Funktionen verwendet. In Abschnitt 4.2 werden viele dieser Ideen aufgegriffen
und in verschiedenen Lemmata zusammengetragen und verallgemeinert. Diese Hilfsresultate
werden fiir den Beweis von Theorem 4.1 in Abschnitt 4.3 bend6tigt. Abschnitt 4.4 beinhal-
tet verschiedene Lokalisierungslemmata iiber die Grofle gewisser Integrale in Abhéngigkeit
von der Lokalisierung und Orientierung der trigonometrischen Shearlets. Im finalen Ab-
schnitt 4.5 wird schliellich die untere Schranke aus Theorem 4.2 bewiesen.

4.1 Hauptresultate

Fiir den Rest des Kapitels sei j € N gerade und wir fixieren die Parameter k& = 5 und o = %.

Dabei verzichten wir wie im vorherigen Kapitel bei allen von k£ und « abhéangigen Objekten
im Folgenden auf die Angabe dieser Parameter. So schreiben wir fiir die Matrizen aus (2.22)

und (2.23)

) _ ) _ (20 422 ) ) (2720
Nie =Ny _<0 21/2 ) Nie =Nis o= gz i)

und fiir die Funktionen aus (3.7) gilt
. . 4 o\ —T
\D% = \I/(;)%_’& —gW ((N%) o> . ie{h,v},

wobei \If(;) eine Fensterfunktion aus Definition 3.2 ist. Fir die auftretenden Winkel im Fre-

6
quenzbereich definieren wir

QJ(',he) := arctan(£277/?), 9](?2 = arccot(¢277/2). (4.1)
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™ ™
O__ 0 |
-7 ! -7
!

Abbildung 4.1. Links: Eine Menge T' € STAR?(7) C (—n,7)? mit Rand OT. Rechts: Zerle-
gung von [—m,7)? in dyadische Quadrate Q € Q; fir j = 10, wobei die Quadrate Q € Q?
weifl und die Quadrate @Q € le entlang des Randes 0T dunkel eingefarbt sind.

Zur Vereinfachung der Notation verzichten wir in diesem Kapitel auf die zusétzliche Ver-
schiebung in den Musterpunkten y aus (3.21) in Definition 3.4. Deshalb schreiben wir fiir
die Translate der trigonometrischen Shearlets fiir gerades j € N, ¢ € Z mit |[(| < 27/

y € P(NV)) und i € {b, v}

_35 i ikT(o—27
— S al g =
kezZ?

[N

)' ~
j7%7£7§7
mit
N y+ (@277 L0)T, falls y € P (N}
y = .

y+ (0,277 )T falls y € P Ng.

Es sei bemerkt, dass alle Resultate dieses Kapitels, insbesondere die Haupttheoreme, auch
fiir Verschiebungen auf den Punkten y formuliert und analog bewiesen werden kénnen.

Die Analyse von Funktionen auf dyadischen Quadraten ist das zentrale Hilfsmittel fir den
Beweis von Theorem 4.1. Fiir j € Ny bezeichne Q; die Menge aller dyadischen Quadrate
Q C [~7,m)? von der Form

Q= [zwk:l 973/2 _ g am(ky +1)279/% — 7r) X [27#4:2 973/2 _ g am(ky +1)279/% — 77) (4.3)

mit k1, ke = 0,...,29/2—1. Fiir Funktionen ¢ € Ce (RQ) mit supp ¢ C (—,7)? und Q € Q,;
definieren wir

do(x) = ¢ (2]'/2(3:1 ) — 2kt — 1), 29/ (2g + 1) — 7 (2ks — 1)) (4.4)
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4 Detektion von Singularititen

und fordern, dass die Funktion ¢ fiir alle x € [—, 7)?

D dgx) =1 (4.5)

QeQ;

eine glatte Zerlegung der Eins

ermoglicht.

Es sei eine Menge T € STAR?(7) gegeben. Die Menge le- C Q; enthalte alle dyadischen
Quadrate, in denen der Rand 0T den Trager von ¢¢ schneidet. Fiir die nicht geschnittenen
Quadrate definieren wir die Menge Q? = Q;\ le-. Mit der glatten Zerlegung (4.5) durch
die Funktionen ¢ aus (4.4) lisst sich jede Funktion f : [—m,m)? — R als

f=2 fa=Y fo+ Y fa (4.6)
QEQ; QeQ! QeQ}

mit fg = f¢g schreiben. Ein Beispiel fiir die Zerlegung einer Funktion auf dyadischen
Quadraten ist in Abbildung 4.1 dargestellt.

Der Rand 9T sei beschrieben durch eine Kurve = : [0, 27) — 0T mit der Parametrisierung

coS T
) = xa+ o) (507
aus (1.13). Fir alle x € 97T sei der Normaleneinheitsvektor von 07" im Punkt x gegeben
durch n(x) = (cos(9x),sin(¥x))" mit 95 € [0,27).

Fiir die zwei Haupresultate dieses Kapitels benotigen wir Cartoon-dhnliche Funktionen aus
Definition 1.3, gegeben durch

f=fo+ fixr € E(r)

mit u > 4 und ihre 27-Periodisierung §?™ aus Definition 1.11. Ausgehend von einer Fenster-
funktion U € W24 mit 2¢ > w und i € {h, v} aus Definition 3.2 sei ein trigonometrisches

Shearlet zpﬁy aus (4.2) gegeben. Damit kénnen wir die Hauptresultate dieses Kapitels fiir

die Funktionen f** und wj(.i; v formulieren.

Theorem 4.1.
Es seien ein hinreichend grofes und gerades j € N und € € Z mit [(| < 29/? sowie y €

P(Nﬂ) gegeben. Fiir jedes QQ € Q]l sei xg = x0(Q) € IT N Q beliebig gewdhlt. Ferner sei
n :=n(Q) € Ng mit n < u, sodass
ol 1](x) =0 und 0§y [f1](x) #0, falls 0 <m <mn,
fi(x) #0, falls n =0,

fiir alle x € T N Q und alle ¥ € (9§i%_2,9](.i%+2> erfillt ist. Dann gibt es eine Konstante
C1 > 0, sodass
(1 +2i/2 >_5/2

. . q
QeQ! 2]"(1 + 2 2my — Xo|§)

sin(0) — Ox,)

‘<fzﬂ7 ¢§‘%y>2‘ < ¢y 0%/
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4.2 Zerlegung von Funktionen auf dyadischen Quadraten

wobei C, = C1(f, ¥, T nicht von j,¢ und y abhingt.

Fiir ¢ > 0, eine Menge T € STAR?(7) und y € P(Nﬂ) benotigen wir im Folgenden die
Umgebung
Uey) := U r(y) := 0T N B-(2my). (4.7)

Theorem 4.2.

Es seien 0 < g9 < 1, ein hinreichend grofies und gerades j € N und £ € 7Z mit |{| < 21/2
sowie'y € P(Nﬂ) gegeben. Zudem seien die folgenden Voraussetzungen erfiillt:

i) Fire = ¢ 279/2 existiere xg € Ue(y) mit ¥, € (052_2, 93(»%_2).

it) Firn € Ng mit 4(n+1) < u gelte
ol f1l(x) =0 und 0§y [f1](x) #0, falls 0 <m <n,
fi(x) #0, falls n=0,

fir alle x € Us(y) und alle ¥ € (952_2, 9524_2).

Dann gibt es eine Konstante Co > 0, sodass

‘<f27r’ j(%y> 2‘ > (279 3/44n)

wobei Cy = Co(f, ¥V, T, &) nicht von j, ¢ und y abhingt.

Bemerkung 4.3.

Die beiden Hauptresultate aus [57, Abschnitt 3] finden sich als Spezialfille in den obigen
beiden Theoremen wieder. In Theorem 4.1 ist dies der Fall fiir n = 0 und in Theorem 4.2,
falls f = x7 aus Definition 1.3 als charakteristische Funktion mit fo = 0 und f; = 1 gewéhlt
wird. Die oberen und unteren Schranken in den Theoremen wurden zudem in [57, Abschnitt
4] mit numerischen Beispielen visualisiert.

4.2 Zerlegung von Funktionen auf dyadischen Quadraten

Die Hilfsresultate in diesem Abschnitt bilden die Grundlage fiir den Beweis von Theorem 4.1.
Die Abhédngigkeit der auftretenden Konstanten im vorherigen Abschnitt beschreiben wir
durch die zu den jeweiligen Funktionen gehorigen Parameter, sodass beispielsweise fir die
Konstante C(f, ¥®) im Folgenden C(u,q) geschrieben wird. Fiir den Rest des Kapitels sei
die Funktion ¢ € C§° (RQ) mit supp ¢ C (—m,m)? fest gewihlt, sodass die Abhingigkeit
aller auftretenden Konstanten von ¢ nicht weiter erwdhnt wird. Fur die Resultate dieses
Abschnitts bendtigen wir zudem die Funktionen

i(x) = ¢ <2j/2x> . (4.8)

Die Beweisideen fur das nachstehende Lemma finden sich in [7, 33].
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4 Detektion von Singularititen

Lemma 4.4.
Es sei eine Fensterfunktion W) € WY fiir ein beliebiges ¢ € No und i € {h,0} gegeben.
Dann gilt fiir Funktionen der Form f; = f¢; mit f € C* (RQ) fiir u € Ng und r € N3 die
Abschdtzung

/ T [F £ (©)]7de < Cu, x) 279 Cut1Hr),
supp\Ilg.:z

Beweis. Nach der Definition in (4.8) ist ¢; € C§° (R?) und mit der Voraussetzung f €
c (RQ) folgt f; € Cf (]R2). Wegen des kompakten Trigers ist zudem (ix)/h fi € L1(R?),
weshalb sich mit Lemma 1.9 i) Ff; € CFh(R?) ergibt. Mit der multivariaten Leibniz-Regel
(1.11) folgt

u

u u S uU—s .

#0232 ()00 = 3o
s=0 s=0

wobei 7, = (Z) 8(5’0)@ 9(w=0) f Die Funktion 7, ist s-mal stetig differenzierbar beziiglich

der Variablen &;. Fiir 0 <t < s haben wir

oils+t)/2 9P (2972)

8§1+t

R2,00

“8(s+t,0)¢j‘

R2 00

was sich verwenden lasst, um
Ha(s"”ns < Cy(u) 27°
R2,00

<Z> Z <‘;> 8(S+t’0)¢j 8(u7t,0)f

t=0

R2, 00 |

zu zeigen. Aus der Definition der Funktion ¢; in (4.8) folgt fiir ihren Tréager [supp ¢;| < C277
und mit der Eigenschaft (1.22) der Fourier-Transformation und der Formel von Plancherel
in (1.23) erhalten wir

/ |(2m) (&) Fno(€)|"dé = / a(s’o)ﬁs(x)‘2dx§Cz(u)2j(25—1).
R2 R2

Wegen Lemma 3.7 gilt fiir die Variable & € supp \I/% die Abschétzung % < & < P
welche zu

i\ S\ 2
27
C(5)) Lo
3 supplllg.t)e

fihrt und

Fns(€)["dg < / o |(2m)(1€1)° Frs(€)]7dE < Cy(u) 275~

1
supp \I!j!z

/ Fns@ffdg < Cy(w)277 firalle 0<s<u (4.9)
supp\I!(.')
YA

impliziert. Mit der Linearitdt der Fourier-Transformation und der erneuten Verwendung der
Eigenschaft (1.22) erhalten wir

(&) Ffy = F [00;] = 3 Fn.
s=0
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4.2 Zerlegung von Funktionen auf dyadischen Quadraten

Zusammen mit (4.9) ergibt sich

[ @l <amz e [ i) Fre) e
supplI/jyé

(i
supp \Ilj’é
2

> Fna8)| dé

s=0
<Gy [ |Fne)
s—=0 supp\Ique
< Cs(u) 2772ut), (4.10)

= Cy(u) 27200 /

supp \Ilgti

wobei die zweite Abschéitzung durch die Anwendung der Cauchy-Schwarz-Ungleichung ent-
steht.

Im Folgenden nutzen wir eine Idee aus dem Beweis von [7, Korollar 6.6] und betrachten die
Funktion

X*f3(x) = 2790 /2 p(x) 20 /2 57 - (x) = 279I0/2 f(x) gy (Qj/z x) : (4.11)

wobei ¢p(x) 1= x* ¢(x). Wir sehen, dass ¢y (2//%0) € Cg° (R?) mit |supp ¢r (2j/20)} <
277 erfiillt ist. Deshalb geniigt die Fourier-Transformation der Funktion f(x) ¢y (2j/ 2x) der
Ungleichung (4.10) mit einer Konstanten Cg(u,r). Wir verwenden erneut Eigenschaft (1.22)
der Fourier-Transformation, um

O Ffi(€) = Flio) f;(0)] (€) = 272 F [ f(0) g (211%) | (6)  (412)

zu folgern und schlussendlich

/Suppw;ié}ar}"fj(&wdﬁ _ ol /Supqugi; ‘}" [f(o) e (21/%)} (5)’2015
| < Cg(u,r) 2_j(2”~;+1+|1”|1)

zu erhalten. ]

Mit dem vorherigen Lemma lésst sich die folgende Abschitzung zeigen.

Lemma 4.5.
Es sei eine Fensterfunktion W® € W9 mit ¢ € N und i € {h,v} gegeben. Dann gilt fiir
Funktionen der Form f; = f¢; mit f € C" (RQ) fiir u € Ng und v € N3 mit |r|, < q die
Abschdtzung

‘ < C(U, C]) 2—j(2u+1+|r\1).

M 5 >
5,02

or [FL e[

supp ¥
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4 Detektion von Singularititen

Beweis. Fiir die partielle Ableitung des Produkts in der Norm nutzen wir die multivariate
Leibniz-Regel (1.11) und erhalten

2 r
| Eh>
supp\I/;.t)Z,2 S R2

0<s<r
Lemma 3.11 impliziert, dass fiir alle & € R? die Ungleichung

de.

:

o |7l v

o IFL© 0 [W)] (o)

i

o= [19) @ < org 2790

unabhéngig vom Orientierungsparameter ¢ gilt. Zusammen mit Lemma 4.4 ergibt sich

2 r
WS Z sup
supp \I/jye,Q 0<s<r S £€R2

<> <:>cg<u,q> 9-i(lrly=lsh) g=i(2ut1+4lsl,)

0<s<r
— Cy(u, q) 27w,

o (J'" [£3] ‘I’%)

o[l [ e

womit das Lemma bewiesen ist. O

Wir greifen die Uberlegungen aus [7, Abschnitt 6.1] auf und nehmen im Folgenden an,
dass der Rand 97T fiir j > jo auf dem Trager der Funktion ¢g mit Q € le- entweder als
Graph (z1,t(z1))" oder als Graph (t(x3),72)T parametrisiert werden kann. Dies fithrt zur
Definition von sogenannten Standard-Kantenstiicken.

Definition 4.6.
Fiir 75 € [~279/2,279/2] sei (t(x2), 22)T eine Parametrisierung von 0T mit ¢(0) = #'(0) = 0.
Fir fe C (Rz) nennen wir

Kj =T oiXix:a1>(22)}

Standard-Kantenstiick.

Im Folgenden bezeichnen wir mit K, ¢ ein beliebiges Kantenstiick, dessen Tangente im
Punkt xg € 9T in die Richtung ®(¥) = (cos¥,sin®)T mit ¥ := ¥y, € [0,27) zeigt. Dann
ist K; = Kjo0,0 ein Standard-Kantenstiick. In [7, Korollar 6.7] wurde begriindet, dass ein
beliebiges Kantenstiick K; «, ¢ nicht durch Rotation und Translation aus einem Standard-
Kantenstiick erhalten werden kann. Dennoch gibt es den Zusammenhang der Fourier-Trans-
formation

FKjxo0(€) = e X0€ FIC;(RY €), (4.13)

wobei Ry eine Rotationsmatrix um den Winkel ¥ € [0,27) ist. Wir konnen das folgende
Lemma herleiten, welches [57, Lemma 6] verallgemeinert und dessen Beweisidee auf [33,
Proposition 2.1] beruht.
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4.2 Zerlegung von Funktionen auf dyadischen Quadraten

Lemma 4.7. '
Fiiri e {h,0} und g € Ny sei T € W1 gegeben. Auferdem sei Kjo.9 mitd e (‘9](% 2,9%4_2)
ein beliebiges Kantenstiick und f; = f ¢; eine Funktion, fir die 8 (,) fi = Kjo9 mitn € Ny

gelte. Dann haben wir fiir v € N3 die Abschitzung

. . . -5
/ 0" [F L) (€)]Pag < Clnyx) 27 @242 (142072 |sin(olf) - 0)|)

supp\Il< )

Beweis. Wir nutzen die Idee aus (4.11) im Beweis von Lemma 4.4 und betrachten

X f5() = 279002 £(3) g (29/2x) = 2702 ()

mit fjr = f¢r (2//?0). Fiir die Funktion f;, gilt ebenfalls 9 - <‘))f]r = K,o0,s und mit
(4.12) und (1.24) folgt
| 1 En©rae =2 [ Esae e
supp‘l/< ) supp\I/( )
. —-n 2
o [ |(eTehe) " Fl@) ae )
supp\I/(l)

Wir benétigen im Folgenden das Ergebnis aus [7, Theorem 6.1]. Dort wird die Abschéatzung

/ 7K (00— 9)| dp <027 (14297 jsin (6 - 0)]) (4.15)

lpl€1;

der Fourier-Transformation eines Kantenstiicks angegeben, wobei I; = [Qj -1 2j+1]. In Po-
larkoordinaten & = p ©(#) mit p = ||, gilt fir das auftretende Skalarprodukt in (4.14)

‘(—)T(e(‘ 5‘ ‘p cos <0() 9)‘ > Cylp| >0, (4.16)
falls 6 € 6’() 9() . Wegen Lemma 3.7 ist su \If() - W() und aus Lemma 3.8 folgt
j0—20 75 042 g pp ¥, 5 Y g

(6400 = 01 5) < cy27ir2. (4.17)
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4 Detektion von Singularititen

Wir betrachten das Integral aus (4.14) in Polarkoordinaten und verwenden (4.15), (4.16)
und (4.17), um

93(22+2 2i+1 )
/ 07 [F 1] (6)|2dg = 279 / / '(p cos (ej(‘; - 9)) FK; (p o - 19)) pdpdd
supp ) 0, 2
e 5
< Cy(n,r) 273 (1+2n+e) / (1 +29/2sin(0 — 79)\) do
65
. . . _5

< Cs(n,r) 93 (3/2+2n+|r[y) <1 1 9J/2 ‘sin(@% — 29)‘)

zu erhalten. ]

Mit dem vorherigen Lemma ist es moglich, eine zu Lemma 4.5 analoge Abschédtzung anzu-
geben.

Lemma 4.8.

Firi e {h,0} und g € Ny sei T € W gegeben. Auferdem sei Kjo.9 mitd € (0;2_2, «9](.%_2)

ein beliebiges Kantenstiick und f; = f ¢; eine Funktion, fir die 8g(e(i))fj = Kjo0,9 mitn € Ng
7,

gelte. Dann haben wir fiir v € N3 die Abschitzung

|

Beweis. Wir wiederholen die Beweisschritte aus Lemma 4.5 und nutzen Lemma 4.7 anstatt
Lemma 4.4 im letzten Schritt. O

o [Flr vl | < C(n,q) 277021 (149372 sin(0l), —0)])

supp \Ifg.i’)z,2

Das abschlieende Lemma fasst die Resultate dieses Abschnitts zusammen und beinhaltet
Abschitzungen dhnlich zu denen in Lemma 4.5 beziehungsweise Lemma 4.8, dieses Mal
jedoch beziiglich des Differentialoperators L? aus (1.10).

Lemma 4.9.

Fiiri € {h,0} und q € Ny sei VO € W1 gegeben. Wir betrachten Funktionen der Form

fio = foo; mit fo € C§ ([—71,77)2) fiir u € Ng beziehungsweise fiir beliebige Kantenstiicke

Kjo9 mit v € (93(.2_2, 9](.%_2) sei fj1:= f1¢; eine Funktion, fir die ag(g(i%)fj’l = Kjo0,9 mit
7>

n € Ny gelte. Dann ezistieren Konstanten Cy(u,q),C2(n,q) > 0, sodass
Cl (U, Q) 2—j(2u+l)’ falls h = fj,07

HLq [f[h] xp% ’

Cy(n,q)277/2+2n)
(1+2972]sin (68) - 0) ‘)5

supp \Ilg.t)e,Z -

falls h= fj,l'
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4.3 Beweis von Theorem 4.1

Beweis. Der Differentialoperator LY lasst sich mittels (1.10) schreiben als
L s
14 = 2js 2r.
2 (8) > (r)a
s=0 Ir|;=s

Setzen wir dies in das gesuchte Integral ein, erhalten wir mit der Dreiecksungleichung und
der Cauchy-Schwarz-Ungleichung angewandt auf die Summe iiber s

|2 [# ]xygﬂ ez = z:(g) 25> <j> o [Finwl)] |
5= |r];=s supp ¥\') 2

INA
[~]=
Ry
VS
~__
o
<.

»
TINg
7 N\
L= TV
N~
)]
[N}

=
>
=
<
=

supp \IIEOZ ,2
2

(j) 0% [Fin] )]

(1)
supp lIlj‘é,2

A
=
+
p—t
N—
[]-
N
»
~_
no
)
&
w

Mit denselben Argumenten folgt fiir die verbleibende Summe in der Norm

q 2
2]5 S
s <002 () 60 ()
s=0

e |r|,=s

7

HLq [}'[h} \IJ(i)}

<l st

s

supp \Il(l) ,2

und die Aussage des Lemmas folgt durch das Einsetzen der entsprechenden Abschatzungen
der Normen aus Lemma 4.5 und Lemma 4.8. O

Lemma 4.9 spielt eine zentrale Rolle im Beweis von Theorem 4.1. Dabei werden die glat-
ten Funktionen f; = f¢; aus diesem Abschnitt mit Funktionen fo = f ¢ mit Q € Q?
identifiziert, die auf den dyadischen Quadraten definiert sind, welche 07 nicht schneiden.
Auf dhnliche Weise identifizieren wir Funktionen fo = f¢g mit @ € le auf dyadischen
Quadraten, welche die Kantenkurve schneiden, mit den entsprechenden rotierten und ver-
schobenen Kantenstiicken K; «, ¢ beziehungsweise Funktionen, deren Richtungsableitungen
Kantenstiicke darstellen.

4.3 Beweis von Theorem 4.1

Es seien eine Menge T € STAR?(7) und f = f x7 € £¥F1(7) gegeben. Fiir j € Ny bezeichne
Q; wie in Abschnitt 4.2 die Menge aller dyadischen Quadrate Q C [—m,7)? von der Form
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4 Detektion von Singularititen

(4.3). Mit den Funktionen ¢g € C§° (RZ) fir Q € Q; aus (4.4), welche die Zerlegungseigen-
schaft (4.5) erfiillen, lésst sich mit der Notation g := f¢¢ analog zu (4.6) die Zerlegung

f=> to=> to+ Y. fo (4.18)

QeQ; QeQY QeQ}

angeben. Dabei gelte wie in Abschnitt 4.2, dass Q € Q1 C Qj, falls 0TNQ # 0. Die nicht von
der Kurve geschnittenen Quadrate seien mit QO Q; \ Ql bezeichnet. Wie in [7, Abschnitt
5.1] bemerkt, existieren Konstanten Cy,Cy > 0 sodass

Qjl <12, Q)| < Cp 272 (4.19)

GeméB Definition 1.11 bezeichnet f2“ die 27r-Periodisierung der Funktion fg. Da fg € L1 (R?),
sind die Fourier-Koeffizienten von f wegen Lemma 1.12 von der Form

a(iy) = Fliglk),  keZ
Da fg einen kompakten Triiger besitzt, gilt (ix)*fo(x) € L1(R?) und deshalb folgt mit
Lemma 1.9 ii), dass F[fg] € C*(R?) fiir ¢ E N Nach der Voraussetzung von Theorem 4.1

ist \If(% € W27 mit 2q > 4, weshalb F[fg] ¥ e € ng(Rz) gilt. Wegen Lemma 1.10 gentigt
dleses Produkt der Voraussetzung von Theowm 1.13, weshalb mit der Parseval-Gleichung
und der Poisson-Summationsformel aus (1.27)

<f w] Z,y> —9-3j/4 Z JT"[fQ}(k) qlﬁt%(k) e27rikTy — 9-3j/4 Z SQ(II) (4.20)
kez? nez?
mit
So(n) :=F~ [ [fQ] } <27r y+ n /]—" fol(€ (€)e 27igT (y+n) d¢ (4.21)

folgt. Da Flfq] \I'(IZ € CQq(RQ) kann partielle Integration in beiden Variablen fiir r € N3
mit [r|; <gq verwendet werden, um

So(n) = (2riy +n) [ 0% [Flig) w0)] (€ v ag

zu erhalten. Mit der Beziehung

q

J 2 q _ q YE S 2r

(1 2 2m(y + n)yQ) - ZO (S>2 HZ <r> <27r(y + n))
5= r|,=s
und der Darstellung des Differentialoperators L? in (1.10) folgt
q

j 2\ q s S 2

(142 2nty + ) o) = [ 3 (1)2* X () (orty +m) ") sotm)

5=0 |r|;=s

=i [ 1 [Fig)v)] @ e ag.
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4.3 Beweis von Theorem 4.1

Wegen Lemma 4.9 ist L7 []-' [fo \I'g.i)e} € Lo(R?) und mit der Folgerung (1.4) aus der Holder-
Ungleichung fiir p = 1 und s = 2 sowie der Beschrinktheit des Tragers der Funktion \IISZ
aus (3.9) gilt

|2 7 w3

<2 )

0 (4.23)

supp ‘I’(l) 1 supp \Il

Deshalb folgt mit (4.22) und (4.23) die Abschétzung

()| < 299/ (1499 2n(y + m)[2) || £ [Flig) w()]

7

supp \Ilm

Mit der Monotonie der endlichen Vektornormen und der umgekehrten Dreiecksungleichung
erhalten wir

27(y + )|y, > [27(y +n)|, > 7 (20|, = 2|yl) = 7(2[n], - 1)

fiir n € Z?\ {0}, wobei in der zweiten Ungleichung |y|,, < 3 firy € P(Nﬁ) verwendet
wurde. Wegen der Beziehung Hn €7Z%: |n| =k ke N}} = 8k folgt

3 <1+2j\27r(y+n)\§)_qSC(q)Q_qu > @2ln[, -

nez?\{0} k=1 |n|_—k
o0
. 8k
—J4q9
D27 Ty
k=1
< C(q)279

und deshalb

r IS (s < Gl 19 [ ) (2

nez2\{0}

supp \Ilgtz ,2 '

Wir unterscheiden im Folgenden, ob der Rand 97" den Tréger von ¢¢ scheidet oder nicht
und nutzen die Resultate aus dem vorherigen Abschnitt.

i) Wir betrachten zunédchst Quadrate @ € Q?:
Falls Q NT = 0 (weile Quadrate in Abbildung 4.1 rechts), ist fo = 0 und deshalb

(7 v, | = 0

Falls Q C T, withlen wir x; € [—, 7%, sodass
2ty —x1], > ¢ >0 (4.25)

und betrachten die Funktion ?Q(x) = fo(x + x1). Wegen Lemma 1.9 gilt F[fp](§) =
el Flfol(§) und fir das Integral aus (4.21) folgt fiir n =0

Sq(0) = F1 [Fligle)] (2ny) = / Fial(e) 10)(6) €7y g,
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4 Detektion von Singularititen

Da F ﬁQ} \II% € C¢(R?), konnen die Schritte vor Gleichung (4.23) wiederholt werden, um
mit g-facher partieller Integration

S(0) = (1+2 ry —xi[3) /R 1 [Flig wl)] (€)' B ag

zu erhalten. Mit der zu (4.23) analogen Abschétzung fiir fo und (4.25) gilt

1(0)] < 2793/ | 17 [Ffiq) wl)] (4.26)

supp \Ilgl)e,2
und mit (4.24), (4.26) und Lemma 4.9 eingesetzt in (4.20) folgt

’<f22”’ j(l%y>2’ < 2_3j/4<\5cz(0)\ + > \SQ(n)D < Cy(u, q)279atut3/2) - (4.07)
nezZ?\{0}

ii) Wir betrachten @ € Q]l:
Dann haben wir die Darstellung

5¢(0) = / Flig) wi)(&) !¢ 2my=x0) dg,
R2

wobei 8%(9(0)]“@ = ICj,O7'l9x0 und Kj,O,ﬁxO ein beliebiges Kantenstiick ist. Mit den gleichen
¥4

Argumenten wie im vorherigen Fall kann

[Sq(0)] < 29/4(1+ 27 ory — xof3) || £ [Flfa) 9] (4.28)

supp @;.2,2
gefolgert werden. Wiederum mit (4.24), (4.28) und Lemma 4.9 kénnen wir

(.0l ).| <279 (1S0) + Y- [Sa(m)])

nez2\{0}

>75/2

. 2 q
(1 + 27 |21y — X0|2>

(1 +927/2 ‘sin(@% — Uxq)

< Ca(n,q) (1 + Q—J'Q) 9—3(3/4+n)

. : —5/2
' (1 +27/2 ‘sin(ej(.% — Ux,) ) /
< Cs(n, q) 2%/ : ; (4.29)
23'”(1 + 27 |21y — XO|§)

schlieen. Mit der Zerlegung in (4.18) und den beiden zuvor erhaltenen Abschéatzungen
(4.27) und (4.29) bekommen wir

‘<f2w,¢](-27y>2’ s Z ’<%ﬂ’wﬂ(‘27y>2‘+ Z ’<%ﬂ’wﬂ(2»y>2‘
QeQy QeQ}

(1 +921/2 )sin(ej(.z — Uxo)

)—5/2
< Calu,n,q) 279/ Y~ S , Ko (4.30)
QeQ} 2jn(1 + 2/ ’27TY_X0’2>
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4.4 Lokalisierungslemmata

Zum Abschluss des Beweises betrachten wir allgemeine Cartoon-dhnliche Funktionen
fo € £471(7) von der Form fo = fo + f x1 = fo + f mit f = f x7 und fo, f € CyTH(R?).
Fiir die Funktion fj gilt mit (4.18) die Darstellung

fo= > foo

QeQ?

mit fo.q = fo ¢q, da le- = (. Aus diesem Grund folgt mit (4.27) und (4.19)

)<f02”, §2y>2‘ <y \<f§,’b,w§f2y>2\ < Cs(u, q) 2 (a+u+1/2), (4.31)
QeQ!

Deshalb gilt mit (4.30) und (4.31)

‘< %W’wﬂ(zvy>2’ = ’< gw’wﬂ(';%’y>2‘ + ‘<f2w’wﬁvy>2’
(1 4 21/2 ‘sin(H(?Z — Ux,)

J

)—5/2
—3j/4
§C6(U,n,Q)2 i/ Z ) ) o\ 4 )
QeQ! 23”(1+2] !27W—x0|2>

J

da n < u und die Aussage des Theorems ist bewiesen. =

4.4 |okalisierungslemmata

;1| (2my) eine zentrale
Rolle, weshalb wir diese im folgenden Abschnitt ndher untersuchen wollen. Wir betrachten
zundchst Funktionen der Form P, = p, xr mit T € STAR?(r), wie sie in Abschnitt 1.5
auftreten, wobei p := p, : R> = R ein bivariates Polynom vom Grad u € N ist. Die Fourier-
Transformation der Funktion P, ist nach der Folgerung aus dem Integralsatz von Gauf} in

Lemma 1.18 in Polarkoordinaten gegeben durch

Im Beweis von Theorem 4.2 spielen Terme der Form F~! []-" [Pu}\ll(i)}

FRp00) = 3 o [ 5l e OO i) o). (432)
m=0 T

Wir betrachten die Kurve v : [0,27) — 0T. Fiir M € Nseiag < a1 < ... < aps eine Partition
des Intervalls [0, 27), sodass die Kurve ~ fiir z € [ag,ags1) mit £ =0,..., M — 1 entweder
von der Form ~(z) = (z,t,(z))" oder von der Form ~(z) = (tx(x),x)" ist. Abhiingig von
der Wahl des Parameters i € {h,v} werden wir unterscheiden, ob eine Kurve horizontal
oder vertikal verliuft. Falls i = b, so ist (t5(z), )" mit [t} ()| < 1 eine vertikale Kurve und
(z,tx(z))T mit |t} (z)|] < 1 eine horizontale Kurve. Ist andererseits i = v, so ist (t(x),z)"
mit [t} (z)| < 1 eine vertikale Kurve und (z,t,(z))T mit |t} (z)| < 1 eine horizontale Kurve.
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4 Detektion von Singularititen

Unter Verwendung der Parametrisierung der Kurve « kénnen wir das Kurvenintegral 1. Art
n (4.32) darstellen als

FP, Z m+1 / 0 0[] x) e 1P @ (O)x @T (9) n(x) do(x)

mOp

=y ;ﬁl 35”(9) [Pl(v(2)) e~ 7€ O @T () n(y(x)) |7/ ()], dw

u M—1 kF1

T / Py (v(@)) e O D @T(6) B(x) du (4.33)

mit B(z) := n(y(z)) |vy'(x)|, und der Kurzschreibweise pj'(x) := 0@(9)[ p](x). Damit ergibt
sich mit (4.33) und der Substitution im auftretenden Integral in Polarkoordinaten

FFR)OY] 2ny)

)

0

0
u oo 21
B Cm/ / T (0©(8)) pi (x)p~"e?®" DY@ (9) n(x)do df dp
m=0 9 0 ar
u M—1 )
= Cm IIS)(jvé’yvm)a (434)
m=0 k=0
wobei
00 2T k41
G tym) = [ [ [ 0000 (r(a))pm e ey
0 0 ag
x ©7(0) B(x) dz df dp. (4.35)

Nach der Voraussetzung von Theorem 4.2 gilt fir die Menge aus (4.7), dass ein hinrei-
chend kleines ¢ > 0 existiert, sodass U.(y) = 0T N B:(2wy) # (. Es sei k* = k*(y) mit
0 < k* < M —1 so gewéahlt, dass die Menge U.(y) fiir = € [ag+, ag++1) durch die Kurve ~(z)
dargestellt wird. Das nachstehende Lemma, welches wir im Folgenden Lokalisierungslem-
ma nennen, spielt eine zentrale Rolle im Beweis von Theorem 4.1. Es besagt im Wesentli-

chen, dass alle Integrale I IS) (J,4,y,m) in (4.35) beliebig klein werden, falls der Musterpunkt

y € P(N;%) nicht in einer hinreichend kleinen Umgebung von 07T liegt, also k # k* gilt.
Eine dhnliche Aussage wurde bereits fiir klassische kontinuierliche Kegel-Shearlets in [30]
gezeigt. Der folgende Beweis orientiert sich deshalb an den Ideen aus [30, Lemma 4.1]. Fiir
den Fall diskreter klassischer Kegel-Shearlets wurde in [31, Lemma 1] ebenfalls ein Lokali-
sierungslemma angegeben, jedoch auf den Beweis verzichtet.
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Afe* 41

Q=

_ |
™ T

- 0 -

Abbildung 4.2. Links: Schematische Darstellung einer Menge 7' € STAR?(7) mit einem
ausgewéahlten Abschnitt des Randes 9T, welcher in der rechten Abbildung vergrofiert ge-
zeigt wird. Rechts: Darstellung der Umgebung B.(y) um den Punkt y € P(Nﬁ) und der
Schnittmenge U, (y) mit dem Rand 0T, welche das Intervall [aj=, ag+4+1) festlegt.

Lemma 4.10.
Firie {h,0} und q € N sei UO) e W24 gegeben. Dann gibt es eine Konstante C(m,q,p) >0,

sodass . ‘
119 (j, £,y,m)| < C(m, q,p, g0) 279 @m=1/2)

fiir alle k # k* erfillt ist.

Beweis. Wir zeigen in diesem Beweis nur den Fall i = h und verwenden zur besseren Uber-
sicht die Kurzschreibweise I := I ,gb)(j, Ly, m) fur k # k*. Lemma 3.7 impliziert

supp T1Y) (279 ©(8)) C {(p,e) ER x [—g g} : % <lol<2,6") <0< 0§?}+2} (4.36)
und mit der Substitution p = 27 p/ lisst sich das Integral Ij, schreiben als
2 95‘?24—2 k41
i / / / v (20 ©(6)) p (v(2)) pm PO O )
o, o

x ©T(0) B(x) dzdd dp.
Wir betrachten die Mengen

T 2ry — ~(z
My = Mi(K) = {9 c (9](.?,)_2,9](.?,}+2) | |(27T)§ _{’y(x;ﬁ IS K}
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4 Detektion von Singularititen

wnd (H) (h)
My = (ej,Z—Z’ej,E—&-Q) \ My,
wobei K = K(g9) > 0 so gewédhlt sei, dass M; = (9](.5)2_2,9](.5)ﬁ)+2) fur alle x € [ag, ag4+1] mit
12y — y(2)|y < c(e0) gelte.
Mit diesen Mengen unterteilen wir das Integral in I, = Iy 1 + I} 2, wobei
ag+1
§
x ©T(0) B(x)dzdddp
fiir ¢ € {1,2} und untersuchen diese getrennt.
i) Wir betrachten zunichst das Integral I; und nutzen den Satz von Fubini, um die
Reihenfolge der auftretenden Integrale zu vertauschen und erhalten
ak4+1 2
I — 9~ j(m—1) / / /\I/(h 2] ) pfmei21p®T(9)(27ryf~y(z))pgn(,y(x))
M, ag %
x ©1(0) B(z)dpdz de
A+1
=290 [ [ 50,0) 5 (2(0)) ©7(0) Ba) a0
M ag

mit
D (4190(0) IO by € o anrr), 0 M

J(x,0):= [ U

w\»—A\
no

Firalle k =0,...,M — 1 mit k # k* und x € [ag, ar+1) gilt nach der Wahl von k*, dass
~(z) € US(y) und somit ‘
2my — y(x)], > e =g 279/2. (4.37)

Wegen

o* -m +5) (s

op* (m —1)! ’
folgt mit der Leibniz-Produktregel und Lemma 3.10
9524 b) /o . 24 29\ | 0° b) /oi ora—s
o [0 o) o] < 3 (1) | o 1 oeen]| | s ()

s=0

2q
< (25) C(g) C(g,m) |p|~ 217

s=0

(

m). (4.38)
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4.4 Lokalisierungslemmata

ii)

Da 6 € M, erhalten wir zusammen mit (4.37) und(4.38) fiir das Integral J(z,6) mit
2¢g-facher partieller Integration beziiglich der Variablen p die Abschétzung

—2q %4
‘J(:C 9 ‘2]@T 0)(27‘(}’ ,7 /‘0 57 \IJ ?E) 2][)@(0)) Hdp

< 03((]7 m, 50) 2—jq.

Der Randterm bei der partiellen Integration verschwindet dabei wegen der Eigenschaft
des Tragers der Funktion \If% in (4.36). Nach Lemma 3.8 gilt [M;| < C'277/2, weshalb
sich das Integral I} ; durch

Ap+1
1| < 2790nD) / / 17(2,0)| | (v () O (6) B(x)| da o
M1 ag

nach oben beschréinken lasst.

Fir z € [ag, apy1] mit |2y —y(2)], < c¢(eo) gilt nach der Wahl von K in M;, dass
My = () und somit Iy 5 = 0. Falls andererseits My # 0, ist wegen @1 (0)®’(9) = 0 fiir
0 € M, die Ungleichung

|2y —(2)"@'(0)| = e(=0) (4.39)

erfiillt. Das Integral I o konnen wir erneut mit dem Satz von Fubini umsortieren und

schreiben als
2 Q41

Ik,2:2j(m1)/ / K(z,p)p " dxdp
o

mit
K(z,p) = / v (27p©(0)) pi(v(x)) e PO OCTY=@) QT (9) B(r) do.
Mo

Die Kurve aus Definition 1.2 ist von der Form ~(x) = r(z)(cos z,sinx)", weshalb

¥ ()], = V/(r'(z) cosw — r(z) sinz)? + (r'(z) sina + r(z) cos x)? = \/r(x)? + 1'(x)>
und

Blz) = n(y(x)) [/ ()],

= (r(z)cosz + r'(z) sinz,r(z) sinz — 1’ (x) cos x)T r(x)? +r'(x)?
folgt. Damit erhalten wir

(—)T(G) B(z) = (r(w) cos (6 — ) +r'(x) sin (6 — .CE‘)) r(z)2 +r'(z)?
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4 Detektion von Singularititen

und es ergibt sich die Abschétzung
88
00

©7(9) B(x)] \ <o

und somit erneut mit der Leibniz-Produktregel und Lemma 3.10

7

% [

2 s
0% i [

v} (270 ©(0)) it (+(x)) @7 (0)B(2)| ] <> ( ) ’aes

v (27 9(9))}‘
s=0

82q—s T
<| s 0T @000

<3 (e

< Cr(q,m, p) 271. (4.40)

Da 6 € My, erhalten wir zusammen mit (4.39) und (4.40) fiir das Integral K(x,#) mit
2q-facher partieller Integration beziiglich der Variablen 6 die Abschétzung

| K (2, p)
. —2q 29 .
< [z eny - vanre@)] | G [1) (Z1000) )T 9)5(0)] |
Mo

< Cs(g,m, p,ep) 279@+1/2)

und wir kénnen diese dhnlich zum vorherigen Fall nutzen, um

2 Qg1
| I2| < 2j(m1)/ / |K (z,p)] |[p7™| dzdp < Cy(g,m, p, o) 277 @Fm=1/2)
X
zu zeigen, womit der Beweis vollstandig ist. O

Es bezeichne M® < {0,...,M — 1} die Menge aller Indizes, sodass die Kurve ~(z) fiir
z € [ag,apyr) mit k € MO horizontal ist und M® < {0,...,M — 1} die Menge aller
Indizes, sodass die Kurve ~(z) fiir = € [ag, apy1) mit k& € M®) vertikal ist. Offensichtlich
gilt M®UME ={o0,...,M —1}.

(i)(

Das folgende Lemma besagt, dass die Integrale I’ (j,¢,y, m) vernachléssigbar klein wer-

(i)

den, falls sich die Ausrichtung des Trager der Funktion V' by, und die Normalenrichtung des
Randes 9T unterscheiden. Anders ausgedriickt, lasst smh im Beweis der unteren Schran-
ke im néchsten Abschnitt mit Lemma 4.11, genannt Orientierungslemma, zeigen, dass die
Shearlet-Koeffizienten vernachléssigbar klein werden, falls horizontale Shearlets dicht an
horizontalen Kanten liegen beziehungsweise vertikale Shearlets dicht an vertikalen Kanten
liegen. Die Beweisidee des nachstehenden Lemmas orientiert sich an den Ausfiihrungen in
[31, Abschnitt 3.1].
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4.4 Lokalisierungslemmata

Lemma 4.11.
Firie {h,0} und g € N sei W) e W gegeben. Dann gibt es fiir jedes N € N eine von j, !
und 'y unabhdangige Konstante C(m, N,p) > 0, sodass

11 (G, 6,y m)| < C(M, N, p) 2 IN+m=1/2)

fiir alle k € MY erfillt ist.

Beweis. Wir zeigen den Beweis nur fiir i = b, da der andere Fall analog verlduft. Da i = b,
ist y(x) = (x,t,(x))" fir 2 € [ag, apy1) mit k& € MO eine horizontale Kurve. Deshalb ist
der duflere Normalenvektor gegeben durch n(y(z)) = (}(z), —1)T. Ahnlich zum Beweis des
vorherigen Lemmas gilt mit Lemma 3.7 und der Substitution p = 27 p’

g(h)
2 Yje4+2 Q41

(h) a
6] £—2 k

x @1 (0) ﬂ( )d:c dfdp

2 Je+2

— 9—j(m—=1) / / 2JP® )) —me27ryi2.7'p®T(0) L(p,0)dodp (4.41)
PO

E 7, l—2
mit
Ak+1

Lip,0) := / i ((z, t(2))) e 20O O @T (9) B(x) da.

Durch die Annahme an horizontale Kurven im Fall i = b haben wir |t} (z)] < 1 und die

b)

Eigenschaften des Tragers der Funktion \Ilg ; aus Lemma 3.7 implizieren

0] < o\

_ 1-j/2) < T .
i 9i/2 49 = ArCtan (1+2 ) < 1 +4(j)

fir ein kleines 6(j) > 0 mit lim 6(j) — 0. Damit l&sst sich

j—o00
‘@(9) (1, ty(z ’ = |cos 0 + t},(x) sin 6] > [cosf| (1 — |t}(x) tan@} (4.42)
folgern. Die N-fache partielle Integration beziiglich der Variablen x liefert mit (4.42) die

Abschétzung

Ak 41 3 N
|L(p.0)| < / (2jp®(9)T (Ltﬁc(l‘))T‘ " a%V (5" (7(2))©(0)B(x)] d < C1(m, N,p)2~7V

ag

105



4 Detektion von Singularititen

und damit wegen Lemma 3.8 schlielich

(b)
2 9] 42

|I| < 279m=D / / W) (279©(6))] o™ |L(p,0)] d0.dp < Ca(m, N, p) 279V +m1/2),

(b)
3 0][ 2

Das nachstehende Lemma liefert die Grundlage dafiir, sich im Beweis von Theorem 4.1
zunachst auf die Betrachtung der Shearlet-Koeffizienten von Polynomen zuriickziehen zu
konnen. In dhnlicher Form wurde dieses Lemma bereits in [29, Lemma 4.3] betrachtet.

Lemma 4.12.

Es sei f = fxr € ETYr) und T, f(x; 21y) die zweidimensionale Taylor-Approzimation
vom Grad w an die Funktion f an der Stelle 2my sowie P, ty(x) = T, f(x; 2my) x7(x).
Zudem sei eine Fensterfunktion U0 e W24 fir i e {h,0} und 2¢ > u € N gegeben. Dann
existiert eine Konstante C(q) > 0, sodass

(7 = P2y 080, ) | < €y 2 i

Beweis. Wir zeigen den Beweis nur fiir den Fall i = ) und erhalten mit § = 279/4

’<f2ﬂ_P3,T]rc,y7 ]éy )—/wjﬁy XT ‘f - “f» )‘dx

_</ /)My X) [ £(x) = Py gy (%)]dx

Bs(2my)  B§(2my)
=71 +Is.

Mit der Approximationseigenschaft (1.12) von Taylor-Polynomen u-ter Ordnung folgt

(%) = Pusy(x)| < C(f) 277+D/A

fiir x € Bs(2my). Theorem 3.12 impliziert ‘w

iy )‘ < C(q) 2%9/*, weshalb das Integral 7,

abgeschitzt werden kann durch

71| < C(q) 2%/ / | F(X) = Py (x)|dx < C(f, q) 27 ED/A=3/4) = O (5, q) 279 (- D/,

Bs(2wy)NT
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4.4 Lokalisierungslemmata

Wir nutzen erneut Theorem 3.12, in diesem Fall jedoch fiir den zweiten Term im Minimum
und erhalten durch die Substitution des Integrals Z5 in Polarkoordinaten

ITo| < C(q) 2%/ / (23‘ 27y — X\2>_q dx
BS(2ry)NT

q)2” 3(g—3/4) / / 1-20 4p d6

= Cy(q)277@=3/9 P N
2(1—Q)

< C5(q) 279@=3/4) 9=i(1-0)/2
= C5(q) 2—j(2q—1)/4’

weshalb das Lemma fiir 2¢ > u bewiesen ist. ]

Das folgende Lemma ist ein Spezialfall von [62, Proposition 8.3] und wird Methode der
stationaren Phase genannt.

Lemma 4.13.
FEs seien ¢, : R — R hinreichend glatte Funktionen mit ¢'(to) = 0 und ¢"(to) # 0. Falls ¢
seinen Trdager in einer hinreichend kleinen Umgebung von tg € R hat, so gilt

N ori \'/?
/el #(t) o(t)dt = (’(Zﬁ”(toﬂ) ©(to) A2 4 O(A_l)
R

fiir A — oo.

Wir definieren die Integrale

a(\,p,A) = j(g <2\/A)\v +p)\> +g (QVA)\U —p)\)) % dw, (4.43)
0

b\, p, A) = 7(g (2\/A>\v + p)\) +g (2\/A>\v - p)\)) Si%’ dv (4.44)
0

und zeigen ein Lemma, welches die Abschéitzungen der Fresnel-Integrale aus Lemma 1.19
nutzt.

Lemma 4.14.
Fiir \ € [%,%], p € [—%,ﬂ und A > 0 gelten a(A\,p,A) > 0 und b(A\,p,A) > 0 sowie
mindestens eine der Abschdtzungen

a()‘vpa A) - b()\,p, A) >0

oder
a(A,p, A) +b(A, p, A) > (1 + \@) la(A, p, A) = b(\, p, A)|.
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4 Detektion von Singularititen

Beweis. Es geniigt den Fall p € [O, ﬂ zu betrachten, da a(\, p,
in der Variablen p sind. Wir betrachten Funktionen h* : [% %}
welche definiert sind durch

A) und b(\, p, A) symmetrisch
x[ ] (0,00) x[0,00) = R,

hE(\, p, A, v) = 2VA v £ p .
Die Funktionen h* sind monoton wachsend in der Variablen v > 0 und fiir feste Parameter
(A, p,A) € [3,3] x [0, 3] x (0,00) gilt

1

—3SPA= h™(\,p,A,0) <hT (X, p,A,0) =pA < (4.45)

w\r—‘

Wegen (4.45) folgt aus der Monotonie-Eigenschaft zuldssiger Funktionen in (3.3), dass die
Funktionen g(h* (X, p, A,v)) und g(h™(\,p, A,v)) und deshalb auch ihre Summe monoton
fallend in der Variablen v sind. Zusétzlich gilt

1 p?A
falls v>—+7+— :r(Ap,A) >0,

+ > h™ >
h (A p, A, 0) = B (A, p, A, v) > 3A T 9AN | 1A

OO\I\D

woraus

(9(h+(>\,p, Av)) + g(h*()\,p,Aw))) -0

fir v > (A, p, A) folgt. Dariiber hinaus impliziert (4.45)

lim g (h™(\,p, A,0)) + g (h™ (A, p, A, v)) =2,

v—0F

weshalb wir den zweiten Mittelwertsatz der Integralrechnung nutzen kénnen, um zu folgern,
dass ein x € (0,7(\, p, A)] existiert, sodass

a(A\,p,A) £b(\,p, A) = <g(2\/m+p)\>+g<2\/M—pA)>wdv

NG
cosv £ sinv

dv

=2F* ().

Die Aussage des Lemmas folgt mit Lemma 1.19. O

Zum Ende dieses Abschnitts definieren wir zwei weitere Integrale
4
3
Q1(D,p, A) == /50\) At ([G(A,p, A) +b(A, p, A)} cos(DA)
1
3

+ [a()\, p, A) — b(\, p, A)} sin(m)> A,
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Q2(D,p, A) = [ GOA ([a(A, P, A) +b(\,p, 4)| sin(DA)

c.c\»—-\
ol

- [a()\,p, A) — b\, p, A)} cos(DA)) dA

und koénnen das folgende Lemma angeben.

Lemma 4.15.
Es existiert eine Konstante C > 0, sodass fiir alle |D| < 3%, |p| < 1 und A > 0 mindestens
etne der Ungleichungen

‘Ql(Dapa A)‘ > C  oder ‘QQ(Dapa A)‘ > C (446)

erfillt ist.

Beweis. Wir definieren

Q+(D7p7 A) = QI(DJ?’A) + QQ(Dap7A)

4

3

) / GO0 A [a(p. A)sin(DX) + b(A. p. 4) cos(DA)|dx

W=

und wéhlen die Variablen p € [—%, i] und A > 0 beliebig und fest. Dariiber hinaus sei

D € 0, ?ﬁf], da der Beweis fiir negative Werte von D &hnlich verlauft. Wir betrachten den
Parameter D auf verschiedenen Intervallen und zeigen, dass eine Konstante C' > 0 existiert,
sodass mindestens eine der Aussagen aus (4.46) oder aquivalent ausgedriickt ‘Q*(D, P, A)‘ >
C erfiillt ist.

i) Essei D =0:
Nach Lemma 3.1 ist g(A\) > 0 fur A € (%,%) und somit g(A)A~! > 0. Lemma 4.14
impliziert a(\, p, A) + b(\,p, A) > 0 fiir A € [g, %], weshalb

Qu0..4) = [ GA)A [a(,p. 4) +b(A,p, A)|dA > 0

ol
ik

folgt.
ii) Es sei D € (0,2F]:

In diesem Fall ist DX € (0,%), also sin(DX) > 0 und cos(DA) > 0, was mit den Eigen-
schaften a(\,p, A) > 0 und b(\,p, A) > 0 aus Lemma 4.14 zu Q* (D, p, A) > 0 fiihrt.
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4 Detektion von Singularititen

iii) Es sei D € (37, 37]:

Wir teilen wir die auftretenden Integrale in
D
/ / [+ /
2D
auf und schreiben fiir die Integrale QQ(D, p, A) und QT (D, p, A) dementsprechend
Q2(D,p, A) = Q21(D,p, A) + Q22(D,p, A) + Qa3(D, p, A),
QT (D,p,A) = QF (D.p, A) + Q5 (D, p, A) + QF (D, p, A).
Da % < 5 fir D e (%ﬁ,%] und suppg = [f f] folgt Q23(D,p, A) = Q4 (D, p, A) = 0.

Wir unterscheiden zwei weitere Unterfalle.

a) Wir nehmen a(\,p, A) > b(A\,p, A) > 0 an (siehe erster Fall von Lemma 4.14):
Damit gilt DX € (5,%) im Integral Q7 , also sin(DA) > 0 und cos(DA) > 0. Dies fiihrt
wieder mit Lemma 4.14 direkt zu Q{ (D, p, A) > 0.

In QF gilt DX € (5,7), was cos(DA) < 0 und sin(DX) > 0 impliziert und die Abschét-
zung

QI (D,p, A) > | G A a(),p, A) <cos(D)\) + Sin(DA))d)\

B\, p, A) (cos(m) + sin(m)) dA (4.47)

o \U\ﬁ Sy ok

erm('jglicht, wobei lAL()\,p, A):=g(N) A~ ta(\, p, A). Wir bezeichnen das Integral in (4.47)
mit Q3 (D, p, A). Die Funktion h(, p, A) ist monoton fallend fiir A € [g, 3] Unter Ver-
wendung der Substitution ¢ = DA — 2T erhalten wir

E

@J(D,p,A)— \g/ (3F+4t,p,A>sintdt

4D

_x
4

%
V2 [ [~ (3m—4t ~ (3w +4t ,
D/ |:h <4_D7p7A> _h<4_D7p’A>:| sint d¢
0

>0, (4.48)

wobei wir die Monotonie der Funktion & beziiglich der ersten Variablen genutzt ha-
ben, um die letzte Ungleichung zu zeigen. Insgesamt haben wir fiir D € (%”, %TW] und
a(\,p, A) > b(A\,p,A) > 0 die Ungleichungen Q7 (D,p,A) > 0, Q5 (D,p, A) > 0 und
Q3 (D,p, A) = 0 gezeigt, welche zu QT (D,p, A) > 0 im Fall a(\,p, A) > b(\,p, A) > 0
flihren.
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4.5 Beweis von Theorem 4.2

b) Wir nehmen a(A,p, A) + b(A,p, A) > (1 + \/§) ‘a()\,p, A) — b(\, p, A)‘ an (siehe zweiter
Fall von Lemma 4.14):
In Q21 gilt DX € (%, %), also (14 v/2) sin(DA) > cos(DA) > 0, was die Abschétzung

Qu(D,p, A) > [ G A [a(hp, 4) = b, p, A)| ((1+ V2) sin(DA) = cos(DA)) dA

(an} wh—-\"é‘ﬂ

>

ermoglicht. Um das Integral Q22 abzuschétzen, nutzen wir genau die gleichen Argumente
wie in (4.47) und (4.48), jedoch mit der Funktion h(X,p, 4) := g(A\) A~ (a(X,p, 4) +
b(\, p, A)) anstatt iAL, was Q22(D,p, A) > 0 und insgesamt Q2(D,p, A) > 0 nach sich
zieht und den Beweis vollendet. O

4.5 Beweis von Theorem 4.2

Es seien eine Menge T € STAR?(7) und f = f x7 € £“T1(r) gegeben. Ferner sei p := p, =
T.f(x; 2rry) die zweidimensionale Taylor-Approximation vom Grad w an die Funktion f,
entwickelt an der Stelle 2wy. Ausgehend davon betrachten wir Funktionen P, = pxr und
bezeichnen geméf Definition 1.11 ihre 27-Periodisierung mit P2".

Im ersten Teil des Beweises zeigen wir die untere Schranke des Theorems fiir Funktionen
P27 also
’<P5W7 iy y>2‘ > C(u,n, q,e0,T) 2774, (4.49)

Wie in (4.20) folgt mit der Parseval-Gleichung und der Poisson-Summationsformel
(P ully,), =279 3 F RS (2n(y +m)) = 2794 3 S(n),  (450)
nez? nez?

wobei

S(n) == F 1 [FIPJY] (2m(y +m)).
i)
Wir zeigen zunéchst

2734 3" |S(m)| < C(u,n, q) 277 @D, (4.51)
nez2\{0}

Ahnlich zum Beweis von Theorem 4.1 verwenden wir dazu die Zerlegung der Funktion P,
auf dyadischen Quadraten @) € Q;, sodass

P.= Y Pug+ Y Pug

QeQy QeQ}
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4 Detektion von Singularititen

mit P, g := P, ¢g. Mit analogen Rechnungen, die zu (4.24) gefithrt haben, erhalten wir

P e )| < oz o o o)
neZ?\{0}

supp \Ifé.i) 2 '

Mit der Linearitdt der Fourier-Transformation und der Abschétzung der absolut konvergen-
ten Reihe in der letzten Zeile folgt

2N s <27 S | S+ S | |F [FlPual ] (2nly +w))|
nez?\{0} nez?\{0} \QeQ) Qe
[+ | X |F APl (2nty + m)|
QeQ)  QeQ; nez2\{0}

<Cl@2797 Y+ > HL" [f[Pu,Q] ‘IIM

QeQ) QeQj

supp \I’;:% 2

Als néchstes nutzen wir Lemma 4.9 und die Abschatzungen aus (4.19) und erhalten schliefi-
lich (4.51), denn

2SS < Cla) 277 (C1(u,q) 2 27T 4 Gy, q) /22
nez2\{0}
< C3(u,n,q) 9—ilg+n+1/4)

ii)
Als néchstes zeigen wir, dass eine Konstante Ca(n, q,€9,7") > 0 existiert, sodass
[S(0)] = Co(n, g,20,T) 277", (4.52)

Angenommen, die Ungleichung gelte. Dann kann in (4.50) mit der umgekehrten Dreiecks-
ungleichung und hinreichend grofiem ¢ € N auf

]<p3ﬂ, ;j;7y> ‘22—%'/4 SO Y 1Sm)| | = Cs(u,n, q,20,T)2778/4)
2 nez2\{0}

und somit (4.49) geschlossen werden.

In (4.34) ist die Darstellung des Terms aus (4.52) in Polarkoordinaten gegeben durch

u M—-1
$(0) = F! [FIRJOS| @ry) = Y- Cu Do 107G by m),
=0 k=0

112



4.5 Beweis von Theorem 4.2

wobei

00 21 Ak+1

1G4y, m / / / W) (p©(0)) pi (v (x))p ™ e#®" (O)2my—(@)

— 9=i(m=1) / / v (27p©(0)) p ™ 2TF PO ON L (p.0,m)d0dp (4.53)
0 0

mit

Li(p,0,m) := / Py (v(@)) e 1) @ (9) B(x) da. (4.54)

Wir betrachten erneut nur i = h, da der Fall i = v dhnlich verlduft. Zunichst nutzen wir
Lemma 4.11 und die umgekehrte Dreiecksungleichung, um

‘}"_ [ ]\Pghé)] (27y) ‘ Z C, Z )(]’g v, m _‘M(h)‘ Cyu(m, N,p)2_j(N+m—1/2)
= keM®)

zu zeigen, wobei der letzte Term fiir hinreichend grofles N € N vernachlissigbar klein wird.
Da die Menge aus (4.7) nach Voraussetzung nicht leer ist, existiert ein Index k* = k*(y) mit
0 < k* < M — 1, sodass die Menge U.(y) durch eine vertikale Kurve v(z) = (tg«(z), z)T fiir
x € |ag~, ap+11) beschrieben wird. Deshalb kann der vorherige Ausdruck mit der umgekehr-
ten Dreiecksungleichung und Lemma 4.10 nach oben abgeschatzt werden durch

zujom S Gy, m)| >

o (j,&y,m)| — Cs(m, q,p, g9) 277aTm=1/2),
m=0 keM(v)

Aus den vorherigen Uberlegungen folgt, dass die Abschitzung (4.52) dquivalent dazu ist,
eine Konstante Cg(n,T) > 0 zu finden, sodass

(), 6y, m)| > Cg(n,T) 277", (4.55)

Fir k = k* teilen wir das Integral I(h)( , 0, y,m) aus (4.53) weiter auf in

16 tyam) = 277 [ (
0

3m

2

j —m _2mi2J T
T p—

\\4

INE]
(ME]

X L (p7 9, m) d¢ dp
I G,y m) + 10, (. 6y, m).
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4 Detektion von Singularititen

Aus Griinden der Ubersicht verzichten wir im Folgenden auf die Angabe der Argumente
in den immer wieder auftretenden Integralen und schreiben kurz I; := 1 (2)1(]’, ¢,y,m) und
Iy == I(E)Q(j, ¢,y,m). Im Integral I3 nutzen wir die Substitution # = 7 4+ 7. Die zuldssigen
Funktionen g und g sind wegen Definition 2.1 beziehungsweise Lemma 3.1 gerade Funktio-
nen, was mit der Darstellung von (3.22) in Polarkoordinaten zu

\Ilg.?e)(ij O(t+m)=g(pcos(t+7)) g <p cos(T + m) (272 tan(r + ) — £)>

g(
g(pcosT) g <p cos (2% tan T — 6))
) (2pO(r)

fithrt. Zusammen mit O (7 + ) = —©(7) ergibt sich die Umformung

b= 1)/ / W) (p@(r +m) o O () dr

00
_92~ j(m—1) J/
0

mm

h) (27p0(0)) p™ e 2m2p® Oy T (p,0)dodp. (4.56)

Q“‘~5mm

[ME]

Deshalb ist I = —1I; und somit 7. (4,0, y,m) =2ilm(I;) = 2iIm(12).

Da die vertikale Kurve ~(x) fiir = € [aj+, ags41) durch (t3«(x),2)T parametrisiert wird, gilt
fiir xo = (tg+(z0),20)T € U-(y), dass xg € [ag+,ar-41) und deshalb |z — 2| < £ = &g 21/2,
Wir schreiben die Funktion ¢« (z) lokal als

tee () = tpe (x0) + Bz — x0) + Az — 20)? + r(x — 20)

mit r(z—z¢) = O ((z — 0)?), wobei im Fall i = b fiir vertikale Kurven B = ). (zo) € [-1, 1]
gilt. Wir unterscheiden im Folgenden verschiedene Fille fiir A = £ ¢/, (zo).
a)

Wir nehmen zunédchst A > 0 an. Der Beweis fiir A < 0 verlduft dhnlich und wird hier nicht
betrachtet. Analog zu dem Vorgehen in [31, Abschnitt 3.2] fithren wir einen Variablenwechsel
v = & — x¢ durch und schreiben ag+ := ag+» — xp, um im Integral (4.54)

ak*+1

Li(p, 0,n) = / e—iszGT(G)(tk* (wo)+Bv+Av2+O(v3)7v+xo)T P (v(v + 20)) @T(Q) B(v + z0) dv

Qp*
zu erhalten. Wie bereits in (4.36) bemerkt, gilt wegen Lemma 3.7

T

. T 1
supp\lfi-?}@ﬂpe(e))c{me)eRx 5.5 15 <l <2 §22<9<9§2+2}

114



4.5 Beweis von Theorem 4.2

Nach der Voraussetzung des Theorems iiber die Richtungsableitungen hoéherer Ordnung
haben wir
=0, falls0<m <n,

Py (v(x)) {;& 0, fallsm=n,

fir 6 € (Hj(.jLQ, 9](.%&), weshalb Iy (4, £, y,m) = 0 fiir 0 < m < n oder p)(y(z)) = p(y(x)) #
0 fir n = 0. Wir betrachten im Folgenden nur noch das Integral Iy«(j,¢,y,n), da die
Integrale Iy« (4,¢,y,m1) mit n < m; < w ein schnelleres Abklingverhalten liefern, wie der
weitere Verlauf des Beweises zeigen wird.

Fir das Integral I; = Spl(j,f, y,n) haben wir die Darstellung

IO
2 Yj0+42 Qx4

I =270 / / / v (27p©(8)) p" 2 PR (v, 0) dvdd dp (4.57)

1 (h) &k*
3 0500

mit A = 27p, p(v,0) := pi(v(v + 20)) O () B(v + x0) und

R(v,0) :== —©T(0) (Av® + Bv + ty=(z0) + r(v) — 2my1,v + 30 — 27ry2)T
= —cos0(Av? + (B + tan 0)v + ty« (z9) + r(v) — 27y;1 + (w9 — 27y2) tan 9)

B B+tanf\? ~ (B + tan6)?
—COSQ<A<U+2A> +C—27Ty1—T (4.58)

sowie C := tg= (20) + (w0 — 27ys) tan § +1(v). Es gilt |v| < & = 9 279/2, weshalb die Funktion
r(v) die Abschitzung |r(v)| < Cpe® < Cy(ep) 2739/2 erfiillt. Es gilt

8—R(v, 0) = —2Acos€<v +

ov 24

B + tan 9) 2
und deshalb 2%(v,0) = 0 fiir vy = —B542 Wir definieren ¢(v,6) := R(v,0) — R(v,0),
weshalb

9 OR?

0
o0, 0) = Lg0)=0, 2 0= 9L

=24
5 (vg, 0) cos @ # 0,

da cosf > 0 fiir 0 € (9;5)2_2, 9](?2 +2>. Damit konnen wir das Integral I; als

(b)
9 0

742 Ap* 41
I =271 / / v (27p©(0)) p & P00 / AW oy 0)dv | dOdp
o,

(4.59)
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4 Detektion von Singularititen

schreiben. Wir verwenden Lemma 4.13 fiir tg = vy, wodurch sich das innere Integral der
vorherigen Zeile schreiben lasst als

A 41 ‘ 1/2
@A oy 0)do = || p(up,0) AE + O(A)
002 (v,0)|
G 9v2 \V0)
= OV (2p |A cos )72 (g, 0) + ra(f), (4.60)

wobei |r2(5)] < C2277. Wie in [31, S.115] bemerkt, ist die Konstante Co > 0 unabhéingig
von 0, p, j, £ und y. Mit (4.60) teilen wir das Integral in (4.59) weiter auf in Iy = I11 + 19,
wobei

j2+2
=C2- J(n—1/2) Iy / / ?Z) 2]p® 9)) —(n+1/2) ei2ij(v9,0)
3 95? 2
x |cos 0] 7/% o(vg, 0) A6 dp,
2 0;h£)+2
=(Cy277" / / f’ (27p©(0)) p~" ¥ PR g9 dp.
o0
]Z 2

Wir fithren die Substitution ¢ = 29/2 tan 6 —¢ in den Integralen I1; und /75 durch. Damit folgt
df = 279/2 cos? 0; dt mit 6, := arctan((£ + t)277/2) = 0 £)+t Wenden wir diese Substitution
in der Funktion R(vg, ) aus (4.58) an, so ergibt sich

. 7/2 2 o~ 2
2’ R(v,,t) = cos Oy <(2 B4—|:4€—|—t) -21(C - 27ry1)> = cos b, <(p+t) +D>

4A

mit p 1= 2//2B 4+ ¢ und D := 27 (2my; — 5) Nach Voraussetzung gibt es xg € U.(y), sodass
Ipl < § und |D] < 7F gilt.

Wegen (4.36) folgt Iy = I12 = 0 fiir |[¢t| > 2 und wir erhalten

ip cos (+0)”
11 =C2" 7"\/7”//\11(“ 2Jp@ )) (n+1/2)ep 9’5( 1A +D)

1 -2

x |cos 0>/ o (vg,,0;) dt dp, (4.61)

2 2
112 = 02 2—j(n+1/2) //\IJS]@) (2jp®(0t)) p—n

1 -2
3

; (p+t)?
ipcos By ( + )
“ cos 6, dt dp.

Eine direkte Abschitzung mit der Dreiecksungleichung zeigt |I1o] < C3277(**+1/2) | weshalb
wir diesen Term im Folgenden aufgrund des schnelleren Abklingverhaltens vernachlissi-

gen.
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4.5 Beweis von Theorem 4.2

Wir greifen einige Ideen aus [31] auf. Mit der Definition der Winkel Hj(.bg aus (4.1) gilt

—-1/2

cos 0y = cos (arctan (2‘j/2(€ + t))) = <1 + (Q_j/2(€ + t))2>

Fassen wir die rechte Seite als Funktion
' 9\ —1/2
w(zr) = <1 + (273/25—%:5) >

ausgewertet an der Stelle © = 279/2¢ auf, so gilt mit der Taylor-Approximation nullter

Ordnung
. N2\ Y2 .
h(279/2) = (1 + <2’3/2£> ) ' (€)279/%

mit [£] < }Q_j/2t| < 279/241 da |t| < 2. Wir erhalten
lg—j/2 +¢ 3.9-J+1
‘ N , N\ 3/2
(1+(@re+¢)?) (1+@re+¢)?)

weshalb wir cos 0, = p1j,+73(j) mit r3(j) = O (277) schreiben und p;, == (1+(279/2¢)%)~1/2
die Abschiitzung 271/2 < | el < 1 erfiillt. Zusétzlich gilt

‘2*3‘/% w’(f)‘ < 979/2H1

279/2(0 + 1)
(1+ (2920 + 75))2)1/2

sin 0; = sin (arctan <2_j/2 L+ t))) =

und durch #hnliche Abschitzungen wie zuvor kénnen wir sinf; = 277/2¢ p; o + r4(j) mit
r4(j) = O(277) schreiben. Wir vernachléssigen im Folgenden den additiven Term mit
schnellerem Abklingverhalten und ersetzen cos 6 durch p;, und sin ¢; durch 2-9/2¢ e

Die Kurve ~(x) wird fiir « € [ag~, ap11) durch (tx«(z),z)" parametrisiert, weshalb

B(vg, + w0) = n(y(ve, + x0)) |7 (ve, + x0)|, = (=1, (vg, + 20)) \/t’ (ve, +x0)? + 1
und damit
eT(6,) B(ve, + x0) = (“M (2—1'/2 0t (vg, + 0) — 1)) \/t’(vgt +x0)2+1

folgt. Dariiber hinaus existiert nach der Annahme an die Richtungsableitung n-ter Ordnung
ein ¢, sodass

|pg, (v (v, + z0)) — ph,(v(@)] < C 277/
und py (v(q) # 0. Dank der vorherigen Betrachtungen kénnen wir den Term ¢(vy,,6:) =

g, (v(vg, +0)) ©T(6;) B(ve, +x0) in (4.61) durch von Null verschiedene Konstante ersetzen
und erhalten

i (P+t> D
11 =C327" 3/21/ //\ph) 2]p@ gt)) —(n+1/2) o p“”( * )dtdp,

1 -2
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4 Detektion von Singularititen

Anschlielend verwenden wir die Substitution A\ = p p; ¢, was unter anderem zu

\Iig.?e)@jp O(0;)) =g(pcosb;) g (p cos 0,(27/% tan 0, — E))

=9(prje) g (prjet)
=g(N)g(tA)
und damit im Integral I1; zu
2 2 9
: i (p+t) +D
1= G527 ;1 //ﬁ()\)g(t)\) e ( “ ) A~ F2) g
1 -2
3
= C3 277" ! = 1 / GA) AP A2 (X p, A) dA (4.62)
3
mit
2 o)
P . u2
HOpA) = [0 M5 at= [ g((u-p)n) M du
-2 —00

fiithrt. Eine direkte Rechnung mit der Substitution v = /\% ergibt

dv

>

B ) = |2 [ o (2T 13) 0 (230 - 3)] S
0

>

(a (A p, A) +1b(\, p, A)),

wobei a(\,p, A) und b(\,p, A) in (4.43) und (4.44) definiert sind. Mit der Darstellung von

H(\, p, A) und der positiven Losung v/i = 1}1 kann das Integral in (4.62) geschrieben werden

als 11 = Re([ll) + iIm(IH) mit

\w\»

Tm(l11) = Ca(n, A) 2797 [ G(A) A=+ ([a(A, p, A) + b(\, p, A)] cos(D))

+ [a()\,p, A) = b(\,p, )} sin(DA))d)\.

Wir nutzen die Beziehung Iy = —1I; aus (4.56) und wiederholen alle vorherigen Schritte fiir
das Integral I anstatt I3 und erhalten Io; = Re(l21) 4+ iIm(721) mit

\wm

Tm(la1) = Cs(n, A) 279" [ G(A) A=+ <[a(>\,p,A)—|—b()\,p,A) sin(DA)

—[a()\,p, A) = b(\, p, )} cos(DA))d)\.
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4.5 Beweis von Theorem 4.2

Die Integrale Im(/;;) und Im(J2;) entsprechen den Integralen Pj(D,p, A) beziehungsweise
Py(D,p, A) aus Lemma 4.15 und die Voraussetzungen des Lemmas sind wegen [p| < 3 und
|D| < 3% erfiillt. Wegen (4.56) gilt

[Ie= (7, £, y,m)| = 2|Im(1; + T12)|| = 2|Im(I21 + L)

und mit der umgekehrten Dreiecksungleichung und Lemma 4.15 folgt die untere Schranke
aus (4.55) und damit auch die Abschétzung aus (4.52). Damit haben wir (4.49) fiir den Fall
A > 0 gezeigt.

b)
Im Fall A = 0 vereinfacht sich (4.58) zu
R(v,0) = —@T(H) (Bv + tpx(zo) + r(v) — 27Y1, v + ;9 — 27Ty2)T
= —cos 9(5’ — 2my1 + v(B + tan#)),
weshalb fiir das Integral aus (4.57) die Darstellung

J €+2 Qpx 41
=92~ j(n—1) / / / §he) QJPG(G)) —-n e—i2jpcos0(5—27ry1+(B+tan0)v)
(h) QAp*
3 0] -2 k

X (v,0)dvdfdp

gilt. Lemma 4.13 kann in diesem Fall nicht angewendet werden. Stattdessen verwenden wir
die Substitution u = 27/2y und #hnlich zum vorherigen Fall ¢ = 27/2 tan  — ¢ und erhalten

_g-in / / / v (27p0(0,)) p o0 0s0 ((+0u=D) G0 91 cos? 6, dudt dp.

1—200

Mit den identischen Vereinfachungen und Notationen, die zu (4.62) gefithrt haben, ergibt
sich erneut mit A = p ;¢

oo 2 oo
=27 / / / TV g (ta) A e M EH0u=D) gy gean,
0 —2—

—0o0

Mit der Substitution y = t A folgt mit dem Satz von Fubini und der Inversionsformel der

Fourier-Transformation
[e.¢]
g —(n+1) 1D)\ / (/g(y) e—iyudy e—ip)\udud)\
o)

G(A) A~(nHD) DA (/ Flgl(u) e 1P du | dX

g AT PAg(—px)dA.

I n) 27"

=C(n)27"

=C(n)27"
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4 Detektion von Singularititen

Da g(—pA) =1 fiir A € [%, %] und p € [—i, ﬂ, fithrt dies zu
[Im(11)| n)2 J“/g ! sin(DX) dA > 0,
0

falls 0 < |[D| < 2%, Im Fall D = 0 modifizieren wir die Funktion g, sodass sie ungerade ist.
Mit einem &hnliche Argument wie in (4.56) erhalten wir |Re(/1)| > 0 und somit (4.49) im
Fall A= 0.

Im abschlieBenden Teil des Beweises zeigen wir die behauptete untere Schranke mithilfe
von Lemma 4.12 fiir Cartoon-dhnliche Funktionen. Wie in Theorem 4.1 betrachten wir zum
Abschluss des Beweises allgemeine Funktionen fo € £“71(7) von der Form fo = fo + f x1 =
fo+fmit f= fxrund fo, f € CgH(RQ). Bereits in (4.31) wurde begriindet, dass

’< gﬂﬂ/fj(-%y%’ < Cs(u, q) 9-ilatut1/2)

weshalb mithilfe der umgekehrten Dreiecksungleichung, (4.49), Lemma 4.12 und der Vor-
aussetzung u > 4(n + 1)

‘<f§ﬂ’d}§2’y>2’ z ’< ’fy’wj >2‘ B ’<f2ﬂ B ufy’d}J(lf:Y> ‘ - ‘< ’%('z,y>2’
>4 (u, n,q, g, T) 2—j(3/4+n — Oy (f, q) 2= Jju=1)/4 _ 03(% q) 2—j(Q+u+1/2)
> Cy(u,n,q,e0,T) 23 (3/44n)

folgt und Theorem 4.2 bewiesen ist. O
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