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“Are you such a dreamer?

To put the world to rights?
I'll stay home forever

Where two and two always makes up five.”

Radiohead - 2+2=5 (The Lukewarm)
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Kurzfassung

Die Computertomographie erméglicht es, unter Verwendung von Rontgenstrahlung
liberlagerungsfreie Schnittbilder vom Inneren des Menschen zu erstellen. Das Vor-
handensein von Objekten mit einer hohen Dichte, wie zum Beispiel Metallimplantaten
oder chirurgischen Instrumenten, kann jedoch die Bildqualitdt negativ beeinflussen
und Bildartefakte erzeugen. Die zumeist sehr stark ausgepréigten Artefakte manifes-
tieren sich in der Regel als dunkle und helle Streifen, welche sich iiber das gesamte
Bild ausbreiten konnen. Der Grund dafiir sind Inkonsistenzen in den Rohdaten, welche
von Rontgenstrahlen verursacht werden, die durch Metall verlaufen. Die vorliegende
Arbeit befasst sich mit der Korrektur dieser Artefakte.

Im Detail wird ein Rekonstruktionsalgorithmus hergeleitet, welcher in der Lage ist,
Vorwissen iiber ein vorhandenes Metallobjekt zu beriicksichtigen. Der Algorithmus ba-
siert auf einem Augmented-Lagrangian-Optimierungsansatz zur Minimierung der ne-
gativen Log-Likelihood-Funktion flir Transmissionstomographie und kann Vorwissen
in Form von Nebenbedingungen integrieren. Als mégliches Vorwissen werden die Ab-
schwichungskoeffizienten und die Form des Metallobjektes betrachtet. Zur weiteren
Reduzierung von Artefakten werden kiinstliche Projektionsdaten basierend auf Zwi-
schenergebnissen der Optimierung berechnet. Rontgenstrahlen, welche durch das Me-
tallobjekt verlaufen, werden in jedem Optimierungsschritt durch neu berechnete Wer-
te ersetzt. Um temporadr vorhandene Artefakte zu unterdriicken, werden Zwischener-
gebnisse mit Hilfe eines bilateralen Filters aufbereitet. Der Ansatz kann mit und ohne

vorhandenem Vorwissen verwendet werden.

Ergidnzend zum Rekonstruktionsalgorithmus wird ein neuartiger Regularisierungs-
term vorgestellt. Die Methode dient der Integration eines gegebenen Prior-Images und
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verwendet einen nicht-lokalen Berechnungsansatz. Strukturelle Ahnlichkeiten des ge-
gebenen Bildes und des aktuellen Zwischenergebnisses werden dabei genutzt, um die
Rekonstruktion zu regularisieren und potenziell entstehende Artefakte zu reduzieren.
Einen Vergleich von Bildausschnitten in einem gegebenen Suchfenster fithrt dabei auf
eine vom jeweiligen Pixelwert abhdngende Gewichtung, die den Erhalt von korrekten
anatomischen Strukturen im zu rekonstruierenden Bild sicherstellt.

Eine detaillierte Evaluierung wurde unter Zuhilfenahme von Softwarephantomen,
Hardwarephantomen und klinischen Patientendaten durchgefiihrt. Fiir eine Auswer-
tung der klinischen Bilddaten beziiglich der Bildqualitdt und der Korrekturfihigkeit
des vorgestellten Algorithmus wurde das Expertenwissen von Radiologen heranzo-
gen. Die Ergebnisse zeigen, dass der Algorithmus im Vergleich zu Ansétzen wie linea-
re Interpolation oder Normalized Metal Artefact Reduction die beste Bildqualitit be-
reitstellt und in der Lage ist, die meisten Artefakte zu unterdriicken. Diese Ergebnisse
konnten durch eine Analyse zur korrekten Wiederherstellung von Abschwachungsko-
effizienten bestdtigt werden. Des Weiteren konnte eine Auswertung des nicht-lokalen
Regularisierungsterms zeigen, dass durch die Methode Artefakte im Bild deutlich re-
duziert werden, ohne dass dabei Strukturen aus einem gegebenen Prior iibernommen
werden.
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Kapitel 1

Einleitung

Die Rontgenstrahlung hat sich mehr als 120 Jahre nach ihrer Entdeckung in den ver-
schiedensten Anwendungsbereichen etabliert. Sie bereichert die Wissenschaft in Fel-
dern der Archéologie, Geologie, Biologie und sogar der Kunstwissenschaften in Form
von Gemildeuntersuchungen. In der Industrie wird die Strahlung bei der Material-
priifung eingesetzt und auch die Inspektion von Gepackstiicken an Flughéfen bedient
sich der Rontgentechnik. Den jedoch groRten Einfluss hatte die Entdeckung auf die
Medizin. Ohne Zweifel hat die Einfithrung der Rontgendiagnostik den klinischen All-
tag revolutioniert. Die Vorstellung der Computertomographie (CT) im Jahre 1972 gilt
als eine der bedeutendsten Entwicklungen im Bereich der medizinischen Bildgebung.
Sie ermdglicht einen tiberlagerungsfreien Blick in das Innere des Menschen, ohne da-
bei invasiv zu sein. Trotz der dabei entstehenden Strahlenbelastung fiir den Patienten,
stellt sie eine der wichtigsten Errungenschaften fiir die medizinische Diagnostik dar.
Mittlerweile ist es moglich, mit Hilfe der Computertomographie Schnittbilder mit ei-

ner Dicke von nur 0,25 mm und einer Auflgsung von 0,14 mm pro Pixel zu erstellen [1].

Ungeachtet dieser bemerkenswerten Entwicklung gibt es immer noch diverse Aspek-
te, welche es zu verbessern gilt. Aktuelle Forschungsbestrebungen befassen sich bei-
spielsweise mit einer Minimierung der Strahlenbelastung fiir die Patienten, einer ver-
besserten Rauschunterdriickung und, wie diese Untersuchung, der Reduktion von
verschiedensten Bildartefakten. Einige der schwerwiegendsten Artefakte konnen von
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Metallobjekten im Messfeld des Computertomographen hervorgerufen werden. Auf-
grund der hohen Dichte des Materials werden Effekte wie beispielsweise Rauschen
oder Strahlaufhirtung bei der Bildgebung verstarkt. Die entstehenden Metallartefakte
zeichnen sich zumeist durch helle und dunkle Streifen aus, die das gesamte Bild iiber-
lagern kénnen. Im Bereich der klinischen CT kénnen die Artefakte den diagnostischen
Wert der Bilder stark reduzieren. So kénnen fiir die Strahlentherapie beispielsweise
erhebliche Probleme durch Totalendoprothesen im Bereich der Hiifte entstehen. Die-
se bestehen {iberwiegend aus sehr harten Materialien mit hoher Dichte und besitzen
in der Regel eine Titanlegierung. Fiir den Fall der Behandlung eines Prostatakarzinoms
konnen die durch das Implantat verursachten Artefakte grof3e Bereiche des zu bestrah-
lenden Zielgebietes beeintrichtigen. Dies erschwert einerseits die Segmentierung des
zubestrahlenden Organs. Andererseits konnen spezielle Programme, welche basierend
auf Elektronendichten Strahlentherapiepldne berechnen, keine korrekten Dosisvertei-
lungen ermitteln, da die Schwidchungswerte durch die Artefakte nicht korrekt abgebil-
det sind. Die Folge ist eine unprizise Therapieplanung und eine verschlechterte Chan-
ce auf Heilung.

Da Titan den groflen Vorteil hat, dass es im menschlichen Kérper keine Reaktion ein-
geht und damit in den Knochen einwachsen kann, scheint sich an der oben beschriebe-
nen Situation in naher Zukunft wenig zu dndern. Seit mehr als drei Jahrzehnten wird
versucht, auf Seiten der Bildrekonstruktion diese Problematik zu beheben. Wie die vor-
liegende Arbeit zeigt, verursachen die abgeschwichten Rontgenstrahlen (oder auch
Projektionen), welche durch das Metallobjekt verlaufen, Inkonsistenzen in den Roh-
daten und sind daher verantwortlich fiir die entstehenden Artefakte. In den meisten
Korrekturansitzen werden diese Projektionen aus diesem Grund in der Rekonstrukti-
on verworfen. Um den Informationsverlust jedoch wieder auszugleichen, miissen die
verworfenen Projektionen auf irgendeine Weise neu berechnet werden. Hierbei wer-
den zumeist verschiedenste Interpolationsverfahren verwendet. Was ist aber, wenn
bereits bekannt ist, dass ein bestimmtes Metallobjekt sich im Inneren des Patienten
befindet? Kénnen Informationen iiber das Implantat genutzt werden, um potenziel-
le Fehler bei der Rekonstruktion zu vermeiden? Kénnen Artefakte im Bild reduziert
werden, indem zusitzliche Informationen in einem Rekonstruktionsalgorithmus be-
riicksichtigt werden? Die vorliegende Arbeit soll einen Teil zur Beantwortung dieser
Fragen beitragen.
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Dabei wird im Folgenden nicht nur betrachtet, wie Informationen iiber ein Metall-
objekt zur korrekten Rekonstruktion eines Bildes beitragen kdnnen, sondern die be-
schriebene Grundmotivation fithrt vielmehr zu einem Algorithmus, der es erlaubt, ver-
schiedene Nebenbedingungen wahrend der Rekonstruktion zu beriicksichtigen. Der
Rekonstruktionsansatz basiert dabei auf einer Optimierungstrategie, welche ausge-
nutzt wird, um in jeder Iteration der Optimierung neue Projektionswerte zu berech-
nen. Erweitert wird die Rekonstruktion durch eine Regularisierung, welche es ermdg-

licht, weiteres Vorwissen in Form eines gegebenen Bildes zu integrieren.

1.1 Aufbau der Arbeit

Die vorliegende Arbeit ist insgesamt in sieben Kapitel unterteilt. Es gibt zwei Einfiih-
rungskapitel, welche einen Ausgangspunkt schaffen und fiir die genaue Betrachtung
des entwickelten Algorithmus dienlich sind. In Kapitel 2 werden zunéchst Grundla-
gen zur Bildgebung mit Hilfe der Computertomographie vermittelt. Hierzu gehdren
physikalische Grundlagen beziiglich der Rontgenstrahlung und die mathematische Be-
schreibung eines computertomographischen Systems.

Mathematische und numerische Methoden, welche in den entwickelten Algorithmen
eine zentrale Rolle einnehmen, werden anschlieRend in Kapitel 3 beschrieben. Hier-
zu wird zunichst eine Einfithrung in das Themengebiet der inversen Probleme ge-
geben, ehe auf das Gebiet der Optimierung eingegangen wird. In diesem Abschnitt
werden insbesondere zwei Optimierungsalgorithmen vorgestellt, welche maRgeblich
fir die Herleitung der entwickelten Methoden sind. Im Falle des BFGS-Verfahrens,
ein Optimierungsalgorithmus, welcher nach den Erfindern Erfindern Broyde, Fletcher,
Goldfarb und Shanno benannt ist, nimmt der Algorithmus eine wesentliche Rolle im
Rekonstruktionprozess ein. Der ebenfalls hier vorgestellte Augmented-Lagrangian-
Algorithmus wird hingegen fiir die Herleitung einer neuen Methodik zur Reduktion
von Metallartefakten adaptiert und auf die gegebene Problemstellung angepasst. Auf-
bauend auf den Erlduterungen von Begrifflichkeiten und Ansitzen werden anschlie-
Rend iterative Rekonstruktionsverfahren diskutiert. Hierbei werden bereits bekann-
te Ansitze hergeleitet und durch die zuvor gewonnenen Erkenntnisse umformuliert.
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Zum Abschluss des Kapitels werden die im Rahmen dieser Arbeit verwendeten dis-
kreten Projektionen vorgestellt und es wird eine Einfiihrung in die Grundlagen der
Bildregistrierung gegeben.

Der zentrale Beitrag dieser Arbeit, die Augmented Likelihood Image Reconstruction,
wird in Kapitel 4 beschrieben. Dabei wird fiir die Rekonstruktion eines Bildes zunéchst
eine geeignete Zielfunktion formuliert. AnschlieRend wird die Zielfunktion, welche
im Optimierungsprozess minimiert wird, um sinnvolle und hilfreiche Nebenbedingun-
gen erweitert. Nachdem das mathematische Grundgeriist fiir die Rekonstruktion spe-
zifiziert ist, wird auf die kiinstliche Berechnung von Projektionswerten eingegangen.
Hierfiir wird die Filterung von Zwischenergebnissen der Rekonstruktion beschrieben
und Projektionen, welche durch das Metallobjekt verlaufen, werden bestimmt. An-
schlieRend wird der komplette Algorithmus zusammengefasst. Der zweite wesentliche
Bestandteil dieses Kapitels besteht in der Beschreibung einer neuartigen Regularisie-
rung zur Integration von Vorwissen in Form von zusitzlichen Bildinformationen. Ein
zuvor gegebenes Bild wird dabei verwendet, um einen nicht-lokalen Strafterm zu be-
rechnen, welcher abhidngig von den zu rekonstruierenden Strukturen ist.

Die durchgefiihrten Studien und Evaluierungen der vorgestellten Methodiken werden
in Kapitel 5 vorgestellt. Das Kapitel ist in drei Abschnitte unterteilt und befasst sich
mit der Eignung der entwickelten Augmented Likelihood Image Reconstruction zur
Reduktion von Metallartefakten, der Rekonstruktion von korrekten Abschwichungs-
koeftizienten und dem Einfluss der nicht-lokalen Regularisierung. Fiir die Evaluierun-
gen der Metallartefaktkorrektur wird die Expertenmeinung von Radiologen des Uni-
versitdtsklinikums Schleswig-Holstein herangezogen. Diese sind aufgrund ihrer Erfah-
rung in der Lage, die Qualitét der Artefaktkorrektur valide zu bewerten. Ergidnzend da-
zu wird eine detaillierte Untersuchung beziiglich der Wiederherstellung von korrek-
ten Abschwichungskoeffizienten durchgefiihrt. Hierbei wird ein klinisches Kalibrie-
rungsphantom verwendet, welches Einsdtze mit verschiedenen gewebedquivalenten
Elektronendichten besitzt. Das Phantom wurde mit Metallstdben versehen und die Ab-
schwichungskoeffizienten der verschiedenen Einsdtze wurden vor und nach Artefakt-
korrektur mit den Referenzwerten verglichen. Den Abschluss des Kapitels bildet eine
Evaluierung des nicht-lokalen Regularisierungterms. Hierzu wird ein Softwarephan-
tom betrachtet, welches eine bis auf den Pixel genaue Auswertung erlaubt. Dies hat
insbesondere Bedeutung bei der Frage, ob félschlicherweise anatomische Strukturen
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aus einem zuvor gegebenen Prior rekonstruiert wurden, welche nicht dem aktuellen
Patienten entsprechen.

In Kapitel 6 werden verschiedene Diskussionspunkte erldutert, welche bei der Entste-
hung der Arbeit aufgetreten sind. Hierzu gehort zum einen die Darlegung von Gemein-
samkeiten und Unterschieden zu bereits bekannten Verfahren. Zum anderen werden
Erkenntnisse diskutiert, welche durch die Evaluierung gewonnen wurden. Dies bein-
haltet 1) eine Erlduterung zu den Einfliissen der einzelnen Parameter im ALIR-Algo-
rithmus, 2) eine Auseinandersetzung mit der Einschriankung, welche durch geforder-
tes Vorwissen entsteht, und 3) eine kritische Betrachtung der initialen Neuberechnung
von Projektionen, welche durch Metall verlaufen. Des Weiteren werden potenzielle
Verbesserungen und Erweiterungen betrachtet. Dabei wird auf notwendige Mainah-
men eingegangen, welche vollzogen werden miissen, um die vorgestellte nicht-lokale
Regularisierung auf klinische Daten anzuwenden. Dariiber hinaus wird betrachtet, wie
eine Weiterentwicklung der vorgestellten Algorithmen fiir die dreidimensionale Re-
konstruktion erfolgen kann. Weitere Diskussionspunkte sind das Konvergenzverhal-
ten der Rekonstruktion und die Anwendung des entwickelten Algorithmus auf andere
Problemstellungen.

Den Abschluss der Arbeit bildet das Kapitel 7, in welchem die vorgestellten Methoden
und gewonnenen Erkenntnisse rekapituliert werden.

1.2 Original-Beitrage

Die Inhalte der vorliegenden Arbeit wurden bereits im Rahmen von verschiedenen
Veroffentlichungen publiziert. Der entwickelte Rekonstruktionsalgorithmus Augmen-
ted Likelihood Image Reconstruction, welcher in Kapitel 4 vorgestellt wird, wurde in
der Zeitschrift IEEE Transactions on Medical Imaging veréffentlicht [E1]. Der publi-
zierte Beitrag beinhaltet neben der Beschreibung des Algorithmus Ausziige aus den in
den Abschnitten 5.1.1, 5.1.2 und 5.1.3 vorgestellten Evaluierungen. Dariiber hinaus ist
das Verfahren zur Reduktion von Artefakten seit 2015 in dem Patent [E2] festgehalten.
Die Evaluierung beziiglich der korrekten Wiederherstellung von Abschwachungskoef-
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fizienten ist in den Arbeiten [E3]' und [E4] verdffentlicht. Der Einfluss der Metallar-
tefaktkorrektur auf die Berechung von Therapiepldnen in der Strahlentherapie wur-
de in der Arbeit [E5]! untersucht. Ausarbeitungen zu der in Abschnitt 5.3 vorgestell-
ten nicht-lokalen Regularisierung wurden in den Arbeiten [E6] und [E7] verdffentlicht.
Diese Verdffentlichungen beinhalteten zusétzlich zu der Beschreibung des Verfahrens
auch Ausschnitte der in Abschnitt 5.3 gegebenen Evaluierung. Der Einfluss der Seg-
mentierung eines Metallobjektes auf die Korrektur von Metallartefakten wurde in der
Arbeit [E8] untersucht. Erfahrungen im Bereich der Bildregistrierung konnten durch
die Arbeiten [E9] und [E10] gewonnen werden. Die hierdurch gewonnenen Kenntnisse
tragen zu den Methodiken bei, welche in den Abschnitten 3.5, 4.5, 4.1.2 und 4.6 vor-
gestellt sind. Des Weiteren wurde an einer Datenbank fiir klinische Bilddaten mit Me-
tallartefakten mitgearbeitet [E11] und die Rauschunterdriickung bei niedrig dosierter
Réntgenstrahlung mit Hilfe von neuronalen Faltungsnetzwerken erforscht [E12].1

IDie Arbeit wurde unter einer geteilten Erstautorenschaft publiziert.
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Grundlagen

Im Jahre 1967 vertrieb die Firma EMI (engl. Electric and Musical Industries) mit dem Al-
bum Sgt. Pepper’s Lonely Hearts Club Band von den Beatles nicht nur eines der besten und
erfolgreichsten Musikalben aller Zeiten, sondern finanzierte zur gleichen Zeit auch die
Entwicklung des ersten Computertomographen. Der damals in den Forschungslabo-
ren von EMI arbeitende Wissenschaftler Godfrey N. Hounsfield begann im selben Jahr
zusammen mit Stephen Bates, zustdndig fiir die Programmierung, Peter Langstone,
zustdndig fiir die Elektronik, und Mel King, zustdndig fiir die Mechanik, mit der Ent-
wicklung eines neuen bildgebenden Verfahrens. Wie sich spdter herausstellte, sollte
dieses auf Rontgenstrahlung basierende Verfahren ein neues Zeitalter in der medizi-
nischen Bildgebung begriinden. Ein GroRteil der theoretischen Grundlagen daftir wur-
den schon im Jahre 1917 von Johann Radon verdffentlicht [2]. Allan M. Cormack, ein
amerikanisch-stidafrikanischer Wissenschaftler, legte im Jahre 1963 mit seiner Arbeit
zur Reprdsentation von Funktionen durch ihre Linienintegrale jedoch den Grundstein
fiir die axiale Tomographie [3]. Es sollte dann noch bis zum Jahre 1971 dauern, bis die
erste klinische Studie des Kopfscanners MARK I von EMI am Atkinson Morley Hospital,
London, durchgefiihrt werden konnte, welche auf Anhieb einen Gehirntumor bei einer
weiblichen Patientin nachweisen konnte [4]. Dem groRen Erfolg der Computertomo-
graphie im klinischen Alltag folgend erhielten sowohl Cormack als auch Hounsfield im
Jahre 1979 fiir ihre Arbeiten gemeinsam den Nobelpreis fiir Medizin.
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Im Folgenden soll ein Uberblick iiber die Grundlagen der Computertomographie ge-
geben werden. Zusitzlich werden verschiedene Effekte diskutiert, welche einen ne-
gativen Einfluss auf die Qualitidt von CT-Bildern haben kdnnen. Da die Reduktion von
Metallartefakten ein Schwerpunkt dieser Arbeit darstellt, wird anschlieRend ein Uber-
blick tiber den aktuellen Stand der Forschung auf diesem Gebiet gegeben. Mathemati-
sche und numerische Methoden zur Rekonstruktion von Bildern in der Computerto-
mographie werden in Kapitel 3 vorgestellt.

2.1 Rontgenstrahlung

Wilhelm Conrad Rontgen wies 1895 eine neue Art von Strahlung nach, welche spéter
im deutschsprachigen Raum nach ihm benannt wurde und fiir deren Entdeckung er
im Jahr 1901 den ersten Nobelpreis im Bereich der Physik erhielt. Rontgenstrahlung
bezeichnet elektromagnetische Wellen mit einer Wellenldnge, die unter dem sichtba-
ren Spektrum liegt. Die elektromagnetische Strahlung besitzt die Charakteristik von
Wellen, besteht jedoch aus Photonen, welche eine Energie E besitzen, die invers-
proportional zu ihrer Wellenldnge A ist. Mit Hilfe des Planck’schen Wirkungsquan-
tums h = 6,626 070 - 10>* J s und der Lichtgeschwindigkeit c = 299792 458 ms™! kann
die Energie ausgedriickt werden durch

hc
E= T hf, (2.1)

wo f = £ die Frequenz der Welle angibt. Angeben wird E in Elektronenvolt (eV), wo-
bei in der medizinischen Computertomographie Energien im Bereich von 30keV bis
140 keV genutzt werden. Im Vergleich dazu liegt die Photonenenergie beim sichtbaren
Licht etwa zwischen 1,5eV und 3,0 eV. Abbildung 2.1 zeigt schematisch, wie sich das
Intervall der Rontgenstrahlung im Vergleich zu den Intervallen anderer Strahlungs-
formen im Spektrum der elektromagnetischen Wellen positioniert [5], [6].
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Abbildung 2.1: Das Spektrum der Rontgenstrahlung im Vergleich zum sichtbaren Licht,
Infrarotstrahlung, Mikrowellen und der Resonanzfrequenz bei MRT. Die Darstellung
entspricht einer Anndherung, da die Grenzen der einzelnen Bereiche nicht streng fest-
gelegt sind. Einzelne Bereiche der Regionen iiberlappen in der Realitdt. Das sichtbare
Licht hat ein Wellenldnge A von ca. 380 nm bis 780 nm, wohingegen die Rontgenstrah-
lung in der klinischen Diagnostik eine Wellenlénge von ca. 10 - 107! m bis 1,5 - 10®m

aufweist.

Rohrenspannung

Vakuum

/

Kollimator

Kathode

Rontgenstrahlen

Anode

Abbildung 2.2: Schematische Darstellung einer Rontgenréhre. Die angelegte Rohren-

spannung sorgt dafiir, dass freigesetzte Elektronen, dargestellt durch rote Punkte, in
Richtung Anode beschleunigen.



KAPITEL 2. GRUNDLAGEN

2.1.1 Entstehung von Réntgenstrahlung

In Abbildung 2.2 ist eine schematische Darstellung einer Rontgenrdhre gezeigt, wel-
che zur Generierung von Rontgenstrahlung genutzt wird. Sie besteht aus einer Vaku-
umrdhre, in welcher sich eine Kathode und eine Anode befindet. Aufgrund des ho-
hen Schmelzpunktes von 3422 °C und damit dem hochsten aller chemischen Elemen-
te, wird sowohl fiir das Kathoden- als auch das Anodenmaterial zumeist Wolfram be-
nutzt. An der Kathode wird durch den Kathodenstrom eine thermische Anregung aus-
gelost, welche eine Emittierung von Elektronen ausldst. Die angelegte Rohrenspan-
nung, welche im medizinischen Kontext typischerweise zwischen 80 kV und 140kV
liegt, sorgt dafiir, dass die freigesetzten Elektronen in Richtung der Anode beschleuni-
gen. Die auf der Anodenoberfldche auftreffenden Elektronen konnen durch zwei unter-
schiedliche Effekte Rontgenstrahlung erzeugen. Elektronen, die eine Wechselwirkung
mit dem Anodenmaterial eingehen und dabei abgebremst und abgelenkt werden, er-
zeugen Bremsstrahlung, die aus einem kontinuierlichen Réntgenspektrum besteht
(siehe hierzu Abbildung 2.3). Die Energie eines emittierenden Photons ist dabei ab-
héngig vom Energieverlust des abgebremsten Elektrons.

Kollidiert ein Elektron mit einem Elektron in der inneren Hiille (z.B. K-Hiille) und st58t
dabei dieses aus seiner Position, so entsteht eine Liicke, welche von einem Elektron
mit einer héheren Energie aus einer dufleren Hiille (z.B. L-Hiille) gefiillt werden kann.
Dabei wird ein Photon mit einer spezifischen Energie emittiert, die sich aus

E=E,—E (2.2)

ergibt, wobei E 4 die Energie des Elektrons aus einer duBeren Hiille und E; die Ener-
gie des Elektrons aus einer inneren Hiille ist [5], [7]. Die entstehende Strahlung wird
charakteristische Rontgenstrahlung genannt und tiberlagert die Bremsstrahlung in
Form von charakteristischen Peaks im Spektrum. Abbildung 2.3 zeigt eine schemati-
sche Darstellung der beiden Prozesse. Die auf der Anode auftreffenden Elektronen er-
zeugen nur ungefihr 1% Brems- und charakteristische Rontgenstrahlung. Die restli-
chen 99 % sind fiir die Erzeugung von Warme verantwortlich, welche bei der Kollision
mit einem Elektron in einer duReren Hiille entsteht [8].
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2.1. RONTGENSTRAHLUNG

Bremsstrahlung charakteristische Rontgenstrahlung

Abbildung 2.3: Schematische Darstellung zur Entstehung von Bremsstrahlung und cha-
rakteristischer Rontgenstrahlung.

Abbildung 2.4 zeigt ein Spektrum fiir eine Wolfram-Roéntgenrdhre. Die dargestellten
Werte basieren auf Daten, welche vom National Institute of Standards and Technolo-
gy (NIST) bereitgestellt wurden und mit Algorithmen von John M. Boone et al. verar-
beitet wurden [9]. Fiir den Einsatz in der Klinik werden die Rontgenstrahlen zumeist
mit Hilfe von diinnen Metallplatten aus Aluminium, Kupfer oder beispielsweise Ti-
tan vorgefiltert. Dies sorgt dafiir, dass Photonen mit einer niedrigen Energie absor-
biert werden und sich der Mittelwert aller Energien in Richtung der héheren Energien
verschiebt, was wiederum den Effekt der Strahlaufhirtung reduziert (sieht hierzu Ab-
schnitt 2.3.3) [7], [10].

2.1.2 Wechselwirkung mit Materie

Der Weg der emittierten Photonen wird durch Absorption und Streuung beim Durch-
dringen des menschlichen Korper beeinflusst. Im Folgenden werden die verschiedenen
Effekte, welche bei der Interaktion mit Materie auftreten konnen, kurz erldutert.

Der photoelektrische Effekt! oder auch die photoelektrische Absorption tritt auf,
wenn ein Photon ein Elektron aus der inneren Elektronenhtille schldgt und dabei seine

! Albert Einstein erhielt im Jahre 1921 fiir seine Verdienste um die theoretische Physik und besonders
fiir seine Entdeckung des Gesetzes des photoelektrischen Effekts den Nobelpreis fiir Physik.
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Abbildung 2.4: Spektrum fiir eine ungefilterte Rontgenrdhre mit einer Anode aus Wolf-
ram bei einer Beschleunigungsspannung von 80kVv, 120 kv und 140kV.

gesamte Energie auf das Elektron tibertrdgt. Die Energie des Photons muss dabei die
Bindungsenergie des Elektrons, das sich in der Hiille befindet, tibertreffen.

Wird die dabei entstehende Liicke durch ein Elektron aus einer dulleren Hiille gefiillt,
so entsteht Fluoreszenzstrahlung, welche, analog zur charakteristischen Rontgen-
strahlung, den spezifischen Energieunterschied der beiden Hiillen aufweist [6]. Da die
Energie der Fluoreszenzstrahlung sehr viel kleiner ist als die Energie des Photons, wird
sie iberwiegend von den umliegenden Atomen absorbiert. Sie spielt daher fiir die De-
tektion der Strahlenintensitit keine weitere Rolle [11, S. 28].

Trifft das Photon auf ein Elektron in einer duleren Hiille, so wird das Elektron aus der
Hiille beférdert. Dabei verliert das Photon die hierfiir bendtigte Energie und vollzieht
eine Richtungsidnderung. Dieser Prozess der Compton-Streuung wurde nach dessen
Entdecker Arthur Holly Compton benannt, welcher 1927 den Nobelpreis fiir Physik er-
hielt. Gestreute Photonen, die am Detektor eintreffen, enthalten keine korrekten Ur-
sprungsinformationen mehr und tragen hauptsachlich zum Rauschlevel des Bildes bei.
Zusitzlich konnen sie eine Unschirfe im Bild und Streifenartefakte verursachen. Die-
ser Effekt wird weiter in Abschnitt 2.3 diskutiert.

Besitzt das streuende Atom einen Durchmesser, welcher in Relation zur Wellenldange
A des gestreuten Photons klein ist, so kommt es zu einer elastischen Streuung, die
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als Rayleigh-Streuung bezeichnet wird. Diese tritt jedoch hauptséchlich bei der Bild-
gebung mit sehr niedrigen Energien auf, wie beispielsweise bei der Mammographie
(ca. 20keV) und nimmt in der Computertomographie nur eine untergeordnete Rolle
ein [11].

Ubertrifft die Energie des Photons 1022keV, so kann eine Paarbildung entstehen.
Hierbei wird ein Photon ausgel6scht und es entsteht ein Elektron-Positron-Paar. Die
verschiedenen Interaktionen mit Materie sind in Abbildung 2.5 schematisch darge-
stellt. Wie zuvor erwdhnt, treten in der Computertomographie nur Energien zwischen
ca. 50 keV und 140keV auf, welche nicht ausreichen, um eine Paarbildung hervorzu-
rufen. Jedoch wird der Prozess der Annihilation, bei dem zwei Photonen mit gleicher
Energie entstehen, die in genau entgegengesetzte Richtungen emittieren, in der Posi-
tronen-Emissions-Tomographie ausgenutzt.

2.1.3 Lambert-Beer’sches Gesetz

Sei die Intensitit eines Rontgenstrahls, welche proportional zur Anzahl der Photonen
ist, definiert als die transmittierte Energie pro Zeit und Fliche [5]. Durchdringt der
Rontgenstrahl den menschlichen Kérper mit einer Anfangsintensitdt von Iy, so wird
er durch die zuvor beschriebenen Mechanismen abgeschwicht und tritt mit einer In-
tensitét I, aus dem Korper wieder aus. Der Einfachheit halber wird angenommen, dass
der Rontgenstrahl Volumenelemente durchdringt, welche einen konstanten linearen
Abschwichungskoeffizienten p (1) besitzen. Die Intensitdt des Rontgenstrahls kann
nach Durchdringen eines Elementes der Breite Ay beschrieben werden durch

I(n +An) = 1(n) — u(n)I(n)An. (2.3)
Durch Umstellen und die Annahme, dass Ay — 0, erhidlt man die Gleichung

I(n+Ay)—1(y) _ dI

AI;IE}O A;7 - @ = —]/1(77)1(1’]) (2.4)

Lost man die Differentialgleichung (2.4) und betrachtet eine Strecke s durch ein Objekt,
so erhilt man durch Integration das Lambert-Beer’sche Gesetz fiir die austretende In-
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Photoelektrischer Effekt Fluoreszenzstrahlung

Compton-Streuung Paarbildung

Abbildung 2.5: Schematische Darstellungen der unterschiedlichen Wechselwirkungen
mit Materie.
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tensitat in Form von
= [ u(n)dny
I(s) = Ipe © (2.5)
fiir einen monochromatischen Rontgenstrahl [6], [12], [13]. Abbildung 2.6 zeigt eine
schematische Darstellung des Sachverhaltes.

Die Annahme, dass der Rontgenstrahl eine monochromatische Energie aufweist, ent-
spricht wie in Abschnitt 2.1.1 gezeigt nicht der Realitit. Genauer miisste man die
verschiedenen Energien des polychromatischen Rontgenspektrums mit in die Glei-
chung (2.5) integrieren, da die linearen Abschwachungskoeffizienten eine Abhingig-
keit von dieser aufweisen. Somit wiirde man die Gleichung

E max

I(s) = / Io(Ee @ dE (2.6)

erhalten. Begiinstigt durch neue Detektortechnologien gibt es mittlerweile zwar eine
Vielzahl an Ansidtzen, welche von mehr als einer Energie des Rontgenstrahls ausge-
hen, jedoch wird aufgrund des zusitzlich entstehenden Rechenaufwandes in (2.6) bei
den meisten Rekonstruktionsalgorithmen von (2.5) ausgegangen [14], [15]. Dies hat zur
Folge, dass die Strahlaufhirtung Artefakte im rekonstruierten Bild hervorruft. Siehe
hierzu Abschnitt 2.3.3.

n o+ Ay

Abbildung 2.6: Schematische Darstellung eines Rontgenstrahls, welcher n Volumen-
elemente mit konstanten linearen Abschwachungskoeffizienten und Breite Ay durch-
dringt.

Da man in den verschiedenen Rekonstruktionsalgorithmen in der Regel an der ortli-
chen Abhéngigkeit der Abschwichung interessiert ist und nicht an der Intensitét I, sei
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KAPITEL 2. GRUNDLAGEN

das Projektionsintegral p definiert als

pe) =~ () = / u(p)d. (2.7

Somit gibt der Projektionswert den negativen Logarithmus des Verhiltnisses von ein-
gehender zu ausgehender Intensitét an [6].

2.1.4 Detektion von Rontgenstrahlen

Moderne Computertomographen benutzen zur Detektion der abgeschwichten Inten-
sitdt der Rontgenstrahlen zumeist Solid-State-Detektoren [5], [6], [16]. Das Detek-
tormaterial besteht dabei aus strahlen-sensitiven Szintillatormaterial wie zum Bei-
spiel Cadmiumwolframat oder Gadoliniumoxid, welches die Rontgenstrahlung durch
Photon-Materie-Wechselwirkungen in sichtbares Licht umwandelt [16], [17]. Dieses
Material ist fiir das Nutzen von hochenergetischer Strahlung, einer starken Lichtum-
wandlung und einer kurzen Nachleuchtdauer? optimiert [18]. Eine diinne Reflektor-
schicht leitet das umgewandelte Licht zu einer Photodiode, welche das Szintillatorlicht
in eine elektrische Ladung umwandelt. Diese elektrische Ladung wird dann verstarkt
und in ein digitales Signal konvertiert. In Abbildung 2.7 ist eine schematische Darstel-
lung eines Detektors gegeben. Aufgrund der Sammlung und Aufsummierung der ent-
standenen Ladung wihrend der Belichtungszeit wird diese Art von Detektoren auch
Energie-integrierende Detektoren genannt. Ein auf dem Szintillatormaterial befestig-
tes Gitter mit Ausrichtung zur Rontgenquelle sorgt fiir eine Kollimation der Strahlen
und fithrt dazu, dass gestreute Strahlen, welche nicht orthogonal zum Detektor ver-
laufen, herausgefiltert werden.

Eine neue Generation von Detektoren, welche sich zur Zeit noch in der Entwicklung
befinden und noch nicht im klinischen Alltag benutzt werden, sind die photonenzéh-
lenden Detektoren [17], [18]. Diese Art von Detektoren sind im Gegensatz zu den Solid-
State-Detektoren Direktkonverter. Die einfallenden Photonen werden dabei direkt ge-
messen und nicht erst in Licht umgewandelt. Die Photonen erzeugen beim Eindringen

’Die Nachleuchtdauer beschreibt die Zeitspanne bis zum Abklingen des angeregten Zustandes bis
auf 10 % des Ausgangswertes.
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Szintillatormaterial

/

Kollimator

Photodiode

Reflektor

Abbildung 2.7: Schematische Darstellung eines Solid-State-Detektors. Die Rontgen-
strahlung wird durch das Szintillatormaterial in sichtbares Licht umgewandelt, wel-
ches dann von einer Photodiode erfasst wird.

in den Detektor einen sehr kurzen Impuls, der so kurz ist, dass eine Zdhlung der ein-
zelnen Photonen méglich ist [18]. Die Amplitude des induzierten Strompulses bei kon-
stanter Pulsform steht dabei ndherungsweise proportional zur Energie des Photons,
sodass es moglich ist, den polychromatischen Réntgenstrahl in seine verschiedenen
Energien aufzuteilen [17], [19], [20]. Diese neue Technologie hat das Potenzial, Rau-
schen zu reduzieren, Strahlenaufhirtungsartefakte zu verhindern und dabei gleich-
zeitig den Kontrast in den Bildern zu verbessern.

2.2 Grundlagen der Computertomographie

Die Computertomographie (CT) erméglicht es, iberlagerungsfreie Querschnitte eines
gescannten Objektes abzubilden. Anders als bei herkdmmlichen Réntgenbildern, bei
welchen die Datenakquirierung nur aus einer Richtung erfolgt, basiert das CT-Bild auf
Projektionen, welche tiber verschiedene Winkel aufgenommen werden. Abbildung 2.8
zeigt eine schematische Darstellung eines Computertomographen. Réntgenquelle und
Detektor stehen sich gegeniiber, wihrend sich das zu scannende Objekt zwischen den
beiden befindet. Der Detektor besteht in der Regel aus mehreren Detektorelementen,
welche im Folgenden in Anlehnung an das Wort Pixel® auch kurz Dexel genannt wer-
den. Die Datenakquirierung bei Computertomographen hat sich im Laufe der Jahre

3Kunstwort fiir die englische Bezeichnung eines Bildelements (engl. picture element).
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immer weiterentwickelt, das Grundprinzip ist jedoch immer das Gleiche: Sammle Pro-
jektionsdaten {iber viele Winkel fiir das gesamte Messfeld (FOV, engl. field of view).
Basierend auf dieser Messung wird mit Hilfe eines Rekonstruktionsalgorithmus die Ab-
schwichung an jedem Punkt des Messfeldes berechnet. Um ein dreidimensionales Vo-
lumen zu messen, wird das Objekt durch den Computertomographen durchgeschoben
und die dabei entstehenden Schichtbilder werden nach der Rekonstruktion zu einem
Volumen kombiniert.

Trajektorie

Detektor

Rontgenrdhre

Abbildung 2.8: Schematischer Aufbau eines Computertomographen. Rontgenquelle
und Detektor stehen sich gegeniiber und rotieren zusammen um das zu scannende
Objekt.

Die erste Generation von Computertomographen bestand aus einer Rontgenquelle
und einem einzelnen Dexel. Wie in Abbildung 2.9 schematisch dargestellt translatier-
te die Quelle und der gegeniiberliegende Detektor in dquidistanten Schritten tiber das
gesamte Messfeld. Ist die Translation fiir einen Winkel abgeschlossen, rotieren Quelle
und Detektor weiter und die Verschiebung des Systems erfolgt von Neuem. Um einen
moglichst diinnen Strahl zu erhalten, welcher nur den Detektor trifft, wurde direkt
vor der Rontgenrdhre ein Kollimator geschaltet. Dieses Vorgehen reduziert insbeson-
dere die unndétige Dosisbelastung fiir den Patienten und fiihrt zu einer sogenannten
Nadelstrahl- oder Parallelstrahlgeometrie (siehe hierzu Abschnitt 2.2.1). Die Aufnah-
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mezeit fiir diese Generation ist durch die aufwindige Translation relativ lang und be-
tragt ca. 5 min pro Schicht.

Eine Erweiterung dieser Geometrie durch die zweite Generation erfolgt in Form von
einem Detektor, welcher aus mehreren Dexeln besteht. Dadurch sind weniger Trans-
lationsschritte fiir einen bestimmten Winkel notwendig und die Aufnahmezeit konnte
auf ca. 20 sek reduziert werden. Die Breite des Facherstrahls, welcher auf den Detek-
tor trifft, wird in den Rekonstruktionsalgorithmen in der Regel vernachlassigt, da nur
wenige Dexel benutzt wurden und man aufgrund der Entfernung zwischen Quelle und
Detektor eine approximierte Parallelstrahlgeometrie annehmen konnte.

Ab der dritten Generation wurde dann ganz auf die Translation verzichtet, da ein
Detektor mit einer hohen Anzahl von Dexeln benutzt wurde, welcher den gesamten
Messbereich abdeckte. Durch eine kontinuierliche Rotation um das zu scannende Ob-
jekt konnte die Aufnahmezeit fiir eine Schicht auf 0,5 sek gesenkt werden. Anders als
bei der zweiten Generation kann jetzt jedoch der Offnungswinkel des Rontgenstrahls
nicht mehr ignoriert werden, sodass bei dieser Generation von einer Facherstrahlgeo-
metrie ausgegangen wird (vergleiche Abbildung 2.13).

Eine Weiterentwicklung dieser Technologie weist einen Detektor auf, welcher in Form
eines Ringes den gesamten Gantry abdeckt. In dieser vierten Generation wird nur die
Rontgenquelle um das Objekt rotiert und der Detektor bleibt stationir, Folglich ist die
Auflésung durch die Anzahl an Dexeln im Detektorring limitiert und nicht durch die
Anzahl von Aufnahmewinkeln. Eine weiterer wichtiger Aspekt in dieser Generation ist
die Auslesefrequenz des Detektors, welche ebenfalls der Auflésung ein oberes Limit
setzt.

Moderne Computertomographen folgen der Geometrie der dritten Generation, da die
hohe Anzahl an Dexeln in der vierten Generation die Kosten fiir den Detektor mali-
geblich in die Hohe treibt. Ein zusitzliches Problem entsteht in der vierten Generation
durch Streustrahlung. Da der Winkel, mit welchem der Rontgenstrahl auf den Dexel
trifft, nicht mehr fest ist, muss ein Kollimator mit der Rontgenquelle zusammen ro-
tieren. Zwar ist das Gewicht des Objektes, welches rotiert, nun reduziert, wodurch die
Geschwindigkeit erhdht werden kann, jedoch rechtfertigt dieser Vorteil nicht die ent-
stehenden Kosten.
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1. Generation 2. Generation

3. Generation

Abbildung 2.9: Schematische Darstellung der verschiedenen CT-Generationen fiir
einen festen Winkel.
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Aktuelle Entwicklungen in der Computertomographie zeigen den Vorteil von mehre-
ren Detektorzeilen, welche in axialer Richtung hintereinander angereiht sind. Die ent-
stehende Kegelstrahlgeometrie mit bis zu 320 Detektorzeilen erméglicht insbesondere
eine erhohte Aufnahmegeschwindigkeit [18]. Ein weiterer Vorteil besteht darin, dass
gleichzeitig eine grol3e Flache des zu scannenden Objektes bestrahlt werden kann, so-
dass es moglich ist, zum Beispiel Bilder des gesamten Herzens mit nur einer einzigen
Umdrehung aufzunehmen [21]-[23]. Die sehr groRe Detektorbreite von bis zu 160 mm
in axialer Richtung bringt jedoch eine Reihe von technischen Herausforderungen mit
sich, welche einen wesentlichen Einfluss auf die Bildqualitdt haben kénnen [18], [24].
Auch die Akquirierung entlang einer Helix, welche einen kontinuierlichen Tischvor-
schub erméglicht, ist heutzutage eine Funktion, welche in jeden modernen Compu-
tertomographen integriert ist [16], [25]-[29]. Da sich der ALIR-Algorithmus zunéchst
auf zweidimensionale Schichtbilder bezieht, wird im Folgenden jedoch nicht niher
auf die Datenakquirierung mit Hilfe von mehreren Detektorzeilen eingegangen. In Ab-
schnitt 6.7 wird jedoch erldutert, wie man die hier vorgestellten Methoden auf die drei-

dimensionale Bildgebung erweitern kann.

Die Darstellung von einzelnen Schichtbildern erfolgt heutzutage meist in einer Auflg-
sung von 512 Pixel x 512 Pixel bis hinzu 1024 Pixel x 1024 Pixel und spiegelt an jeder
Pixelkoordinate die Abschwéchung an dieser Position wider. Die Abschwachungskoef-
fizienten p werden dabei in der Regel durch Grauwerte représentiert. Um die Hand-
habung dabei zu erleichtern, wird einem Vorschlag von Godfrey N. Hounsfield nach-
gegangen, welcher die Umwandlung von Abschwichungskoeffizienten in CT-Zahlen
durch

[cT-zahl] (u) = L~ #120  1000 HU (2.8)
UH,0

beinhaltet. Die Normalisierung mit Hilfe des Abschwichungskoeffizienten fiir Wasser
H,0 sorgt dafiir, dass die Darstellung anndhernd unabhingig vom genutzten Rontgen-
spektrum interpretiert werden kann. Des Weiteren hat die Skalierung in (2.8), welche
dazu fiihrt, dass Luft einen Wert von -1000 HU und Wasser einen Wert von 0 HU an-
nimmt, einen zusitzlichen psychologischen Vorteil. Die Abschwéchungskoeffizienten
der verschiedenen Organe befinden sich alle relativ in der Ndhe von iy, 0, was eine Un-
terscheidung erschwert. Nach der Skalierung liegen die CT-Zahlen jedoch weiter aus-
einander und erméglichen somit eine vereinfachte Begutachtung der Organe. Die CT-
Zahlen fiir ein klinisches Schichtbild erstrecken sich meist von -1024 HU bis 3071 HU,
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wobei Metallobjekte wie zum Beispiel Implantate auch sehr viel héhere CT-Zahlen auf-
weisen konnen. Diese 4096 Abstufungen lassen sich in einem 12 bit Grauwertbild spei-
chern. Das menschliche Auge ist jedoch nicht in der Lage, selbst unter idealen Voraus-
setzungen, mehr als 900 unterschiedliche Grauwerte zu unterscheiden [30]. Um jedoch
trotzdem das gesamte Wertespektrum zu nutzen, wird im klinischen Alltag eine Fens-
terung benutzt, die dafiir sorgt, dass nur ein Teil der Werte auf die Grauwertskala ab-
gebildet wird. Zu diesem Zweck ist eine Fensterbreite (WW, engl. window width) und
ein Fensterzentrum (WL, engl. window level) definiert durch

WW = CTmax — CTmin (2.9)
WL = (CTmax + CTimin) /2. (2.10)

Nach angewandter Fensterung wird allen Werten, die gréRer sind als CTpax, der hellste
Grauwert und allen Werten, die kleiner sind als CTy,;,, der dunkelste Grauwert zuge-
wiesen. Den Werten, die dazwischen liegen, wird eine lineare Verteilung der méglichen
Grauwerte zugewiesen. In Abbildung 2.10 ist eine Schicht auf Hohe der Lungen einmal
im Lungenfenster mit WL = -500 HU und WW = 1500 HU und einmal im Weichteil-
fenster mit WL = 50 HU und WW = 350 HU dargestellt. Das Lungenfenster ermdglicht
eine genaue Differenzierung des Lungengewebes, wihrend das Weichteilfenster geeig-
neter ist, um das Mediastinum zu begutachten.

Weichteilfenster

Lungenfenster

0
100
200
= >
NS =
300
400
/ 500 \‘ _—
0 100 200 300 400 500 0 100 200 300 400 500
Ny Ny

Abbildung 2.10: CT-Schicht auf Hohe des Herzens. Auf der linken Seite ist die Schicht
im Lungenfenster (WL = -500 HU, WW = 1500 HU), auf der rechten Seite im Weich-
teilfenster (WL = 50 HU, WW = 350 HU) dargestellt.
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2.2. GRUNDLAGEN DER COMPUTERTOMOGRAPHIE

Das Lungenfenster in Abbildung 2.10 weist einen kleinsten Wert von
CTmin = WL — (WW)/2 = -1250HU auf. Da die gingige Skala jedoch eine unte-
re Grenze mit -1024 HU fiir Luft besitzt, ist der dunkelste Wert in der Abbildung nicht
schwarz, sondern ein hellerer Grauwert.

2.2.1 Geometriebeschreibung

Ein GroRteil der Algorithmen zur Bildrekonstruktion von CT-Bildern wurde fiir die
Parallelstrahlgeometrie entwickelt. Jedoch ist es durch eine Umsortierung der gemes-
senen Projektionsdaten leicht moglich, eine Facherstrahlgeometrie in eine Parallel-
strahlgeometrie umzuwandeln, denn fiir jeden Projektionsstrahl in der Parallelstrahl-
geometrie ldsst sich ein Projektionsstrahl in der Ficherstrahlgeometrie finden, wel-
cher den gleichen Verlaufsweg aufweist. Hierzu sei zundchst die Geometriebeschrei-
bung eines Computertomographen in Abbildung 2.11 gegeben. Die Entfernung von
der Rontgenquelle zum Mittelpunkt der Gantry ist beschrieben durch FCD (engl. fo-
cus center distance), die Entfernung vom Detektor zum Mittelpunkt ist beschrieben
durch DCD (engl. detector center distance) und die Gesamtstrecke von der Quelle zum
Detektor ist beschrieben durch FDD (engl. focus detector distance). Zur vereinfachten
Beschreibung von Positionen und Winkeln wird das Weltkoordinatensystem (x,y)”
eingefiihrt, welches den Ursprung im Mittelpunkt der Gantry besitzt. Die GroRe des
Messfelds ist durch den Offnungswinkel ¢ des Ficherstrahls und der GréRe des Detek-
tors vorgegeben (siehe hierzu auch Abbildung 2.13).

Aus den Geometriebeschreibungen in Abbildung 2.11 geht hervor, dass sich die Ront-
genquelle entlang der Trajektorie, beschrieben durch (—FCD sin6,FCD cos ), be-
wegt, wobei 8 den Rotationswinkel zwischen der y-Achse und der Réntgenquelle kenn-
zeichnet. Die Messdaten einer gesamten Akquirierung in Ficherstrahlgeometrie lassen
sich durch den Zusammenhang

¢ = —FCDsina (2.11)
0 =a+0 (2.12)

in Messdaten in Parallelstrahlgeometrie umwandeln. Dieser Prozess des Rebinnings
ist in Abbildung 2.12 dargestellt. Der Projektionsstrahl in der Ficherstrahlgeometrie
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KAPITEL 2. GRUNDLAGEN

Abbildung 2.11: Geometriebeschreibung von Abstdnden bei einem Computertomogra-
phen. FCD (engl. focus center distance) beschreibt den Abstand zwischen dem Ur-
sprung und der Rontgenquelle. DCD (engl. detector center distance) beschreibt den
Abstand zwischen Ursprung und dem Detektor. FOV (engl. field of view) beschreibt die

GroRRe des Messfeldes.
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2.2. GRUNDLAGEN DER COMPUTERTOMOGRAPHIE

mit dem Rotationswinkel 6 und dem Offnungswinkel a relativ zum zentralen Projek-
tionsstrahl entspricht dem Projektionsstrahl in der Parallelstrahlgeometrie mit Rota-
tionswinkel 6’ und der Translation & relativ zum zentralen Projektionsstrahl. Diese
einfache Transformation ermdglicht es, die folgenden Methodiken stets in einer Par-
allelstrahlgeometrie zu beschreiben.

Abbildung 2.12: Rebinning von Facherstrahlgeometrie zur Parallelstrahlgeometrie.
Der Projektionsstrahl in der Ficherstrahlgeometrie mit Rotationswinkel 6 und Off-
nungswinkel « entspricht dem Projektionsstrahl in der Parallelstrahlgeometrie mit
Rotationswinkel 6’ und Translation .

Zur weiteren Beschreibung von Zusammenhéngen ist es sinnvoll, zusétzlich zum Welt-
koordinatensystem (x,y)” ein mit der Réntgenquelle rotierendes Koordinatensystem
(17,&)T einzufiihren. Wie aus Abbildung 2.13 ersichtlich, l4sst sich eine Transformation
zwischen den beiden Koordinatensystem durch

¢ cosf@ sinf X
= ) (2.13)
n —sinf cosf| | y
realisieren. Dies entspricht einer Drehung um den Rotationswinkel 6. Analog gilt fiir
die inverse Transformation

[ X ] _ [C?S@ —sin@] [ ¢ ] ‘ (2.14)
y sinf  cosf| | 7
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KAPITEL 2. GRUNDLAGEN

Ahnlich wie in (2.5) l4sst sich die Intensit4t entlang einer Linie L¢ ¢ mit Winkel 6 und

Abbildung 2.13: Réntgenquelle mit Offnungswinkel ¢. Zusétzlich zum Weltkoordina-
tensystem (x,y)7 ist das um 6 rotierte Koordinatensystem (7, )" dargestellt.

Translationsvariable & daher beschreiben durch

- / f(&cosf —nsinf,Esinb + 1 cos ) dy
Ip(&) = e e : (2.15)

2.2.2 Radontransformation

Die Transformation einer Funktion f(x,y) unter einer Parallelstrahlgeometrie in ih-
re Projektionswerte beschreibt die Radontransformation und sei durch die folgende

Definition gegeben.

Definition 2.2.1. Sei f(x,y) — R eine Funktion mit x,y € R, ¢,7 € R und
6 € [0,271), dann ist die zweidimensionale Radontransformation gegeben als das Li-

nienintegral entlang der Linie Lz g durch
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2.2. GRUNDLAGEN DER COMPUTERTOMOGRAPHIE

Ro{f(x,y)} = pe(d) = /f(§c050 —nsinf,{sinf +ncosf)dy.  (2.16)
Lz

Theorem 2.2.1. Die Radontransformation besitzt die Eigenschaften

pe(¢) = pot2-() (2.17)
po(8) = potn(—3). (2.18)

Wobei (2.17) zeigt, dass die Radontransformation periodisch in @ mit der Periode 277 ist
und (2.18) eine Symmetrie in 6 mit Periode 7t darstellt. Der Beweis kann bei Faridani
et al. nachgelesen werden [31], [32].

Bemerkung. Analog zur Radontransformation ldsst sich die X-Ray-Transformation de-
finieren, welche im Zweidimensionalen, abgesehen von der Parametrisierung, iden-
tisch zur Radontransformation ist. In h6heren Dimensionen gibt es jedoch Unterschie-
de beziiglich der Integrationsflache. In der Radontransformation wird iiber einer Hy-
perebene integriert, wohingegen in der X-Ray-Transformation weiterhin entlang ei-
ner Linie integriert wird. Da der ALIR-Algorithmus jedoch zunéchst fiir die zweidimen-
sionale Rekonstruktion vorgestellt wird, wird fiir eine genauere Betrachtung auf die
Arbeiten von Faridani et al. verwiesen [32].

Eine Iteration iiber alle Aufnahmewinkel 6 und Akquirierung der korrespondierenden
Projektionswerte iiber alle ¢ sorgt fiir das Fiillen des Radonraums. Wie stark dieser ge-
fiillt wird, ist abhédngig von der Anzahl an Dexeln und der Anzahl an Aufnahmewinkeln.

Abbildung 2.14 zeigt ein Softwarephantom mit einer simulierten Datenakquirierung
iber 1872 Dexel und 1152 verschiedene Winkel, welche tiber 360° verteilt sind. Durch
die verschiedenen Aufnahmewinkel weisen Punkte im Bildbereich nach der Projektion
einen sinusférmigen Verlauf im Radonraum auf. Dies gibt Anlass dazu, die Aufnahme
als Sinogramm zu bezeichnen.
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Abbildung 2.14: Beispiel einer Radontransformation. Das simulierte Sinogramm wurde
mit 1152 verschiedenen Winkeln iiber 360° und 1872 Dexeln erstellt.

2.2.3 Fourier-Slice-Theorem

Das wohl wichtigste Theorem im Zusammenhang mit der Computertomographie ist
durch das Fourier-Slice-Theorem oder Central-Slice-Theorem gegeben. Es zeigt einen
Zusammenhang zwischen Fourier- und Radontransformation, welcher eine erste Mog-
lichkeit der Bildrekonstruktion bereitstellt. Im Folgenden wird im Detail gezeigt, dass
die eindimensionale Fouriertransformation der Projektionen als radiale Linien, die zum
jeweiligen Aufnahmewinkel korrespondieren, im kartesischen Fourierraum des Objek-
tes identifiziert werden kénnen.

Theorem 2.2.2. Sei die eindimensionale Fouriertransformation von py (&) gegeben
durch

[ee]

Flpo(©)} = Polke) = [ po(@))e 4 de (2.19

—00

und die zweidimensionale Fouriertransformation von f(x,y) gegeben durch

F{f(x,y)} = Flkx, ky) = / / fx,y)e 2k ti) dx dy, (2.20)
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dann gilt

Py(kg) = F(kx, ky) (2.21)

kx :k§ cos 0, ky :kér sinf *

Mit anderen Worten, die eindimensionale Fouriertransformation einer Projektion
po(¢) entspricht der zweidimensionalen Fouriertransformation des Bildes f (x, y) eva-
luiert unter dem Winkel 6.

Beweis. DasEinsetzen des Zusammenhangsk, = kg cos @ undk, = kg sin 0in F (ky, ky)

F(ky,ky) /

Weiter kann durch (2.13) eine Substitution der Variablen x und y durch ¢ und # vor-

ergibt

Flx o~ 27i(kg cos Ox+ke sin0y) 4, dy. (2.22)

8\8

genommen werden, was zu

F(kx, ky) / /f((;‘cose—UsinG,CsinG—i—ﬂCOSO)

e*ZHi(kg cos 0(& cos 0 —1 sin 0) +kg sin 6(¢ sin 6+17 cos 6)) de d}’] (2.23)

fiihrt. Da weiter cos? 0 + sin? § = 1 gilt, l4sst sich die Gleichung vereinfachen zu

F(ky,ky) /

Aufgrund der Unabhingigkeit des Exponentialterms von # ldsst sich dieser vor das

f(&cos® —nsinb, ¢ sin + 1 cos G)e’z’ﬁkég dédy. (2.24)

8\8

zweite Integral ziehen und ergibt damit

[ee]

F(kyx, ky) = /e—zmkgg /f((_fcosé—nsin@,ésin()—l—iycos@)dn dé. (2.25)

—00
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Bei genauerer Betrachtung der Gleichung zeigt sich, dass das innere Integral der Pro-
jektion pg(¢&) aus (2.16) entspricht und somit

F(kx, ky)

kx:kgcose,ky:kgsine = / pe(é)e_znlkgé dé (2-26)

gilt. Da per Definition die rechte Seite in (2.26) der eindimensionalen Fouriertransfor-
mation von py(¢) entspricht, ist die Behauptung (2.21) bewiesen. O

In Abbildung 2.15 ist der Zusammenhang, welcher durch das Fourier-Slice-Theorem
gegeben ist, dargestellt. Um die Extraktion der Frequenzdaten aus dem Frequenzraum
F(kx, ky) fiir den Winkel 6 zu beschreiben, wird der Slice-Operator S{-} benutzt.

2.2.4 Direkte Fourier-Rekonstruktion

Aus dem Fourier-Slice-Theorem ldsst sich zunéchst ein leicht ersichtlicher Rekonstruk-
tionsansatz ableiten [33]. Angefangen mit einer eindimensionalen Fouriertransforma-
tion der aufgenommenen Projektionsdaten py (&) werden die resultierenden Frequenz-
daten Py(k¢) in einem zweidimensionalen Raum angeordnet. Die Anordnung ist dabei,
so wie es in (2.21) beschrieben ist, abhidngig vom jeweiligen Aufnahmewinkel 6 der
Projektion (vergleiche hierzu Abbildung 2.15). AnschlieBend kann eine inverse zwei-

dimensionale Fouriertransformation durchgefiihrt werden, welche zum gewtiinschten

Bild f(x,y) = F'{F(ky,ky,)} fiihrt.

Unter Berticksichtigung des diskreten Charakters eines realen Datensatzes wird bei
der Anordnung der Frequenzdaten Py (k¢) in der zweidimensionalen Matrix F (ky, k;)
jedoch ein zusitzlicher Interpolationsschritt bendtigt. Die Daten Py (&) werden abhin-
gig von 6 auf einem Polargitter angeordnet. Um die inverse Fouriertransformation
F{F(ky,ky)} mit Hilfe von schnellen Algorithmen durchzufiihren, bedarf es jedoch
in der Regel einer Anordnung auf einem kartesischen Gitter.! Die Transformation vom

“Neuartige schnelle Algorithmen zur Durchfiihrung der Fourier- und inversen Fouriertransformati-
on erlauben auch eine nicht-dquidistante Anordnung der Daten [34], [35]. Auch effektive Algorithmen,
welche speziell fiir Daten modifiziert sind, die sich auf einem Polargitter befinden, sind Bestandteil der
aktuellen Forschung [36], [37]
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y
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Abbildung 2.15: Schematische Darstellung des Fourier-Slice-Theorems. Um die Extrak-
tion der Frequenzdaten aus den Frequenzraum F (ky, k) fiir den Winkel 6 (dargestellt
durch eine blaue Linie) zu beschreiben, wird der Slice-Operator S{-} benutzt.
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Py(kg) in Polarkoordinaten F(ky, ky) in kartesischen Koordinaten
ky

A

Interpolation

Abbildung 2.16: Anordnung der aufgenommenen und Fourier-transformierten Projek-
tionwerte in Polarkoordinaten und die benétigten Frequenzdaten F(ky, k) in karte-
sischen Koordinaten. Fiir die Transformation zwischen den beiden Koordinatensyste-
men ist im diskreten Fall ein Interpolationsschritt notwendig.

Polargitter zu einem kartesischen Gitter kann mit Hilfe einer bilinearen Interpolation
vollzogen werden. Der zusitzliche Rechenaufwand dieser Interpolation macht diesen
einfachen Rekonstruktionsansatz jedoch in der Realitédt unbeliebt.

2.2.5 Gefilterte Riickprojektion

Die gefilterte Riickprojektion (FBP, engl. filtered backprojection) benétigt keinen In-
terpolationsschritt und ist aufgrund des resultierenden Geschwindigkeitsvorteiles das
verbreitetste Rekonstruktionsverfahren im Bereich der Computertomographie. Be-
trachtet man die inverse Fouriertransformation von F(ky, k)

Flky, ky)e 2M0kctvk) g dky,  (2.27)

\8

Floy) = F {Fkky)} = [

3

und appliziert die Substitutionen ky = kgcost und k, = kgzsin6, so miissen die
infinitesimalen Flichenelemente dk dk, transformiert werden zu | dkz d6. Hierbei
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beschreibt

cos 0 sin 0

ok, ok
a(ké’,e) oky aky

00 00
= k¢ (cos? 6 +sin® §) = ke

kgsin® kg cos® (2.28)

die Funktionaldeterminante oder Jacobi-Determinante. Der Zusammenhang zwischen
den beiden Koordinatensystemen ist in Abbildung 2.17 schematisch dargestellt. Die in-
finitesimalen Flachenelemente besitzen im kartesischen Koordinatensystem an jeder
Position die gleiche GréRe, wohingegen die GroRe der Flichenelemente im Polarko-
ordinatensystem abhingig von der Entfernung zum Koordinatenursprung ist. Somit
ergibt sich fiir (2.27)

27T

f(xJU::‘/:/IngcosQkfsh19ﬁ¥"mdx“”9+y$nmkgdkgd@. (2.29)
0 0

Wobei hier zu beachten ist, dass F durch die Koordinatentransformation nun eine Ab-
hingigkeit von ks und 6 besitzt und die Integrationsgrenzen beziiglich dieser Trans-
formation angepasst wurden. Teilt man nun weiter das Integral in die Intervalle [0, 77|
und |77, 277] auf, so ergibt sich

T o0
f(X,]/) — //P(kg’G)ezmkg(xcoseersinG)kg dk@f de
0 0

27T o0
+ [ [ Pl 0)ermstreostysindli, di do. (2.30)

T 0

Durch eine Verschiebung des Winkelbereiches um 7t fiir den zweiten Term in (2.30) und
unter Beriicksichtigung der Symmetrieeigenschaften von F kann man die Gleichung
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dky

Abbildung 2.17: Der Unterschied zwischen den infinitesimalen Flichenelementen der
beiden Koordinatensysteme. Die Flichenelemente im Polarkoordinatensystem sind
abhingig von der Entfernung zum Koordinatenursprung, wohingegen die Elemente
im kartesischen Koordinatensystem an jeder Position jeweils die gleiche GroRe besit-
zen.

umformulieren zu

T o0
f(X,]/) — //F(kg’Q)ezmkg(xc059+ysin9)k§ dkg de
0 0

T 0

+//F(kg,9)627rik§(xc059+ysin9)(_ké) dkgde (2.31)
0 —o0
und zusammenfassen zu
T OO
flxy) = / / F(kz, §)¢?ike xcos0+5in0) | k. g, (232)
0 —

Durch Ausnutzung des Fourier-Slice-Theorems konnen die Frequenzdaten des Bildes
durch die Frequenzdaten der Projektionen ersetzt werden und man erhalt

7T ©0

Flxy) = / / Py (kz)e™ el Iz dlkz . (2:33)

0 —o0
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Wobei zu beachten ist, dass hierbei die Eigenschaft { = xcos6 + ysin 6 aus (2.13)
ausgenutzt wurde.

Bei genauerer Betrachtung von (2.33) ist ersichtlich, dass

(o]

pa(2) = / Py (kg )e? ™€ |z | kg (2.34)

—00

einer Hochpassfilterung gleichzusetzen ist, denn die Multiplikation von Py (kg) mit |ke|
fithrt zu einer linearen Gewichtung des Spektrums von py(¢). Somit beschreibt pj ()
also die gefilterte Projektion pg (&) und die gefilterte Riickprojektion ist gegeben durch

flxy) = / ps(&)do. (2.35)

Wie bereits aus der Rekonstruktionsvorschrift (2.35) ersichtlich ist, kann mit dem Re-
konstruktionsprozess schon nach der Akquirierung einer einzelnen Projektion begon-
nen werden. Dies ermdglicht eine auBerordentlich schnelle Rekonstruktion des ge-
scannten Objektes, was auch den Grund dafiir liefert, dass die gefilterte Riickprojektion
im klinischen Alltag der meistgenutzte Rekonstruktionsalgorithmus ist.

2.3 Artefakte in der Computertomographie

Auch wenn die Computertomographie hinsichtlich der Bildqualitit in den letzten Jahr-
zehnten eine enorme Entwicklung vollzogen hat, gibt es noch eine Vielzahl an Einfluss-
faktoren, die negative Effekte auf die Qualitdt der Bilder haben konnen. Die verschie-
denen Urspriinge solcher Bildartefakte werden im Folgenden kurz erldutert. Fiir eine
detailliertere Auseinandersetzung mit den verschiedenen Artefakttypen sei jedoch auf
die Arbeit von De Man verwiesen [5].
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2.3.1 Rauschen

Rauschen in den Messdaten hat im Allgemeinen seinen Ursprung im Quantenrauschen
der Photonen und fithrt daher zu der Annahme, dass dieses in Form einer Poisson-
Verteilung vorliegt [5], [38]-[40]. Die statistische Schwankung im Rohdatenraum er-
zeugt dabei helle und dunkle Streifenartefakte im Bildbereich, welche sich iiber das
gesamte Bild ausbreiten kdnnen. Die Ausprigung der Artefakte ist zumeist verstarkt
entlang von Projektionen, welche durch stark absorbierendes Material verlaufen, da
das Signal-Rausch-Verhiltnis (SNR, engl. signal-to-noise ratio) der gemessenen Inten-
sitdt eine nicht-lineare Abhingigkeit in Form von

SNR ~ ¢~ P/? (2.36)
zur rauschfreien Absorption p entlang eines Strahles aufweist [5].

Das Rauschen kann reduziert werden, indem die verwendete Stromstarke I, erhoht
wird. Dies hat jedoch Auswirkungen auf die Strahlenbelastung des Patienten und sollte
daher nicht als Mittel eingesetzt werden. Wahrend der Aufnahme kann jedoch darauf
geachtet werden, dass der Patient geeignet gelagert wird. Indem beispielsweise dafiir
gesorgt wird, dass sich die Extremititen auRerhalb des Messfeldes befinden, wird die
Absorption der Strahlung reduziert, was zu mehr messbarer Intensitit an den Detek-
toren fithrt und daher den Einfluss des Rauschens reduziert. Gleichzeitig wird hierbei
die Strahlenbelastung des Patienten verringert.

2.3.2 Streuung

Wie bereits in Kapitel 2.1.4 angemerkt, kann Streustrahlung mit Hilfe von Kollimato-
ren, welche dem Detektor vorgeschaltet sind, entgegengewirkt werden [41]. So kann
verhindert werden, dass die gestreuten Photonen, welche zumeist aus dem Compton-
Effekt hervorgehen (siehe hierzu Abschnitt 2.1.2), auf ein Detektorelement treffen. Da
die vollzogene Richtungsdnderung jedoch nahezu beliebig ist, konnen nicht alle ge-
streuten Photonen durch diese Methode aus der Messung entfernt werden. Aufgrund
der Tatsache, dass durch die Richtungsdnderung die Weginformation der Photonen
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nicht mehr vorhanden ist, sind diese Photonen nutzlos fiir die Rekonstruktion des
Bildes. Anders als beim Rauschen, zeigt die Streuung eine relativ gleichférmige Ver-
teilung auf den gemessen Intensititen und kann in der Theorie sogar approximativ
durch einen globalen Offset auf den Intensititen simuliert werden® [5], [41]. In der
Konsequenz weisen Projektionen in Richtungen hoher Abschwichung den stérksten
Fehler auf, da die geringe Restintensitdt nach dem Durchqueren des Objektes einen ho-
hen Streuanteil besitzt. In den rekonstruierten Bildern verursacht die Streuung dunkle
Schatten, die eine dhnliche Erscheinung haben wie Strahlaufhédrtungsartefakte, wel-
che im nédchsten Abschnitt vorgestellt werden.

2.3.3 Strahlaufhirtung

Im Rahmen des Lambert-Beer’schen Gesetzes wurde in (2.6) bereits notiert, dass Ab-
schwichungskoeffizienten u eine Abhingigkeit von der Energie E aufweisen [42]. Da
die falsche Annahme, dass der Rontgenstrahl eine monochromatische Energie besitzt,
in den meisten Rekonstruktionsalgorithmen jedoch vorausgesetzt wird, entstehen Ar-
tefakte.

Das polychromatische Spektrum des Rontgenstrahls kann sich auf dem Weg von Ront-
genquelle zum Detektor verdndern. Beim Durchqueren der Materie werden niede-
renergetische Photonen der polychromatischen Strahlung mit einer hoheren Wahr-
scheinlichkeit absorbiert als hochenergetische Photonen. Die Konsequenz ist, dass die
mittlere Energie des Rontgenstrahls zunimmt und die Rontgenstrahlung damit ,,har-
ter* wird. Im weiteren Verlauf wird die hochenergetische Strahlung beim Durchdrin-
gen des Gewebes weniger abgeschwicht. Die Folge ist eine nicht-lineare Abhidngigkeit
der Gesamtabschwichung zur Dicke des absorbierenden Materials und eine vom Win-
kel abhdngige mittlere Energie des Rontgenspektrums.

Dieser Effekt der Strahlaufhirtung spiegelt sich in den rekonstruierten Bildern in Form
von dunklen Schattenartefakten wider, welche die grofte Auspragung in Richtung von

>Man beachte, dass dies nicht bedeutet, dass die Streuung unabhingig vom Material des zu scannen-
den Objektes ist. Die Wahrscheinlichkeit, dass Streuung und insbesondere der Compton-Effekt auftritt,
ist abhingig von der Elektronendichte des zu scannenden Materials. Der Elektronendichteunterschied
zwischen den verschiedenen Materialien im menschlichen Korper ist jedoch gering.
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Abbildung 2.18: Die Verdnderung des Rontgenspektrums einer Wolfram-Réntgenrchre
nach Filterung mit Hilfe einer Aluminiumschicht der Stirke 1 mm, 2 mm, 5 mm, 10 mm
und 15 mm. Die simulierte R6hrenspannung betrédgt 120 kV. Alle dargestellten Werte
basieren auf Daten, welche vom National Institute of Standards and Technology (NIST)
bereitgestellt wurden und mit Algorithmen von John M. Boone et al. verarbeitet wur-

den [9].

hoher Abschwichung aufweisen [43]-[46]. Auf Seiten der Instrumentierung kann die-
ser Effekt mit Hilfe von physikalischen Filtern reduziert werden. Diese Filter werden
in Form von Platten direkt hinter der Quelle positioniert und verursachen so eine ge-
eignete Abschwichung des Strahles, um die niederenergetischen Photonen herauszu-
filtern. Als geeignetes Filtermaterial wird beispielsweise Aluminium oder Kupfer ge-
nutzt [6, S. 427]. In Abbildung 2.18 ist der Effekt einer Aluminiumplatte, welche vor
die Quelle positioniert ist, zu sehen. Die Aluminiumplatte weist verschiedene Stirken
zwischen 1 und 15 mm auf. Mit zunehmender Stdrke ist eine Verschiebung der mitt-
leren Energie zu einer hoheren Energie erkennbar. Tabelle 2.1 zeigt die Verschiebung
der mittleren Energie im Detail. Bei einer Beschleunigungsspannung von 120 kV weist
das ungefilterte Spektrum eine mittlere Energie von ca. 51 keV auf, wohingegen das
Spektrum nach einer Filterung durch eine 5 mm starke Aluminiumplatte schon eine
deutlich hohere mittlere Energie von ca. 60keV besitzt. Nach der Filterung mit Hilfe
einer 15 mm starken Aluminiumplatte verschiebt sich die mittlere Energie weiter auf
ca. 67 keV.
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Materialstirke Al / mm mittlere E / keV

0 51,520
1 54,022
2 55,858
5 59,663
10 63,712
15 66,588

Tabelle 2.1: Die mittlere Energie einer Wolfram-Rontgenrshre nach Filterung mit Hil-
fe von Aluminium in verschiedenen Stirken bei einer Beschleunigungsspannung von
120kV.

Zur Reduzierung von Strahlaufhirtungsartefakten ist es, abgesehen von der Hardwa-
refilterung, moglich, das polychromatische Spektrum des Réntgenstrahls mit in den
Rekonstruktionsalgorithmus zu integrieren [14], [15], [47]. Dabei werden zumeist ver-
schiedene Energien des Spektrums beriicksichtigt, was einen hohen Rechenaufwand
zur Folge hat. Durch den heutzutage vermehrten Einsatz von GPU-gestiitzten paral-
lelen Algorithmen gewinnt diese Art der Artefaktreduzierung jedoch erst seit kurzer
Zeit an Popularitit.

2.3.4 Nicht-linearer Partialvolumeneffekt

Betrachtet man einen Rontgenstrahl, welcher auf ein einzelnes Detektorelement trifft,
so kann dieser aufgrund der Breite des Strahles und des Detektorelements von ver-
schiedenen nebeneinander liegenden Strukturen abgeschwécht werden. Sei wie in Ab-
bildung 2.19 angenommen, dass es zwei Strukturen mit den Abschwichungskoeffizien-
ten 1 und y, gibt. Die Anfangsintensitit I liegt dann nach Durchquerung der Struk-
tur mit y; in Form von I; und nach Durchquerung der Struktur mit y;, in Form von
I, vor. Die meisten Rekonstruktionsalgorithmen erwarten in diesem Fall eine Mittlung

der Projektionswerte in Form von

pl + pz 1 11 12 Il Iz
- 17 — _ . _— - — —_—, 2
5 = < In T, In L)~ In I 1o (2.37)
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Abbildung 2.19: Schematische Darstellung fiir eine beispielhafte Konfiguration, wel-
che einen Partialvolumeneffekt zur Folge hat. Der Rontgenstrahl mit der Intensitat I
trifft auf dem Weg zu einem Detektorelement auf zwei Strukturen mit unterschied-
lichen Abschwichungskoeffizienten. Am Detektorelement miissen die eintreffenden
Intensitdten [; und I, gemittelt werden.

Am Detektorelement werden jedoch die gemessenen Intensitdten gemittelt und an-
schlieBend durch Logarithmierung in Form von

L L

=1 _|_ =2

p=—Int—_in (g) (2:38)
Iy 2

zur Gesamtabschwichung umgewandelt (vergleiche hierzu (2.7)). Da weiter die Inten-
sitdtswerte I; und I, physikalisch bedingt stets positiv sind, gilt

L I,

bk o

Iy Iy 112

—_— > ==, 2.39
2 —\ LI ( )

Folglich ist die Messung (2.38) in der Regel eine Unterabschitzung von (p; + p2) /2 [5].

Fiir den Fall, dass I; = I,, entsteht durch die falsche Annahme in (2.37) kein Fehler,
sind die beiden Intensititswerte jedoch stark unterschiedlich, so verursacht diese Fehl-
abschitzung eine starke Variation in den Rohdaten. Da die Anderung in den Projekti-
onswerten zudem winkelabhingig ist, ergeben sich Inkonsistenzen in der gesamten
Messung. Diese zeichnen sich in den rekonstruierten Bildern durch unscharfe Kanten
und Streifenartefakte aus.

2.3.5 Bewegungsartefakte

Fiir die Rekonstruktion eines Objektes sind Projektionswerte aus verschiedenen Win-
keln notwendig, wobei die hinreichende Winkelspannweite dabei abhéngig von der
Geometrie des genutzten Tomographen ist. Unabhéngig davon gilt jedoch stets, dass

40



2.3. ARTEFAKTE IN DER COMPUTERTOMOGRAPHIE

die aufgenommenen Daten konsistent zueinander seien miissen. Angenommen ein Ob-
jekt, welches die GroRe eines einzelnen Pixels besitzt, bewegt sich wihrend der Auf-
nahme. So befindet es sich unter dem Winkel ; an der Position ¢; und unter dem
Winkel v, an der Position ¢, mit 1 # 7, und &; # &,. In der Rekonstruktion hat
dies zur Folge, dass das Objekt winkelabhingig durch die verschiedenen Projektionen
an unterschiedlichen Positionen rekonstruiert wird. Folglich entsteht eine mehrfache
Abbildung des Objektes im rekonstruierten Bild. Zusitzlich entstehen Streifenartefak-
te, welche die verschiedenen Positionen des bewegten Objektes verbinden.

Bewegungsartefakte treten am haufigsten bei Patienten auf, welche nicht in der Lage
sind, sich wihrend der Aufnahme still zu verhalten. Das Nutzen von Lagerungs- und
Fixationshilfen kann in diesem Fall den Effekt reduzieren. Auch das Nutzen von Sedati-
va kann gegebenenfalls genutzt werden, um Bewegungen zu minimieren. Eine weitere
Moglichkeit besteht darin, die Aufnahmezeit, beispielsweise durch Eingrenzung des
Aufnahmefeldes oder Erniedrigung der Rotationszeit, zu verringern.

Bei der Bildgebung von sich bewegenden Organen, wie zum Beispiel Herz oder Lun-
ge, entstehen in der Regel Pulsationsartefakte, welche eine unscharfe Abbildung der
Organe verursacht. Dieses Problem kann jedoch beispielsweise durch die Verwendung
einer EKG-gesteuerten Aufnahme bewiltigt werden. Hierbei werden Projektionen im-
mer nur dann aufgenommen, wenn sich das Herz in der selben Phase befindet. Somit
wird sichergestellt, dass sich das Herz nahezu an der gleichen Position befindet. Be-
vorzugt wird in diesem Fall die Diastole, da sich das Herz in dieser Phase kaum bewegt
und sich in einem entspannten Zustand befindet [48]-[52].

2.3.6 Aliasing

Das Nyquist-Theorem besagt, dass die Abtastfrequenz mindestens doppelt so grof sein
muss wie die maximal darzustellende Bildfrequenz, damit es aus dem diskreten Signal
wieder exakt rekonstruiert werden kann [53]. Wird dieses Theorem nicht eingehalten,
so entstehen Aliasing-Artefakte im rekonstruierten Bild. Bei einer Unterabtastung im
Sinne von zu wenig Winkelschritten bei der Aufnahme entstehen Streifenartefakte,
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welche das gesamte Bild tiberlagern und in alle Richtungen weisen. Eine Unterabtas-
tung im Sinne von zu wenig Projektionen pro Winkelschritt verursacht zirkuldre Mus-
ter, welche tangential zu starken Kanten verlaufen.

Das Ermitteln einer geeigneten Anzahl an Projektionen und Winkelschritten ist auf-
grund der Abhingigkeit vom aufgenommen Objekt, der Breite des Rontgenstrahles
und dem genutzten Rekonstruktionsalgorithmus nicht trivial [5], [54]. Jedoch lassen
sich sowohl fiir die Anzahl an Detektorelementen pro Aufnahmewinkel als auch fiir
die Anzahl an Winkelabstufungen eine untere Grenze abschitzen [6, S.258]. Diese be-
sagt, dass die Anzahl der Detektorelemente groRer sein sollte als die doppelte Breite
des FOVs, geteilt durch den kleinsten Durchmesser des Messobjektes, und dass die An-
zahl an Winkelschritten mindestens so grof8 sein sollte wie 77/2 mal der Anzahl an
Detektorelementen.

Begriindet durch den diskreten Charakter der Aufnahme sind in der Praxis sehr hiufig
Aliasing-Artefakte prisent. Bei Aufnahmen mit Hilfe von modernen Computertomo-
graphen, welche Methoden wie den Flying-Focal-Spot oder Detektor-Offset ausnutzen,
ist die Auspragung dieser Artefakte jedoch meist sehr gering und nur in einer bestimm-
ten Fensterung sichtbar [5], [55], [56].

2.3.7 Metallartefakte

Metallartefakte haben ihren Ursprung nicht in einem einzelnen physikalischen Ef-
fekt, sondern sind vielmehr eine Kombination der bereits vorgestellten Phdnomene.
Durch stark abschwdchende Objekte, wie zum Beispiel Metallimplantate oder chirurgi-
sche Instrumente, werden die Effekte verstérkt, welche durch Strahlaufthirtung, nicht-
linearem Partialvolumeneffekt, Streuung oder Rauschen verursacht werden.

In Abbildung 2.20 ist ein axialer CT-Schnitt eines Patienten mit einer doppelten Hiift-
Totalendoprothese abgebildet. Deutlich sind Strahlaufhédrtungsartefakte zu erkennen,
welche die beiden Implantate verbinden. In der nahen Umgebung der Prothesen sind
zusitzlich dunkle Schatten zu sehen, welche ihren Ursprung ebenfalls in der Strahlauf-
hirtung besitzen. Auch Artefakte, welche durch Streuung verursacht wurden, zeigen
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Abbildung 2.20: Rekonstruktion einer axialen Schicht auf Hoéhe des Beckens. Der un-
tersuchte Patient besitzt eine doppelte Hiift-Totalendoprothese, welche die Ursache
fiir verstdrkte Streu-, Rausch- und Strahlaufhidrtungsartefakte sind. Das rekonstruier-
te Bild ist in einer Fensterung mit WL=-200 HU und WW=1000 HU dargestellt.

eine dhnliche Auspriagung. Dariiber hinaus ist das gesamte rekonstruierte Bild iiberla-
gert von Streifenartefakten, die durch Rauschen und dem Partialvolumeneffekt her-
vorgerufen werden. Aliasingartefakte konnen in der dargestellten Fensterung nicht
erkannt werden und sind in Anbetracht der starken Auspragung von Streifen- und
Schattenartefakten zu vernachldssigen.

Die extreme Manifestation der Artefakte sorgt dafiir, dass das rekonstruierte Bild stark
an diagnostischem Wert verliert. Speziell der Bereich zwischen den beiden Prothesen
verliert deutlich an Informationen. So kann beispielsweise der Umriss der Prostata
nicht mehr erkannt werden. Zusitzlich verhindern insbesondere in der Ndhe der Im-
plantate helle und dunkle Schattenartefakte eine genauere Differenzierung der Weich-
teilstrukturen.

Im Kapitel 4 wird der ALIR-Algorithmus vorgestellt, welcher eine Reduktion von Arte-
fakten ermoglicht, indem Vorwissen tiber das Metallobjekt in einen iterativen Rekon-
struktionsalgorithmus integriert wird. Im Rahmen der Evaluierung des Algorithmus
werden verschiedene Korrekturverfahren aus der Literatur zum Vergleich herangezo-
gen. Diese werden in Abschnitt 5.1 vorgestellt.
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2.3.8 Unvollstindige Daten

Ein unvollstdndig gefiillter Rohdatenraum kann aus den verschiedensten Griinden vor-
liegen. Ein defektes Dexel kann beispielsweise fiir eine komplette Spalte ohne Messda-
ten im Sinogramm sorgen. Im rekonstruierten Bild macht sich dies durch kreisformige
Artefakte bemerkbar. Schon der Ausfall eines einzelnen Elementes kann zu einem stark
ausgepragten Artefakt fithren [57]-[59].

Bilder, welche von Aufnahmen resultieren, die nur in einem eingegrenzten Winkelbe-
reich (weniger als 180°) erstellt werden konnten, sind zumeist nicht in der Lage, Kan-
ten in orthogonalen Richtungen zu den aufgenommen Projektion darzustellen. Mit der
Eingrenzung des Winkelbereiches wird beispielsweise in der Tomosynthese gearbeitet.
Diese wird fiir Bildgebung der Mamma oder bei der Untersuchung von Muskel-Skelett-
Erkrankungen genutzt [60]-[62].

Liegt ein Teil des zu scannenden Objektes aulerhalb des FOVs, so fehlen Projektio-
nen, welche fiir die korrekte Rekonstruktion des kompletten Objektes notwendig sind.
Die dadurch entstehenden Artefakte werden als Truncation-Artefakte bezeichnet. Ab-
bildung 2.21 zeigt eine schematische Darstellung, in welcher das Objekt iiber das FOV,
welches in rot visualisiert ist, hinausragt. Die Folge ist, dass es immer Aufnahmewinkel
gibt, fiir welche ein Teil des Objektes abgeschnitten ist. Fiir die korrekte Rekonstrukti-
on des Objektes muss jedoch das gesamte Objekt in allen Winkelschritten sichtbar sein.

In Abbildung 2.22 ist das Sinogramm gezeigt, welches aus der oben beschriebenen Kon-
figuration resultiert. Deutlich ist zu erkennen, dass die Messdaten bis an den Rand des
Detektors reichen. Die Projektionswerte nahe des Randes fallen nicht auf Null ab und
indizieren daher eine GréRe des Objektes, welche nicht vollstindig von dem verwen-
deten Detektor abgebildet werden kann. Mit Hilfe der gefilterten Riickprojektion ist in
dieser Form eine eindeutige Losung fiir die Region auRerhalb des FOVs nicht bestimm-
bar. Auf der rechten Seite in Abbildung 2.22 ist die Rekonstruktion gezeigt, welche aus
den aufgenommenen Daten resultiert. AusschlieBlich die Bildinformationen innerhalb
des FOV's konnten korrekt rekonstruiert werden, da sie fiir alle Winkel in den Projek-
tionsdaten enthalten waren. Das FOV ist in Form eines hellen kreisférmigen Artefakts
zu erkennen. AuRerhalb dieser Region kann das Objekt nur erahnt werden.
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Abbildung 2.21: Schematische Darstellung fiir den Fall, dass das zu scannende Objekt
liber das FOV, hier dargestellt in rot, hinausragt. Die Folge ist, dass nicht fiir jeden Auf-
nahmewinkel das gesamte Objekt abgebildet werden kann.
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Abbildung 2.22: Unvollstdndiges Sinogramm, welches aus der Konfiguration in Abbil-
dung 2.21 resultiert. Die fehlenden Informationen im Sinogramm fithren zu ausgeprag-
ten Truncation-Artefakten im rekonstruierten Bild. Nur der Bereich, welcher sich im
FOV befindet, konnte rekonstruiert werden.
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Kapitel 3

Mathematische und
numerische Methoden

In Intelligenztests wird oft gefordert, eine gegebene Folge von Zahlen ag,a1,4a,,. . .
fortzusetzen. Aus mathematischer Sicht besitzt eine solche Folge, sofern keine weite-
ren Nebenbedingungen gegeben sind, meist keine eindeutige Funktionsvorschrift. Die
Folge 1,7, 16, 28,43, ... besitzt beispielsweise die logische Fortsetzung 61, 82, 106, . . .,
aber auch die periodische Fortsetzung 1,7, 16,....! Probleme solcher Art gehéren in
das mathematische Gebiet der inversen Probleme. Das hier gegebene inverse Problem
korrespondiert in diesem Fall zu dem direkten Problem, eine gegebene Funktionsvor-
schrift a : i — a; an geforderten Stellen i € IN auszuwerten. Die Funktionsvorschrift
ist hierbei also verantwortlich fiir die Generierung einer bestimmten Zahl a;. Im inver-
sen Problem wird also die unbekannte Ursache fiir eine bekannte Wirkung in Form von
einer gegebenen Zahlenfolge gesucht. Im Allgemeinen sind zwei Probleme immer dann
invers zueinander, wenn die Formulierung des einen die Lsung des anderen benétigt.
Im Folgenden wird man sehen, dass auch die Probleme, welche zur Rekonstruktion von
computertomographischen Bildern gel6st werden miissen, zum Kerngebiet der inver-
sen Probleme gehdren und nicht immer eine eindeutige Losung besitzen.

IFiir die logische Fortsetzung betrachtet man die Differenzen von aufeinanderfolgenden Zahlen:
6,9,12,15,18,21,24
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Im folgenden Kapitel werden direkte und inverse Problemstellungen vorgestellt, wel-
che dabei helfen, die Rekonstruktion von computertomographischen Bildern zu be-
schreiben. Des Weiteren wird betrachtet, wie das Problem der Bildrekonstruktion als
Optimierungsaufgabe formuliert werden kann. Hierzu werden zunéchst fundamentale
Begrifflichkeiten eingefiihrt. AnschlieBend werden Verfahren vorgestellt, welche zum
Losen der formulierten Optimierungsaufgaben verwendet werden. AbschlieRend wer-
den Grundlagen der Bildregistrierung diskutiert, welche fiir verschiedene Schritte im
ALIR-Algorithmus (siehe Kapitel 4) bendtigt werden.

3.1 Inverse Probleme

Da der Fachbereich der inversen Probleme eines der mathematischen Kerngebiete
fiir die Rekonstruktion von tomographischen Bildern darstellt, werden im Folgenden
grundlegende Begriffe eingefiihrt und Sachverhalte erldutert.

In Bezug auf die Computertomographie kann man das Bestimmen von Projektionsda-
ten mit Hilfe der Radontransformation bzw. das Durchfiihren einer computertomogra-
phischen Aufnahme als direktes Problem bezeichnen. Die ermittelten Projektionsda-
ten reprasentieren hierbei die Wirkung einer Ursache, welche in Form von Abschwa-
chung auftritt. Das hierzu korrespondierende inverse Problem hingegen ist dann for-
muliert als das Ermitteln der Abschwichungskoeffizienten basierend auf den gemes-
senen Projektionsdaten. Das Problem entspricht also der Identifizierung einer unbe-
kannten Ursache in Form von Abschwichungskoeffizienten in Abhidngigkeit einer be-
kannten Wirkung, dargestellt durch die gemessenen Projektionsdaten. Fiir eine exakte
Formulierung der beiden Probleme sei die folgende Definition gegeben.

Definition 3.1.1. Seik : X — Y eine Abbildung von dem Raum X in den Raum Y.
Mit dem direkten Problem wird das Ermitteln von k(x) fiir x € X bezeichnet. Das
inverse Problem beschreibt hingegen das Berechnen von x € X, sodass k(x) = y fiir
y € Ygilt.

Ein fundamentaler Unterschied zwischen direkten und inversen Problemen besteht
oft in der Schwierigkeit, diese zu 16sen. Hierzu fiihrte Jacques Hadamard im Jahr 1923
den Begriff des gut gestellten und des schlecht gestellten Problems ein [63].
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Definition 3.1.2. Seik : X — Y eine Abbildung zwischen den normierten Rdumen
X und Y. Dann heilt das Problem (k, X, Y) gut gestellt (engl. well-posed), wenn jede
der folgenden Eigenschaften erfiillt ist:

(i) Existenz: Fiir jedes y € Y gibt es (mindestens) ein x € X, sodass k(x) = y.
(ii) Eindeutigkeit: Fiir jedes y € Y gibt es maximal ein x € X, sodass k(x) = y.

(iii) Stabilitit: Die inverse Abbildung k=1 : Y — X ist stetig.

Ist mindestens eine dieser Bedingungen verletzt, so bezeichnet man das Problem
(k, X,Y) als schlecht gestellt (engl. ill-posed).

Bemerkung. Die Stabilitdts- oder Stetigkeitsbedingung in Definition 3.1.2 sorgt dafiir,
dass kleine Stérungen in y auch nur kleine Stérungen in x verursachen [64]. Ist diese
Bedingung verletzt, so kénnen kleine Anderungen in y zu starken Verdnderungen in x
fithren. Diese Eigenschaft ist gerade hinsichtlich verrauschter Messdaten von Bedeu-
tung.

Hadamard ging zundchst davon aus, dass mathematische Modelle, welche physikali-
sche Vorginge beschreiben, immer auf gut gestellte Probleme zuriickzufiihren sind.
Sollte sich jedoch ein schlecht gestelltes Problem ergeben, so kann dies nur an einem
ungenauen oder fehlerhaften Modell liegen. Diese Vermutung erwies sich jedoch spa-
ter als falsch. Inverse Probleme sind in der Regel schlecht gestellt. Hierbei ist die Ei-
genschaft der Stabilitdt meist von zentraler Bedeutung. Ist sie nicht erfiillt, so ist es
praktisch unmdglich, eine exakte Losung fiir ein gegebenes Problem zu finden. In der
Realitédt wird die Stabilitdt oft durch Stérungen in Form von Rauschen in der Messung
beeintrachtigt. Hingt die Losung eines Problems nicht kontinuierlich von den Messda-
ten ab, so hat die berechnete Lésung im Allgemeinen nichts mit der wirklichen Losung
zu tun. Um dieses Problem zu bewdltigen, ist es notwendig, zusétzliche Informationen
liber die Losung bereitzustellen. Diese Zusatzinformationen werden typischerweise in
Form von Nebenbedingungen oder mittels einer Regularisierung in die Problemstel-
lung integriert. Hierbei wird die Regularisierung im Wesentlichen dafiir verwendet, die
Schlechtgestelltheit des Problems zu bewiltigen. Nebenbedingungen hingegen wer-
den zumeist eingesetzt, um die Eindeutigkeit einer Lésung zu erzwingen.
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In Bezug auf die Computertomographie stellt die Forderung nach der Existenz kein
Hindernis dar. Die Forderung nach Eindeutigkeit kann jedoch in der Praxis leicht ver-
letzt werden. Insbesondere eine Beeintrachtigung durch nicht konsistente Daten, wel-
che beispielsweise durch Messrauschen verursacht wurden, kann hier ausschlagge-
bend sein. Auch Projektionen, welche durch Metall verlaufen, konnen durch Totalab-
sorption Inkonsistenzen hervorrufen, welche dazu fiihren, dass Linienintegrale nicht
mehr eindeutig und korrekt abgebildet werden kénnen. Die Forderung nach Stabilitat
bzw. die Forderung nach einer stetigen inversen Abbildung wird in der Praxis durch
viele Faktoren beeintrichtigt. Insbesondere Messrauschen beim Akquirieren der Pro-
jektionsdaten verhindert hier das Erfiillen der Bedingung. Weitere Faktoren, welche
die Stabilitit beeintrichtigen, sind Streuung, der Partialvolumeneffekt sowie Aliasing
und unvollstandige Daten. Im Speziellen verhindern insbesondere auch Projektionen,
welche durch Metall verlaufen, das Einhalten der Forderung.

Die hier beschriebenen Faktoren sind grundlegend und basieren auf den physikali-
schen Eigenschaften der computertomographischen Bildgebung. Dass es sich bei der
Rekonstruktion von computertomographischen Bildern um ein schlecht gestelltes
Problem handelt, kann jedoch auch aus einer mathematischen Betrachtung heraus ge-
zeigt werden. Die zweidimensionale Radontransformation basiert auf einer Menge von
Linienintegralen, welche unter verschiedenen Winkeln und Distanzen zum Ursprung
gebildet werden (siehe hierzu Abschnitt 2.2.2). Bei Linienintegralen handelt es sich
aus mathematischer Sicht um einen kompakten Operator. Kompakte Operatoren mit
finitem Bildbereich fiihren stets zu einem schlecht gestellten Problem [64, S. 20]. Folg-
lich handelt es sich auch bei der Rekonstruktion von tomographischen Bildern um ein
schlecht gestelltes Problem.

Eine Problemstellung, wie sie in Definition 3.1.1 formuliert ist, ist in der Realitédt daher
unpraktikabel. Vielmehr ist anzunehmen, dass anstatt einer exakten Messungy € Y
nur verrauschte Daten y‘5 mit

o] <o o
und dem Fehler § > 0 zur Verfiigung stehen. Die hieraus resultierende Gleichung
k(x) =1° (3.2)
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ist im Allgemeinen nicht mehr 16sbar, da grundsatzlich nicht davon auszugehen ist,
dass yy° im Wertebereich B(k) von k liegt. Daher ist es nur méglich, eine approximative
Losung x° € X zu suchen. Eine Moglichkeit, dies zu tun, besteht darin, eine Minimum-
Norm-Losung zu bestimmen. Hierzu wird ein x° gesucht, welches die Gleichung

¥ = argmin”k(x) — y5”z (3.3)

xeX
erfiillt. Durch diese Umformulierung des Problems kann eine Losung erzwungen wer-
den. Jedoch deutet ein kleines Residuum hierbei nicht zwangsldufig auf eine Nahe zur
exakten Losung hin.

3.2 Optimierung

Im letzten Abschnitt wurde gezeigt, dass das Losen eines inversen Problems auf ein
Minimierungsproblem reduziert werden kann. Auch die Rekonstruktion von tomogra-
phischen Bildern lésst sich auf ein Optimierungsproblem zuriickfiihren. Im Folgenden
wird nun eine kurze Einfithrung in das Gebiet der Optimierung gegeben. Die hier gege-
benen Ausfithrungen sind an [65] und [66] angelehnt, wobei sich beide Lektiiren auch
fiir eine detailliertere Auseinandersetzung mit dem Themenbereich eignen.

Aus mathematischer Sicht beschreibt die Optimierung das Finden eines minimalen
oder maximalen Funktionswertes einer Funktion f : X — Y. In diesem Zusammen-
hang wird die Funktion f als Zielfunktion bezeichnet. Einleitend sei hierzu folgendes
Beispiel gegeben.

Beispiel 3.2.1. Sei durch f : R? — R mit
f(x) = (x1 —2)* + 2xke' ™ (3.4)

eine Zielfunktion gegeben, welche es zu minimieren gilt. Bei ndherer Betrachtung ist
ersichtlich, dass die Funktion an der Stelle x = (2,0) ihren kleinst mgglichen Funkti-
onswert annimmt. Somit ist f(x) an der Stelle x = (2,0) minimal.
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Formal wird das Problem der Minimierung mit

min f(x) (3.5)

notiert.

Bemerkung. Das Problem der Maximierung einer Funktion f(x) kann leicht in eine Mi-
nimierung umgewandelt werden, indem das Problem

){Iel%’zl —f(x) (3.6)

gelost wird. Daher wird im Folgenden nicht weiter auf die Maximierung von Funktio-

nen eingegangen.

In vielen Anwendungsfillen gilt es, nicht nur eine Zielfunktion zu minimieren, son-
dern ebenfalls zusétzliche Restriktionen an die Inversionsvariable zu erfiillen. Diese
zusitzlichen Einschrankungen flieRen als sogenannte harte Nebenbedingungen in die
Problemformulierung ein. So kann das Problem (3.5) durch die folgende Einschrin-
kung erweitert werden.

Beispiel 3.2.2. Minimiere die Funktion f : R* — R mit
f(x) = (x1 — 2)* + 2x3e' 2, (3.7)
unter der Nebenbedingung, dass
10x; — (x1 —3)* > 0. (3.8)

Da die Losungsmenge der Funktion nun durch die Nebenbedingung eingeschrinkt ist,
kann die Lésung x ~ (2,08, 0,09) nicht mehr einfach abgelesen werden.

Abbildung 3.1 zeigt einen Konturplot fiir die Funktion aus Beispiel 3.2.1. Zusétzlich ist
die nichtzulédssige Menge, welche sich aus der Nebenbedingung aus Beispiel 3.2.2 er-
gibt, in griin dargestellt. Der Vollstandigkeit halber sei das allgemeine Optimierungs-
problem fiir eine Funktion f : R” — R in folgender Definition geben.
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Abbildung 3.1: Funktion aus Beispiel 3.2.1 mit Minimum an der Stelle x = (2,0) und die
Losung aus Beispiel 3.2.2. Die aus der Nebenbedingung resultierenden, nichtzuldssigen
Werte sind in griin hervorgehoben.

Definition 3.2.1. Sei f : R” — R eine Funktion, dann ist das Optimierungsproblem

gegeben als
min f(x), (3.9)
sodass
ci(x) =0, miti € &, (3.10)
ci(x) >0, miti € Z. (3.11)

Hierbei bezeichnet £ die Menge von Indizes fiir Gleichheitsbedingungen (engl. equa-
lity constraints) und Z die Menge von Indizes fiir Ungleichheitsbedingungen (engl.
inequaltiy constraints).

Bemerkung. Fiir Beispiel 3.2.2 gilt f : R*> —» R, & = @ und |Z| = 1, wobei | - | die
Michtigkeit einer Menge bezeichnet.

Definition 3.2.2. Sei D(f) der Definitionsbereichvon f : R” — R,7 > 0und N (x,7)
eine Nachbarschaft um x mit maximalen Abstand r, dann

(i) heift der Punkt X € D(f) lokaler Minimalpunkt von f, falls

f(x) > f(x)  VxeD(f)NN(x,r), (3.12)
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(ii) heilt der Punkt X € D(f) strikter lokaler Minimalpunkt, falls

f(x) > f(x)  VxeD(f)NN(x7),x #X, (3.13)
(iii) heift der Punkt X € D(f) globaler Minimalpunkt, falls
f(x) > f(x) ¥xeD(f), (3.14)
(iv) heiBt der Punkt X € D(f) strikter globaler Minimalpunkt, falls

f(x)> f(x) YxeD(f),x#X (3.15)

gilt.

Die in Beispiel 3.2.1 und 3.2.2 betrachtete Funktion besitzt ausschlieBlich einen strik-
ten globalen Minimalpunkt. Sollte die Funktion jedoch mit Messrauschen oder Mess-
fehlern behaftet sein, so konnen leicht viele, sogar bis zu unendlich viele zusdtzliche
lokale Minimalpunkte entstehen. Diese Tatsache kann das Finden eines globalen Mini-
mums fiir einen Optimierungsalgorithmus erheblich erschweren, da er leicht in einem

lokalen Minimum , festsitzen* kann.

Eine eindeutige Losung fiir ein gegebenes Optimierungsproblem kann man effektiv
meist nur fiir Funktionen mit gewissen Konvexitétseigenschaften bestimmen. So ist
beispielsweise (3.4) eine konvexe Funktion, fiir welche gilt, dass jeder lokale Minimal-
punkt auch ein globaler Minimalpunkt ist [66, S. 9 ff.]. Fiir eine genauere Erlduterung
sei hierzu die folgende Definition gegeben.

Definition 3.2.3. Eine Funktion f : D C R" — R, mit einer nichtleeren und konve-
xen Menge C C D heiRt konvex auf C, wenn

f(A=tx+ty) <A =8)f(x) +f(y) (3.16)

fur alle x,y € Cund t € [0, 1] gilt. Die Funktion heift strikt konvex auf C, wenn

fA=)x+ty) < (1=)f(x) +1f(y) (3.17)
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mit x,y € C,x # yund t €]0,1] gilt.

Veranschaulicht ist dieser Zusammenhang in Abbildung 3.2. Fiir die strikt konvexe
Funktion f : R — R, f(x) = (x — 3)? liegt jeder Punkt auf der Verbindungsstrecke
[(x, f(x)), (y, f(y))] oberhalb der Funktion.

Fun}dion f(xl) = (x —3)*

8 I I I I I
7 B -
or (x,f(x)) -
5 B -
B AT Q-0 +tf(y) -
<3 GRS IR R R |
2 B -
LAt N ]
3 = 0 1 I 3 y 5 6

Abbildung 3.2: Eine strikt konvexe Funktion. Jeder Punkt auf der Verbindungsstrecke
zwischen zwei beliebigen Punkten auf der Funktion f(x) = (x — 3)? liegt oberhalb
dieser Funktion.

Mit Hilfe bestimmter Eigenschaften beziiglich der Differenzierbarkeit von Funktionen
sollen nun Verfahren zum Bestimmen von Minimalpunkten hergeleitet werden. Hier-

zu seien zunichst folgende Theoreme gegeben.

Theorem 3.2.1 (Notwendige Bedingung erste Ordnung). Ist X ein lokaler Minimal-
punktvon f : D C R” — Rundist f € C'(D,R), dann gilt

Vf(x) =o. (3.18)

Fiir den Beweis sei auf [65, S. 14 ff.] verwiesen.

Definition 3.2.4. Wenn die notwendige Bedingung erster Ordnung fiir X und
f: D C R" = Rerfiillt ist, so heil3t X stationdrer Punkt von f.
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Bemerkung. Nach Definition 3.2.4 ist jeder lokale Minimalpunkt auch ein stationérer
Punkt.

Fiir die notwendige Bedingung zweiter Ordnung sei der Vollstandigkeit halber die fol-
gende Definition gegeben.

Definition 3.2.5. Eine quadratische Matrix B € IR"*" heillt positiv definit, wenn
p'Bp > ofiiralle p € R", p # 0 gilt und positiv semidefinit, wenn p’ Bp > 0.
Analog heift B negativ definit, wenn p’Bp < 0 fiir alle p # 0 gilt und negativ
semidefinit, wenn p”"Bp < 0 fiir alle p € R" gilt.

Theorem 3.2.2 (Notwendige Bedingung zweiter Ordnung). Ist X € IR" ein lokaler
Minimalpunkt von f € C*(D,R), dann ist V2 f(X) positiv semidefinit.

Der Beweis kann [65, S. 15] oder [66, S. 43] entnommen werden.

Bezogen auf die Beispielfunktion (3.4) zeigt sich, dass sich der Gradient

Vix) = < 2z —2) ) (3.19)

—2e' %2 (xy — 2)x,

an der Stelle x = (2,0) mit V f(2,0) = 0 zu Null ergibt und dass die zweite Ableitung,
oder Hesse-Matrix,

0 2e'%2(x3 —4x,+2)

Vif(x) = (2 0 ) (3.20)

an der Stelle x = (2,0), mit

Vif(x) = (2 O> (3.21)

0 4e

positiv semidefinit bzw. sogar positiv definit ist. Somit sind beide notwendigen Bedin-
gungen fiir (3.4) an der Stelle x = (2,0) erfiillt.

Eine einfache Beispielfunktion in der Form von f(x) = x? fiir den Punkt x = 0 zeigt
jedoch, dass die beiden notwendigen Bedingungen nicht zwangsldufig zu einem Mini-
malpunkt fiihren. Eine Verschirfung der beiden Bedingungen fiihrt zu der nun folgen-
den hinreichenden Bedingung, welche zur Identifikation von Extrema geniigt.
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Theorem 3.2.3 (Hinreichende Bedingung zweiter Ordnung). Sei f € C*(D,R), % €
R" ein lokaler Minimalpunkt mit V f (%) = 0 und sei V£ (%) positiv definit, dann ist
X strikter lokaler Minimalpunkt von f auf R".

Der Beweis kann in [65, S. 16] und [66, S .44 ff.] nachgelesen werden. Eine weitere Be-
trachtung von (3.4) zeigt die Wichtigkeit dieses Theorems, da x = (2,0) nun eindeutig
als strikter lokaler Minimalpunkt identifiziert werden kann.

Nach dieser theoretischen Betrachtung der Grundlagen im Bereich der Optimierung
sollen nun numerische Optimierungsverfahren zur Bestimmung von Minimalpunkten
eines gegebenen Problems diskutiert werden. Alle numerischen Verfahren haben es
gemein, dass mit einem Startpunkt x(°) begonnen wird. Dieser wird entweder vom
Benutzer angegeben oder er wird vom jeweiligen Algorithmus durch zufillige oder
systematische Verfahren bestimmt. Ein Nutzer, welcher die Problemstellung bzw. die
Zielfunktion f(x) kennt, ist hierbei meist in einer guten Position, ein x(°) zu bestim-
men, welches eine gute Abschitzung fiir die korrekte Losung ist.

Ausgehend von einem gegebenen Startpunkt x(©) besteht die Moglichkeit, iterativ eine
Folge {x}! _ mit dem ziel f(x**V)) < f (x()) zu bestimmen. Optimierungsalgo-
rithmen mit dieser Eigenschaft werden in der Literatur als Abstiegsverfahren bezeich-
net. Der Optimierungsprozess wird meist dann abgebrochen, wenn es keine weitere
Verinderung in den Iterationen gibt bzw. kein x(¥t1) gefunden werden kann, welches
F(x*1Y) < £(x(K) erfiillt. Basierend auf der Art und Weise, wie man von der Iterier-
ten x(*) auf x*1) kommt, lassen sich gingige Verfahren in zwei Kategorien auftei-
len: in die sogenannten Trust-Region-Verfahren und Line-Search-Verfahren, welche
auch Verfahren mit Schrittweitensteuerung genannt werden. Algorithmen, welche auf
einen Vertrauensbereich (engl. trust region) basieren, werden im Laufe dieser Arbeit
nicht weiter betrachtet. Fiir weitere Informationen sei jedoch auf [65] verwiesen.

3.2.1 Suchrichtungen fiir Abstiegsverfahren

Bei Abstiegsverfahren handelt sich um Optimierungsverfahren, welche zur Ermittlung

von x(k+1)

eine Abstiegsrichtung d(®) mit
F(xEDY = £(x0) 4 0®a®y < £(xB)  vol® g]o,sH)] (3.22)
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verwenden. Hierbei beschreibt ¢(¥) eine Schrittweite, welche im Allgemeinen so ge-
wihlt werden sollte, dass der neue Punkt x*t1) = x(®) 4 ¢K)d(k) eine méglichst
grolRe Abnahme der Zielfunktion erzielt. Der Begriff der Abstiegsrichtung ist formal
gegeben durch die folgende Definition [66, S. 68].

Definition 3.2.6. Ist f : R" — R differenzierbar in x, dann heif3t ein Vektor d € R"
Abstiegsrichtung von f im Punkt x, wenn V f(x)Td < 0 ist.

Ausgehend von dieser Definition, ergibt sich eine naheliegende Suchrichtung fiir Ite-
ration k in Form des steilsten Abstieges d(¥) = —V f(x(%)). Denn sofern f differen-
zierbar ist, gilt

V)T (=Vf(x) = =V )" <o. (3.23)
Ausgehend von Definition 3.2.6 handelt es sich bei d = —V f also immer um eine
Abstiegsrichtung.
Dass es sich bei d = —V f wirklich um den steilsten Abstieg handelt, kann gezeigt

werden, indem das Optimierungsproblem

i Td 3.24
min V£(x)'d, (3.24a)
sodass||d|| =1 (3.24b)

gelost wird. Da Vf(x)Td = |[Vf(x)]|||d|| cos8 = ||V f(x)|| cos 8 gilt, wobei 6 der
Winkel zwischen d und V f(x) ist, sieht man leicht, dass das Minimum bei cos 6 = —1

angenommen wird. Somit ergibt sich

Vix)'d=—|VF(x). (3.25)

Abbildung 3.3 zeigt den Weg, welcher angenommen wird, wenn man bei einem Opti-
mierungsverfahren die Richtung des negativen Gradienten als Suchrichtung verwen-
det. Gestartet wurde der Algorithmus mit x(°) = (1,1,0,44). Auch wenn der steilste
Abstieg auf dem ersten Blick als beste Suchrichtung erscheint, zeigt die Praxis, dass
die Methode des steilsten Abstieges bei unglinstig formulierten Problemen zu langen
Laufzeiten fiihren kann. Weiter kann jedoch gezeigt werden, dass bei einer hinrei-
chend kleinen Schrittldnge, jede Abstiegsrichtung mit einem Winkel kleiner als 77/2
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Abbildung 3.3: Suchrichtung fiir die Minimierung der Funktion aus Beispiel 3.2.1 ba-
sierend auf dem negativen Gradienten.

zwischen der Suchrichtung d und —V f(x) eine Verkleinerung des Funktionswertes
der Zielfunktion bewirkt. Der Beweis hierfiir kann in [65, S. 22] nachgelesen werden.

Durch Verwendung der Hesse-Matrix lédsst sich eine weitere wichtige Suchrichtung
herleiten. Ausgehend von der Taylor-Entwicklung zweiter Ordnung

f(x(k) +d®)) ~ f(x(k)) + d(k)va(x(k)) + %d(k)Tvzf(x(k))d(k) (3.26)

ergibt sich mit der Annahme, dass V2f (x(¥)) positiv definit ist, die Newton-Richtung.
Eine Minimierung von (3.26) beziiglich d(®) fiihrt durch Nullsetzen der Ableitung auf

d®) = — (V2 (x®) 71w £ (xR)). (3.27)

Bemerkung. Die Schrittweite oK) wurde hier vernachlissigt bzw. wurde o®) = 1 ge-
setzt. Befindet man sich in der Ndhe eines Minimalpunktes, so kann es jedoch vorkom-
men, dass f(x¥)) +d®) > f(x*)) gilt. Um eine Abstiegsrichtung zu erhalten, miisste
in diesem Fall eine hinreichend kleine Schrittweite o¥) > 0 gewihlt werden. Dieser
Ansatz fiihrt auf das sogenannte geddmpfte Newton-Verfahren [66, S. 111].

Ein Suchpfad fiir die Minimierung von (3.4), welcher auf der Newton-Richtung basiert,
ist in Abbildung 3.4 gezeigt. Im Vergleich zur Suchrichtung, welche nur auf dem ne-
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gativen Gradienten beruht, konnte hier das Optimum in weniger Schritten gefunden
werden. Ein groer Nachteil bei einer Optimierung mit Hilfe der Newton-Richtung ist

Abbildung 3.4: Suchrichtung fiir die Minimierung der Funktion aus Beispiel 3.2.1 ba-
sierend auf der Newton-Richtung aus (3.27).

die Tatsache, dass die Hesse-Matrix der Zielfunktion in jeder Iteration k berechnet wer-
den muss. Dies ist jedoch in der Regel aufwendig und sehr rechenintensiv.

Eine gute Alternative bieten Quasi-Newton-Verfahren, welche statt der exakten Hesse-
Matrix V2f eine Approximation B verwenden. Die Matrix B(Y) wird hierbei meist in
jedem Iterationsschritt aktualisiert, um Informationen der aktuellen Iteration k mit
einflieRen zu lassen. Unter Berticksichtigung des Rechenaufwandes soll der Ubergang
von B®) — Bk+1) Jeicht zu vollziehen sein. Er basiert in der Regel auf einer Eigen-
schaft des Gradienten, welche Informationen iiber die zweite Ableitung in Richtung
der Suchrichtung liefert. Genauer kann man mit Hilfe des Taylor-Theorems die Ndhe-
rung

V2 (x®) (xFH) — x®)) & v f(xFFD) — v F(xb) (3.28)

(k+1)

der Hesse-Matrix herleiten [65, S. 24]. Eine Approximation B wird nun so gewhlt,

dass sie diese Eigenschaft der wahren Hesse-Matrix imitiert. Formal bedeutet dies, dass
B (xH1) — x()y = v f(x*1)) — v £ (x(K) (3.29)
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erfiillt sein muss. Ublicherweise werden neben der Bedingung in (3.29) noch weitere
Eigenschaften fiir die Matrix B gefordert. Motiviert durch die Symmetrieeigenschaft
der Hesse-Matrix liegt es beispielsweise nahe, auch eine symmetrische Matrix B zu
fordern. Die Quasi-Newton Suchrichtung erhilt man, indem die Approximation B
anstatt der Hesse-Matrix in (3.27) eingesetzt wird. Somit erhilt man die neue Such-
richtung

d) = — B~y £(xk)), (3.30)

In Abbildung 3.5 ist der Suchpfad eines Quasi-Newton-Verfahrens dargestellt. Im Ver-
gleich zum Newton-Verfahren wurden zum Finden des Minimalpunktes mehr Itera-
tionen bendtigt. Der Rechenaufwand konnte jedoch stark reduziert werden.

1,0 1,5 2,0 2,5
X1

Abbildung 3.5: Suchrichtung fiir die Minimierung der Funktion aus Beispiel 3.2.1 ba-
sierend auf der Quasi-Newton-Richtung aus (3.30).

Ein Quasi-Newton-Verfahren, welches in der Augmented Likelihood Image Recon-
struction Verwendung findet, wird im Abschnitt 3.2.4 genauer erldutert.

3.2.2 Schrittweitenbestimmung

Ausgehend von einer bekannten Suchrichtung soll nun die Frage beantwortet werden,

wie weit man entlang dieser Suchrichtung gehen sollte. Eine optimale Schrittweite o)
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kann gefunden werden, indem das Optimierungsproblem

min f (x®) 4 B gk, (3.31a)

olk

sodass ) > 0 (3.31b)

fiir ein gegebenes d(K) gelést wird [65, S. 31]. Eine exakte Lésung fiir das Problem (3.31)
ergibt eine Schrittweite, welche die Suchrichtung d(¥) optimal ausnutzt. Jedoch ist das
Ermitteln des Minimums oft zu aufwindig, um (3.31) in jeder Iteration k zu l3sen. An-
stelle einer exakten Losung wird daher meist eine Approximation ermittelt, welche
den Funktionswert der Zielfunktion hinreichend stark reduziert. Hierzu kann zunichst
eine Bedingung beziiglich des Abstiegs in Form der Ungleichung

fOx® +00dW) < F(xV) + eV F(x®) T (3.32)

fir die Konstanten ¢; € (0,1) gestellt werden [65, S. 33]. Diese Bedingung wird als
Armijo-Bedingung oder erste Wolfe-Bedingung bezeichnet und erfiillt das Prinzip
des hinreichenden Abstiegs, sofern gesichert ist, dass die Schrittweite nicht zu klein
ist [66, S. 80]. Dies kann mit Hilfe der Forderung

VF(x®) + 0 dNTg®) > ¢, v f(xFH)Tg® (3.33)

fiir eine Konstante ¢, € (c1, 1) garantiert werden. In der Literatur ist diese Bedingung
als Kriitmmungsbedingung oder zweite Wolfe-Bedingung bekannt [65, S. 33].
Bemerkung. Da die Wolfe-Bedingungen zu einem ¢(¥) fithren kénnen, welches nicht
zwangsldufig in der Ndhe des Minimalpunktes von (3.31) liegt, kann die zweite Bedin-
gung leicht abgewandelt werden. Wird statt (3.33)

VFx® 4+ o®dNTa®| < Fx® 4 a0y < 0| Vf(x¥)Ta®|  (33a)

gefordert, so spricht man von einer strengen Wolfe-Bedingung, mit welcher sicherge-
stellt ist, dass oK) in der Ndhe der optimalen Schrittweite liegt [65, S. 34].

Da die linke Seite in (3.33) dem Gradienten von f(x*) 4- ¢®)d(¥)) entspricht, kann die

Kriimmungsbedingung so interpretiert werden, dass im nédchsten Schritt ein Punkt

k+1)

x( gefordert wird, welcher einen Gradienten aufweist, der groRer als der Gradi-
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ent in Richtung d®) am Punkt x*) ist. Dies ist sichergestellt, da bereits bekannt ist,
dass d®) eine Abstiegsrichtung ist und damit Vf(x)Td < o0 gilt. Somit wird also
mit (3.33) ein Punkt angenommen, an dem der Gradient weniger negativ ist oder sogar
positiv [65, S. 33 ff.]. In Abbildung 3.6 sind die beiden Wolfe-Bedingung grafisch dar-
gestellt. In blau sind die Schrittweiten markiert, welche der Armijo-Bedingung (3.32)
geniigen. In gelb sind die Schrittweiten markiert, welche zusétzlich die strenge Wolfe-
Bedingung (3.34) erfiillen. Typischerweise werden in der Praxis sehr kleine Werte fiir
¢, verwendet, wihrend fiir die Newton und Quasi-Newton-Richtung ¢, = 0,9 gesetzt
wird [65, S. 34].

F® 4 o040

F:W) + 100V f(x0)Ta®

Abbildung 3.6: Schrittlingen, welche die Armijo-Bedingung erfiillen, dargestellt in
blau, und Schrittlangen, welche zusétzlich die strengen Wolfe-Bedingung erfiillen, dar-
gestellt in gelb.

Eine der Wolfe-Bedingung verwandten Alternative besteht in der Goldstein-Beding-
ung. Diese kann ebenfalls in zwei Ungleichungen, in der Form von

FE) + (1= )eVf(x)Ta0 < f(x9 +00al), (3.35a)
F(x0) 4 co®v (xRN Ta®) > £(x®) 1 g0 g0y, (3.35b)

mit 0 < ¢ < 1/2, ausgedriickt werden. Ahnlich wie zuvor, werden nur Schrittlingen
akzeptiert, welche diese Ungleichungen erfiillen. Die Ungleichung (3.35a) stellt dabei
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sicher, dass die Schrittldnge nicht zu klein ist. In Abbildung 3.7 sind die beiden Gera-
den aus (3.35) und die akzeptablen Schrittweiten grafisch dargestellt. Im Vergleich zur
Wolfe-Bedingung haben die Goldstein-Gleichungen den Nachteil, dass (3.35a) mogli-
cherweise dafiir sorgt, dass die optimale Schrittlinge, welche (3.31) 16st, nicht an-
genommen werden kann. Im Allgemeinen wird die Goldstein-Bedingung zumeist fiir

Newton-Verfahren verwendet, wohingegen die Wolfe-Bedingung eher bei Quasi-New-
ton-Verfahren Einsatz findet [65, S. 36].

F(x® 4 ok g0

oK)

Abbildung 3.7: Schrittldngen, welche die Goldstein-Bedingung erfiillen.

3.2.3 Abbruchbedingungen

Fiir einen numerischen Optimierungsalgorithmus muss es ein Kriterium geben, wel-
ches angibt, wann die Optimierung abgebrochen werden sollte. Sei es aufgrund von
eintretender Konvergenz oder ausgelst durch mutmalRliche Divergenz. Ziel des nu-
merischen Algorithmus ist es, einen Zielfunktionswert zu ermitteln, welcher mit dem
exakten Minimalpunkt in den ersten g Dezimalstellen iibereinstimmt. Hierzu sei der
Schwellwert T = 1071 gegeben, womit sich die Abbruchbedingungen

() FE) = Fx®) < 7 (14 | (x9)]) (3.36)
(if) Hx<k—1> - x<k>H <Vt (1 + HMH) (3.37)
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(iif) HVf(x(k))H <vT(1+ ] f(x(k))D (3.38)
(iv) Hv F(x®) H <e (3.39)
(v) k > kmax (3.40)

mit der Maschinengenauigkeit € > 0 und der maximal zuldssigen Iterationszahl
kmax € IN formulieren lassen [65]-[68]. Die Optimierung sollte angehalten werden, so-

bald

[() A (i) A (iD)] V (iv) V (v) (3.41)

erfiillt ist. Hierbei stellen die Kriterien (i), (ii) und (iii) eine Konvergenz der Metho-
de fest und die Kriterien (iv) und (v) stellen sicher, dass das Verfahren im Falle einer

mutmalRlich vorliegenden Divergenz terminiert.

3.2.4 Das BFGS-Verfahren

Nachdem einleitend die Grundlagen der numerischen Optimierung vorgestellt wur-
den, soll nun ein Verfahren diskutiert werden, welches im Augmented Likelihood Im-
age Reconstruction Algorithmus Verwendung findet.

Dain Abschnitt 3.2.1 nicht weiter spezifiziert wurde, wie die Approximation der Hesse-
Matrix fiir die Quasi-Newton-Richtung gebildet wird, soll nun eine Mdglichkeit hier-
fiir vorgestellt werden. Beim BFGS-Verfahren handelt es sich um ein Quasi-Newton-
Verfahren, welches von den Erfindern Broyde, Fletcher, Goldfarb und Shanno quasi
gleichzeitig hergeleitet wurde [65], [66], [69]-[72]. Zugunsten einer besseren Darstel-
lung seien zunidchst die Abkiirzungen

sk — x(k+1) _ x (k) (3.42a)
y0 = v F(x*D)) — v £ (x0) (3.42b)

k+1) aus (3.29) schreiben als

gegeben. Somit ldsst sich die Forderung an B!
BUHgk) — y(k), (3.43)
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Da weiter gefordert wird, dass es sich bei B**1) um eine symmetrisch positiv definite
Matrix handeln muss, ist (3.43) nur dann erfiillt, wenn

ATyk) > o (3.44)

Giiltigkeit besitzt. Ist die Zielfunktion f streng konvex, so ist (3.44) fiir jedes x*) und
x(k+1) erfiillt [65, S. 137]. Liegt jedoch keine strenge Konvexitit vor, so kann gezeigt
werden, dass eine Schrittlingenwahl mit Hilfe der Wolfe-Bedingungen dafiir sorgt,
dass die Ungleichung auch fiir eine nicht konvexe Funktionen f gilt [65, S. 138]. Eine
Losung fir (3.43) besitzt nun n(n + 1) /2 Freiheitsgrade fiir die symmetrisch positiv
definite Matrix B*+1) € R™*" Da (3.43) aber nur n Gleichungen besitzt, handelt es
sich um ein unterbestimmtes Gleichungssystem. Um eine eindeutige Losung B**1) zu
bestimmen, wird daher die symmetrisch positiv definite Matrix ermittelt, welche der
aktuellen Approximation B(¥) am nichsten ist. Somit muss das Problem

pk+1) — arg min ‘B — W], (3.45a)
BERV[XH
sodass B = BT und Bs¥) = y(k) (3.45b)

fiir ein symmetrisch positiv definites B(%) gelsst werden [65, S. 138]. Wird fiir die Norm
in (3.45) die gewichtete Frobinius-Norm verwendet, so ergibt sich eine eindeutig be-
stimmte Losung

(k) g(k)T (k) y (k)T (k) (k)T
kt1) — (1Y 5 g [p_3"Y Yy
B (I ) B (I y(k)Ts(k)> + yO)Tg(k)’ (3.46)

wobei I € R™*" der Einheitsmatrix entspricht. Die Aktualisierungsvorschrift (3.46)
wird in der Literatur als DFP-Update bezeichnet und wurde von Davidon vorgestellt
und von Fletcher und Powell weiterentwickelt [65], [73]. Fiir eine Implementierung des
Optimierungsverfahrens hat sich jedoch herausgestellt, dass es effektiver ist, direkt
die Inverse, bezeichnet durch H®), von B*) zu berechnen, da dadurch die Suchrich-
tung d®) durch einfache Matrix-Vektor-Multiplikation berechnet werden kann (siehe
hierzu (3.30)). Um eine direkte Aktualisierungsvorschrift fiir H®*) zu erhalten, nutzt
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Algorithmus 1 BFGS-Verfahren

1: Given starting point x(©), tolerance € > 0, approximation H(©)
2: Setk =0

3: while HVf(x(k))H > edo

4 Compute new search direction d¥) = —H®'WV f(x*))

Compute new step length ¢(¥) that satisfies the Wolfe conditions (3.32)
and (3.33)

set x(k+1) = x(k) 4 5(k) g (k)

Compute H**+1) by means of (3.49)

Setk=k+1
end while

o

° 2 N R

das BFGS-Verfahren eine alternative Forderung zu (3.43), in der Form von
H Dy () — g0 (3.47)

aus. Ahnlich wie in (3.45) muss nun das Problem

Hk1) — argmin ||H — H® ||, (3.48a)
HERmxn
sodass H = H' und Hy(k) — (k) (3.48b)

fiir ein symmetrisch positiv definites H(X) gelést werden. Die eindeutig bestimmte L6-
sung fiir (3.48) wird als BFGS-Aktualisierungsvorschrift bezeichnet und ist formal
gegeben als

(k) ()T (k)g(k)T (k)g(k)T
H(k‘H) = < — L) H(k) (I _ y's ) + 'S . (3.49)

y®Ts® yOTs® | T y0Tg®)

In Algorithmus 1 ist eine Pseudocode-Reprisentation des BFGS-Verfahrens gege-
ben. Eine Méglichkeit, die Anfangsapproximation H(®) zu bestimmen, besteht darin,
H(®) = I zu setzen [74] oder aber eine erste Approximation durch Finite-Differenzen
an der Stelle x(©) zu ermitteln [65, S. 140]. Zur Berechnung der Schrittlidnge sei auf [65],
[66], [75] verwiesen.
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Eine beziiglich des Speicherplatzes optimierte Variante des Algorithmus wurde 1980
von J. Nocedal vorgestellt [76]. Im limited-memory-BFGS-Algorithmus oder 1-BFGS-
Algorithmus wird die approximierte, inverse Hesse-Matrix nicht explizit abgespei-
chert. Stattdessen werden die Vektoren y und s im Speicher gehalten und die Matrix
H®) wird in (3.49) implizit durch diese dargestellt. Damit reduziert sich der Speicher-
bedarf nach [ Iterationen von I x n X n auf 21 x n Werte [74], [77]. Da dies fiir groe I
und insbesondere grolRe 1 keine starke Verbesserung darstellt, wird nur eine bestimm-
te Anzahl j € IN an Vektoren y und s im Speicher gehalten. Somit werden zur Berech-
nung von H*+1) nur die Vektoren {y() }i:]g und {s( }i:]g mit j < k verwendet [74],
[76], [78].

Um ein Optimierungsproblem zu 16sen, welches Nebenbedingungen in Form einer sim-
plen Eingrenzung der Losungsmenge besitzt, wurde eine weitere Variante des BFGS-
Verfahrens entwickelt. Der limited-memory-BFGS-bounded-Algorithmus oder 1-BFGS-

b-Algorithmus kann verwendet werden, um ein Minimierungsproblem der Form

min f (x), 3.50a
min f(x) (3.50a)
50dass Xmin < X < Xmax, (3.50b)

mit der unteren Grenze Xmin, € IR” und der oberen Grenze xmax € R" zu 16sen [79]-
[82]. Hierbei wird bei der Wahl der Schrittlinge o(¥) dafiir gesorgt, dass der neu berech-
nete Punkt x(*1) entweder die Wolfe-Bedingung erfiillt oder aber an der durch (3.50b)
definierten Grenze liegt [83].

Eine weitere attraktive Version des BEGS-Algorithmus besteht in einer online oder sto-
chastischen Variante [84]. In dieser Variation wird zur Ermittlung des Optimums eine
Approximation des Gradienten benutzt.

3.2.5 Das Augmented-Lagrangian-Verfahren

Im letzten Abschnitt wurde eine Variante des BFGS-Algorithmus vorgestellt, welche in
der Lage ist, Nebenbedingungen in Form von einfachen unteren und oberen Grenzen
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fiir die Losungsmenge zu berticksichtigen. Im Folgenden soll nun ein Optimierungsal-
gorithmus diskutiert werden, in welchem eine allgemeinere Formulierung von Neben-
bedingungen integriert werden kann.

Das Augmented-Lagrangian-Verfahren, welches verwandt mit der Methode des qua-
dratischen Strafterms ist, versucht bei einem schlecht gestellten Problem mit Hilfe von
expliziten Lagrangian-Multiplikatoren eine stabile Losung zu ermitteln. Zur genaue-
ren Erlduterung sei zundchst ein allgemeines, restringiertes Problem wie in Definiti-
on3.2.1mitZ # @und £ # O gegeben. Eine Moglichkeit, dieses Problem zu 16sen,
besteht in der Formulierung eines quadratischen Strafterms in der Form von

Qo p) = f(x)+ £ Y ctx) + £ Y- (lei(0] )’ (:51)
€€ i€l
mit [y] - = max(—y,0).Ein potenzieller Nachteil dieser Methode ist schnell zu sehen,

wenn man die Nebenbedingung x; < 0an die Zielfunktion stellt. Dies fiihrt zwangsldu-
fig dazu, dass Q nicht mehr zweimal stetig differenzierbar ist und daher an Glattheit
verliert [65, S. 500].

Mit Hilfe des Augmented-Lagrangian-Verfahrens ist es nun méglich, die Glattheit der
Funktion zu bewahren, indem explizite Lagrange-Multiplikatoren zu Hilfe gezogen
werden. Die Augmented-Lagrangian-Funktion, welche eine Kombination aus quadra-
tischem Strafterm und Lagrange-Funktion ist, ist gegeben als [65], [85]

Aax A ) = F(x) = T die(x) + £ Y @ (x). (3.52)

€€ icf
Man bemerke, dass in (3.52) ausschlieRlich die Menge £ der Indizes fiir die Gleich-
heitsbedingungen verwendet wird. Ungleichheitsbedingungen kénnen mit Hilfe von
Schlupfvariablen in Gleichheitsbedingungen umgewandelt werden. Somit werden Ne-
benbedingungen der Form ¢;(x) > 0,i € Z zu

ci(x)—s;=0 (3.53)

umgeschrieben, wobei s; > 0,i € Z die Schlupfvariablen darstellen. AnschlieBend
sollten die Schlupfvariablen in den Vektor x integriert werden und die Nebenbedin-
gungen konnen zusammengefasst werden in ¢ : R” — IR™, wobei m der Anzahl an
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Nebenbedingungen entspricht. Damit ldsst sich (3.52) umschreiben zu
. M
A A1) = f(x) = Y Aici(x) + 5 Y e (x). (3.54)
i=1 ‘

Aus Theorem 3.2.1 folgt nun die Forderung

m

07 VA a(x0, A0 10y = v (x®) = YA — 40 (x®0)ve;(x) (3.55)

1
i=1
fiir eine approximierte Losung x(¥) in Iteration k. Weiter ldsst sich unter Benutzung der
Karush-Kuhn-Tucker-Bedingung [65, S. 321] und basierend auf (3.55), die Forderung
k k

A — AW ®) e (x00) (3.56)
fir die Lagrange-Multiplikatoren ableiten [65, S. 515]. Zusatzlich zu den Nebenbedin-
gungenc : R" — IR™ soll nun eine weitere Restriktion an den Lésungsvektor x gestellt

werden. Die Einschrankung
I1<x<u xecR" (3.57)

mit der unteren Grenze 1 € IR" und der oberen Grenze u € RR" wird als bound-
constraint oder box-constraint bezeichnet. Aus diesem Grund wird das hier beschrie-
bene Verfahren als bound-constrained Lagrangian Methode angegeben. Sollte fiir
einen Wert x; € R keine untere oder obere Grenze gegeben sein, so kann [; = —oo
bzw. u; = oo gesetzt werden. Fiir (3.54) hat die Restriktion (3.57) keine Folgen, viel-

mehr werden die oberen und unteren Grenzen explizit beim Losen des Unterproblems

i 3.58
min ANa(x, A, m), (3.58a)
sodass] < x<wu (3.58b)

integriert. Hierbei sind A und p zunéchst fiir eine Iteration k fixiert. Nach Losen des
Problems werden sie aktualisiert und mit Hilfe von (3.58) wird in Iteration k + 1 erneut
eine Approximation gefunden. Die Optimierung wird abgebrochen, sofern Konvergenz
eintritt. In Algorithmus 2 ist der komplette Ablauf dieser Lésungsstrategie gegeben [65,
S. 520]. Bevor der Algorithmus gestartet wird, werden die Toleranzen 1* und w* fest-
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Algorithmus 2 Das bound-constrained Lagrangian Verfahren.

1: Given starting point x(%), initial multipliers A0 convergence tolerances 17* and

w

*

2 Set 1 = 10,000 = 1/u0), 50 = 1/ <y<o>>°’1
3: fork =0,1,2,... do
find an approximated solution x(¥) with the tolerance w(*) of the subproblem

4

m]iRn AA(x(k),/\(k),y(k)), such that1 < x () <u

x€R"

50 if Hc (x(k)) H < max(7®),5*) then

# test for convergence
6: if Hc <x(k)> ” <n*and |[VxAa(x,A, 1)| < w* then

stop with approximated solution x(¥)
end if

# update multipliers, tighten tolerance
o Al — 30 () <x<k>>
" kD) = (0 (P,<k+1>>°’9
12: w(k+1) — w(k)/y(k+1)
13: else

# increase penalty parameter, tighten tolerance
14: AUFD) = A (K)
15: ulk+1) = 100(k)
l6: g1 = 1/ <‘u(k+1)>0,1
- Wk1) — 1/ (k+1)
18 endif
19: end for

gelegt. Analog zu (3.39) und (3.38) wird die Konvergenz basierend auf der Norm der

Nebenbedingungen und der GroRe des Gradienten von (3.54) festgestellt (siche Zei-

le 6). Um mit einer potenziellen Divergenz umzugehen, sollte die Bedingung (3.40)

integriert werden und eine maximale Anzahl an Iterationen festgelegt werden. Die

Grenze fiir Nebenbedingungen ist definiert durch #* und die Norm des Gradienten

sollte die Toleranz w* unterschreiten. Zum Ldsen des Problems (3.58) in Zeile 4 kann

das 1-BFGS-b-Verfahren, welches in Abschnitt 3.2.4 vorgestellt wurde, verwendet wer-

den. Basierend auf der Norm der Nebenbedingungen (siehe Zeile 5) wird im weite-
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rem Verlauf des Algorithmus entschieden, in welcher Art und Weise die Lagrange-
Multiplikatoren bzw. der Wert fiir u(¥) abgezndert werden. Hat die Norm der Nebenbe-
dingungen den Wert ;7 (X) unterschritten, so werden die Lagrange-Multiplikatoren, ba-
sierend auf (3.56), aktualisiert und die Toleranzen % (k) und w®) werden fiir die nichs-
te Tteration verschirft. Der aktuelle Wert von %) wird in diesem Fall beibehalten, da
die Nebenbedingungen einen akzeptablen Strafterm erzeugen. Hat die Norm der Ne-
benbedingungen den gewiinschten Schwellwert noch nicht unterschritten, so werden
die Lagrange-Multiplikatoren beibehalten und (¥) wird aktualisiert. Somit bietet der
Algorithmus zwei Mdglichkeiten, das Verhiltnis zwischen Zielfunktion und Nebenbe-
dingungen zu beeinflussen.

Das globale Konvergenzverhalten des Algorithmus kann von der Konvergenz des qua-
dratischen Straftermes abgeleitet werden [85], [86]. Unter der Annahme, dass die Ab-
frage in Algorithmus 2, Zeile 5 hinreichend oft abgelehnt wird und die Folge der La-
grangian-Multiplikatoren beschrinkt bleibt, reduziert sich der Algorithmus auf eine
Optimierung mit quadratischem Strafterm [85]. Hierzu hat unter anderen Bertsekas et
al. bereits frithzeitig gezeigt, dass es sich dabei um ein global konvergentes Verfahren
handelt [86]. Weiter kann ohne negativen Einfluss auf das globale Konvergenzverhal-
ten die Annahme der Beschrinktheit fiir A gelockert werden, wenn HA(k) H / y(k)

fiir steigendes k gegen Null geht. Um dies sicherzustellen, darf H/\(k) H nicht schneller

wachsen als y(k). Betrachtet man hierzu alle Iterationen k, firv = 1,2,3,... in de-
nen Zeile 15 durchgefiihrt wird, so stellen die Zeilen 11 und 16 sicher, dass die Summe
Y52 yketD) fiir v — oo [87] beschrankt bleibt. Dies ist eine notwendige Vorausset-
zung, um zeigen zu kénnen, dass unter der Annahme yu* — co mit steigendem k der
Quotient H)\(k) H /y(k) gegen Null geht [85], [88], [89].

Die Konstanten in Zeile 11, 15 und 16 sind zu einem Teil arbitrir, haben jedoch keinen
Einfluss auf das theoretische Konvergenzverhalten des Algorithmus [65, S. 521].

Beim Losen von rechenaufwendigen Problemen ist die Moglichkeit, Unterprobleme ap-
proximativ zu l6sen, sehr bedeutend. Hierbei hat die Wahl einer geeigneten Losungs-
strategie maligeblichen Einfluss, da sichergestellt werden muss, dass das Konvergenz-
verhalten des Algorithmus nicht negativ beeinflusst wird. Neben den vielen mgglichen
Losungsansitzen, zeigt das I-BFGS-b-Verfahren hierfiir geeignete Eigenschaften und
wurde daher auch im ALIR-Algorithmus zum Lsen der Unterprobleme verwendet.
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3.3 Iterative Rekonstruktionsverfahren

In Kapitel 2.2.5 wurde bereits ein Algorithmus zur Rekonstruktion von CT-Bildern vor-
gestellt. Bei der gefilterten Riickprojektion (FBP, engl. filtered backprojection) handelt
es sich um ein analytisches Verfahren, welches direkt ein fertig rekonstruiertes Bild
als Ergebnis liefert. Der Algorithmus ist aufgrund seines geringen Rechenaufwands im
klinischen Alltag der am meisten verwendete Rekonstruktionsansatz. Unter nahezu
perfekten Voraussetzungen, wie zum Beispiel geringes Rauschen, hinreichend vielen
Projektionsdaten und kaum Streustrahlung, liefert die FBP sehr zufriedenstellende Er-
gebnisse. Weichen die Gegebenheiten jedoch vom Ideal ab, beispielsweise bei geringer
Strahlendosis, was dafiir sorgt, dass der Rauschanteil mehr Einfluss nimmt, so ist die
FBP aufgrund der wenigen Moglichkeiten zur Adaptierung nicht mehr die geeignete
Wahl, um Bilder bestmdéglicher Qualitét zu rekonstruieren.

Iterative Rekonstruktionsalgorithmen bieten einen alternativen Ansatz mit vielseiti-
gen Anpassungsmoglichkeiten. Die Grundidee dahinter ist meist die gleiche. Ange-
fangen mit einer initialen Abschétzung fiir das zu rekonstruierende Bild, welches zu-
nichst auch aus einer homogenen Verteilung der Abschwachungskoeffizienten beste-
hen kann, wird der dadurch entstandene Fehler im Vergleich zur Messung berechnet.
Aus diesem Fehler wird anschlieRend ein Korrekturterm bestimmt, welcher auf das
Bild angewandt wird. Nachfolgend wird dieser Prozess iterativ wiederholt, bis das zu
rekonstruierende Bild die gewiinschte Qualitét aufweist.

Eine Ahnlichkeit zu den in Kapitel 3.2 vorgestellten Optimierungsproblemen ist un-
verkennbar. Auch hier wird zumeist mit einer initialen Abschdtzung begonnen, welche
dann iterativ mit Hilfe der Abstiegsrichtung verbessert wird, bis das Optimum erreicht
ist. Flir eine geeignete Formulierung der iterativen Rekonstruktion als numerisches
Optimierungsproblem wird zunichst die zweidimensionale Radontransformation

pe(8) = Ro{f(x,y)} (3.59)

aus Abschnitt 2.2.2 betrachtet. Hierbei reprisentiert f(x,y) dasBildund Ry {f(x,y)}
beschreibt das Linienintegral entlang der Linie Lz g. Um diesen Zusammenhang aus
einer numerischen Sicht zu betrachten, muss f(x, y) diskretisiert werden. Hierzu wird
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das Bild zunichst vektorisiert und in der Form f € RN geschrieben, wobei N der
Anzahl der Pixel im Bild entspricht.

Bemerkung. Die Vektorisierung des zweidimensionalen Bildes kann entweder entlang
der Spalten vollzogen werden, was bedeutet, dass das vektorisierte Bild aus einer An-
einanderreihung der Spalten besteht, oder entlang der Zeilen erfolgen.

Die Radontransformation kann durch eine Systemmatrix A € RM*N

reprasentiert
werden. Hierbei beschreibt M die Anzahl der Projektionen und das Element 4;; mit
i€{1,2...,M}undj € {1,2,...,N} bezeichnet den Beitrag des j-ten Pixels zur

i-ten Projektion. Folglich kann (3.59) durch
p = Af (3.60)

ausgedriickt werden, wobei p € RM die Projektionswerte der durch A beschriebenen
Linienintegrale bezeichnet.

Sollte die inverse Matrix A ! existieren, so kann eine direkte Lésung durch
f=A"p (3.61)

gefunden werden. Da meist jedoch mehr Projektionen als Pixel vorhanden sind, ist
A im Allgemeinen nicht quadratisch, was dazu fiihrt, dass eine einfache Invertierung
ausgeschlossen ist. Eine Moglichkeit besteht jedoch darin, eine Losung im Sinne der
kleinsten Quadrate zu finden.

3.3.1 Kleinste-Quadrate-Losung und Singuldrwertzerlegung

Fiir eine Formulierung der Rekonstruktion in Form eines Optimierungsproblems muss
aus (3.60) eine Zielfunktion abgeleitet werden. Dies kann beispielsweise durch die
kleinsten Fehlerquadrate geschehen, was zu dem Optimierungsproblem

f* = argmin || Af — p||° (3.62)
feRN
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fithrt. Hierbei beschreibt f* das Optimum, welches in diesem Fall dem gesuchten Bild
gleichzusetzen ist. Das Ausformulieren der Gleichung in Form von

|Af—p|* = (Af —p)" (Af —p) (3.63)

und das Ausnutzen der notwendigen Bedingung erster Ordnung (siehe Theorem 3.2.1)
ergibt
0= V|Af —p||* = 2ATAf — 2ATp = 2AT (Af - p). (3.64)

Wird angenommen, dass A vollen Spaltenrang mit Rang(A) = N besitzt, ergibt das
Umstellen von (3.64) nach f die Gleichung

f= <ATA> T ATp. (3.65)

Zu beachten ist hierbei, dass es sich bei AT A um eine quadratische Matrix handelt.
Die Matrix i
At = (ATA) AT (3.66)

wird dabei als Moore-Penrose-Inverse oder Pseudoinverse bezeichnet.

Sind mehr Pixel als aufgenommene Projektionen vorhanden, so handelt es sich
bei (3.60) um ein unterbestimmtes Gleichungssystem und es existieren gegebenenfalls
unendlich viele Losungen. Fiir diesen Fall sollte eine Minimum-Norm-Lésung mit der
Nebenbedingung Af = p angestrebt werden. Dies fithrt zu der alternativen Formulie-

rung

f* = argmin ||f||* + A (Af — p), (3.67)
feRN

wobei A € RM die Lagrange-Multiplikatoren beschreibt. Eine erneute Ausnutzung
der notwendigen Bedingung erster Ordnung ergibt

OZV(HfHZ—i—A(Af—p)> =2f+ATA. (3.68)
Wird die Gleichung nach f umgestellt, so ergibt dies
LT
f= —A A (3.69)
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Um die Abhidngigkeit der Lagrange-Multiplikatoren von p zu beschreiben, wird (3.68)
zundchst von der linken Seite mit A multipliziert. Dies fithrt zu

0 =2Af+AATA, (3.70)

Wird nun der Zusammenhang Af = p ausgenutzt und die Gleichung nach A umge-
stellt, so ergibt dies

A=—2 (AAT>1 p. (3.71)

Folglich kann (3.69) geschrieben werden als
-1
f=AT (AAT) p=A'p, (3.72)
da gezeigt werden kann, dass

(ATA> AT = (ATA> AT (AAT> (AAT) -

(ATA> - <AAT> AT (AAT>_1 AT (AAT> (3.73)

-1

gilt.

Die Gleichung (3.72) oder die fiir die Praxis relevantere Gleichung (3.65) kénnen je-
doch meist nicht direkt gelst werden, da A in der Regel keinen vollen Spalten- bzw.
Zeilenrang aufweist [90, S. 128]. Die Singuldrwertzerlegung, in welcher die Matrix A

durch
A =UxVT (3.74)

beschrieben wird, wobei U € RM*M ynd V. € RN*N ynitire Matrizen sind und

¥ € RM*N yon der Form
T — (dlai{‘ff} g) (3.75)

ist, mit den Singuldrwerten o; > 0, bietet eine Moglichkeit, die Pseudoinverse durch
AT =vztu? (3.76)
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y (diag;{(%} g) (3.77)

zu berechnen.

Weiter noch bietet die Singuldrwertzerlegung eine einfache Art der Regularisie-
rung [91]. Durch die Bestimmung eines Schwellwertindex r < M, sodass é =0,
Vk > r gilt, kann Einfluss auf die Qualitdt des Bildes genommen werden. Wird ein
grolRes r gewdhlt, so beinhaltet das rekonstruierte Bild hohe Frequenzen und verstarkt
damit den Rauschanteil im Bild. Wird r hingegen klein gewdhlt, so beinhaltet das re-
konstruierte Bild nur kleine Frequenzen und erscheint verschwommen.

3.3.2 Rekonstruktion mit Hilfe des negativen Gradienten

Die direkten Rekonstruktionsansitze im vorhergehenden Abschnitt werden oft durch
die schlechte Konditionierung des Rekonstruktionsproblems stark erschwert. Das Op-
timierungsproblem (3.62) besitzt jedoch stets eine Lisung, auch wenn diese nicht not-
wendigerweise

0=|Af* —p|’ (3.78)

lautet. Eine Optimierung mit Hilfe des negativen Gradienten (siehe Abschnitt 3.2.1)
liefert unter Verwendung von (3.64) das Minimum fiir (3.62). Hieraus ergibt sich die
Rekonstruktionsvorschrift

) = 0 _ g0 (AT (A€ — p)), (3.79)

wobei o) die Schrittweite in Iteration k beschreibt. Diese kann beispielsweise mit
Hilfe der ersten Wolfe-Bedingung aus (3.32) berechnet werden (siche hierzu Ab-
schnitt 3.2.2).

Fiir einen einzelnen Pixel f, muss basierend auf (3.79) die Iterationsvorschrift

M N
i=1 j=1
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durchgefiihrt werden.

Bemerkung. Die Multiplikation Af(K) entspricht der Radontransformtion bzw. im dis-
kreten Fall der Vorwirtsprojektion vom aktuellen Bild. Die Multiplikation ATc¢®) hin-
gegen entspricht einer Riickprojektion des Korrekturterms ¢} = Af(K) — p. Die aus
der Optimierung mit Hilfe der negativen Gradienten resultierende Rekonstruktions-
vorschrift (3.79) entspricht also dem eingangs erwdhnten Schema, in welchem zunéchst
eine Abschitzung des zu rekonstruierenden Bildes mit der Messung verglichen wird
und anschlieRend der entstandene Fehler in Form eines Korrekturterms auf das Bild
angewandt wird (siehe Seite 73). Eine genauere Betrachtung der Vorwirts- und Riick-
projektion wird in Abschnitt 3.4 gegeben.

Die Iterationsvorschrift (3.79) kann abgebrochen werden, sofern (3.41) erfiillt ist. In der
Praxis reicht es jedoch meist aus zu iiberpriifen, ob dem Bild in den Iterationsschritten
nur noch kleine Anderungen unterzogen werden (siehe hierzu die Abbruchbedingung
in (3.36)).

3.3.3 Statistische Modellierung der Rekonstruktion

Die Formulierung der Zielfunktion in Form eines quadratischen Strafterms ist nicht
die einzige Mdglichkeit, das Rekonstruktionsproblem zu modellieren. Eine etwas an-
dere Vorgehensweise wird durch den Likelihood-Ansatz verfolgt. Da die am Detektor
einfallenden Photonen eine Poisson-Wahrscheinlichkeitsverteilung aufweisen, kann
die Zielfunktion durch eine Modellierung der Photonenstatistik erfolgen [5], [6], [38],
[39], [90], [92]-[94].

Herleitung der Likelihood-Funktion

Abgeleitet vom Satz von Bayes aus der Wahrscheinlichkeitstheorie, kann die bedingte
Wahrscheinlichkeit, dass das Bild f € RN zu den gemessenen Intensititen n € RM

gehort, durch
_ P(n|f)P(f)

P(f|n) = Pn) (3.81)
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ausgedriickt werden. Da das Bild f im Fall einer computertomographischen Messung
initial jedoch nicht bekannt ist, gilt es, die bedingte Wahrscheinlichkeit in (3.81) in
Abhéngigkeit von f zu maximieren.

Weiter kann festgestellt werden, dass der Term P(n) unabhingig vom zu rekonstru-
ierenden Bild f und damit fiir eine konkrete Messung konstant ist. Daher ist dieser fiir
die Optimierung vernachldssigbar und kann entfallen. Der Term P(f) in (3.81) kann
Vorwissen beziiglich des zu rekonstruierenden Bildes integrieren. Ist jedoch kein Vor-
wissen vorhanden, so kann das Maximieren von (3.81) auf die Optimierung von P(n|f)
reduziert werden.

Da angenommen wird, dass die statistischen Variationen der Messung n unabhéngig
voneinander sind, wird die Gesamtwahrscheinlichkeit von P(n|f) durch eine Multipli-
kation der Einzelwahrscheinlichkeiten ausgedriickt, sodass

M
P(nlf) = HP(ni|f). (3.82)

Weiter kann mit Hilfe der Poisson-Verteilung

k
P(k|A) = %e)‘, (3.83)

wobei A dem Erwartungswert der Verteilung entspricht, die Wahrscheinlichkeit, dass
eine bestimmte Zahl n; bei dem Erwartungswert n; beobachtet wird, durch

P(ninj) = ()™ (3.84)

ausgedriickt werden.

Da der Erwartungswert n; aufgrund des Lambert-Beer’schen Gesetzes (siehe hier-
zu (2.5) in Abschnitt 2.1.3) durch

. - L aiif]
nj =nee = (3.85)
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abhingig vom Bild f ist, gilt
P(n;|f) = P(n;|n7) (3.86)
und (3.82) lasst sich umformen zu

N n;
- L aijfj
nee 7t N
L iy

M =
=11 e e : (3.87)

|
i=1 i

(f)”

M
P(nlf) :H

Angesichts der Tatsache, dass die Anzahl an gemessenen Photonen n fiir eine konkrete
Messung nicht variabel ist, hingt die Wahrscheinlichkeit in (3.87) ausschlieRlich von f
ab und die Zielfunktion ldsst sich formulieren durch

N nj

- L aijf;

nee =t N
kil

M K
= | | e o€ ) (3.88)
i=1

Vli!

Die Funktion (3.88) verliert durch Logarithmierung an Komplexitit und wird fiir die
Optimierung vereinfacht. Da es sich beim Logarithmus um eine monotone Funktion
handelt, hat Logarithmieren keinen Einfluss auf das Optimum der Funktion. Somit ldsst
sich (3.88) umwandeln zu

n; N
M - Layf, _ Y af
1) =In(L(H) =3 [In [me ) —n(ut) —me 7
i=1
(3.89)
N
- L aiifj

|
™=

n;ln (ng —anan] n;!) —nee 7!

N
Il
A

Die Terme 1, In (n9) und In (n;!) in (3.89) sind unabhéngig von f und daher konstant
fiir eine konkrete Messung n. Da fiir die Optimierung der Funktion konstante Terme
keine Rolle spielen, kénnen diese zunichst vernachldssigt werden. Hieraus ergibt sich
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die Funktion .
N N — X aijfj
I(£) =) | —mi ) aijfj — noe 7= . (3.90)
. =

Fiir den weiteren Verlauf der Arbeit wird an dieser Stelle zusitzlich die negative Log-
Likelihood-Funktion durch

- " Ml X - £ ay
I(f) = —1(f) = )_ | mi ) aijfj +noe = (3.91)
i=1 j=1

definiert. Diese dient der Formulierung des Rekonstruktionsproblems als Minimie-
rungsproblem im Gegensatz zur Maximierung der Funktion (3.90).

Maximum-Likelihood-Ansatz

Das zu rekonstruierende Bild kann gefunden werden, indem die Log-Likelihood-Funk-

tion maximiert bzw. das Problem

f* = argmax [(f) (3.92)
feRN

gelost wird. Hierzu ist es erforderlich, die notwendige Bedingung erster Ordnung zu
erfiillen (sieche Theorem 3.2.1). Dies bedeutet, dass ein f gesucht ist, welches

0 = VI(f*) (3.93)
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mit
Z al]f]
d an)al]f]—noe j=1
ol(f) % j=
ofr 3 dfr
N
M ~ ¥ aiif; (3.94)
=Y | —mai +noae =
i=1
- Z afi M
= No Zazre = - Zniair
i=1
erfillt.

Um zusatzlich sicherzustellen, dass es sich bei f* um einen strikten lokalen Maxi-
malpunkt handelt, muss die hinreichende Bedingung zweiter Ordnung (siehe Theo-
rem 3.2.3) erfiillt sein. Hierzu wird die zweite partielle Ableitung

M E aijfi M
d|no ) ae = - Z niay
azi(f) B i=1 i=1
Afrdfs afs (3.95)
M - Z a;jfj

—HNo Zazrazse =
i=1

betrachtet, wobei festzustellen ist, dass die Matrixeintrige a;j stets nicht negativ sind.
Weiter ist zu sehen, dass die mit (3.95) assozierte quadratische Form

Z al]f]

N N
Z Z Uy | —Ho Z ajaie - Us, (3.96)
r=1s=1

mit v € RN zeigt, dass die Hessematrix negativ definit ist, sofern A mindestens so-
viele Zeilen (entspricht der Anzahl an Projektionen M) wie Spalten (entspricht der
Anzahl an Pixeln N) besitzt und Rang(A) = min{N, M} gilt [95].

Analog zur Optimierung mit Hilfe des negativen Gradienten in Abschnitt 3.2.1 kann
mit Hilfe des positiven Gradienten das Maximum von (3.90) gefunden werden. Somit
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ergibt sich die Iterationsvorschrift
fk+) — £ 4 oG] (£0)) (3.97)

mit der Schrittweite o (%) in Iteration k. Dies hat fiir einen einzelnen Pixel fr zur Folge,
dass der Iterationsschritt

Zazf M

k ]

=00 (e 5 L) e
i=1

vollzogen werden muss. Die Umrechnung von Intensititsdaten in Projektionsdaten
durch

N
— L aijf ,
n; = nge 7! = nge Fi, (3.99)
ermoglicht weiter die Umformung zu
Z ‘erf M
fr(kﬂ) = f( +00 | Zalre =1 —ng Y_aye V| . (3.100)
i=1

Fiir die Wahl von o, kénnen analog zu (3.79) die Wolfe-Bedingungen aus Abschnitt 3.2.2

herangezogen werden.

Der in der Literatur als ,,maximum likelihood for transmission tomography* (ML-TR)
bezeichnete Ansatz verfolgt im Gegensatz zu (3.100) eine Optimierung durch direktes
Nullsetzen der ersten Ableitung. Hierbei kann fiir einen Pixel f, die Gleichung

- Z aifi M
Mo Z agpe 77 =Y na, =0 (3.101)
i=1
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auf beiden Seiten mit f, multipliziert werden. Dadurch ergibt sich

- Z afi M
fr | no Zaﬂe ==Y mag | =0 (3.102)
i=1
— L aijfj
frno Zazre =t — fr Zn ajy = 0, (3.103)
was sich zu
M - Y aiifi
n L 4ijfj
fo= 2 Y age (5.109)
Z nidiy =1

umstellen ldsst. Diese Gleichung beschreibt den Schnittpunkt zwischen einer Geraden
mit dem Anstieg eins und der Funktion auf der rechten Seite von (3.104). Das Finden
dieses Punktes kann durch eine Fixpunktiteration [96, S. 183] erfolgen und fithrt zu der

Gleichung
(k) M Z a f
£ = —,\j:f Y e 7 (3.105)
Y naj, =1
i=1

Weiteres Ausnutzen des Zusammenhangs in (3.99) ergibt die Iterationsvorschrift

Z ”z]f
azr =
r - Jr M .

Z aire_pi
i=1

zur Bildrekonstruktion.

Bemerkung. Auch wenn die Zielfunktion auf einem anderen Ansatz basiert als die Re-
konstruktion mit Hilfe der kleinsten Quadrate, ist in der Iterationsvorschrift wieder
das gleiche Schema erkennbar. In Abbildung 3.8 sind die einzelnen Komponenten der
Gleichung im Detail beschrieben. Der alte Pixelwert wird mit Hilfe eines Korrektur-
terms in jeder Iteration aktualisiert. Der Korrekturterm setzt sich dabei zusammen
aus einem Vergleich zwischen den original aufgenommenen Mess- bzw. Projektions-

34



3.3. ITERATIVE REKONSTRUKTIONSVERFAHREN

daten und einer Vorwértsprojektion der aktuellen Zwischenlésung. Hierfiir werden
Vorwirtsprojektion und Projektionsdaten zunichst mit Hilfe einer einfachen Riick-
projektion in den Bildbereich transformiert. Ein fundamentaler Unterschied zu der
Iterationsvorschrift in (3.79) und der in (3.100) hergeleiteten ist jedoch der multipli-
kative Charakter der Gleichung (3.106). Dieser hat zufolge, dass die initiale Annahme
£(°) yom Nullvektor verschieden sein muss, da sonst alle folgenden Iterationen eben-
falls den Nullvektor ergeben wiirden.

Riickproj ekt{ Vorwirtsprojektion
alter Pixelwert & ;k)'/
M L aif;
Y aje -
) /. (k+1) _ f(k) i=1
neuer Pixelwert . g M o~ Projektionsdaten
i);l o \
Korrekturterm Riickprojektion

Abbildung 3.8: Erlduterung der einzelnen Komponenten in der Iterationsvorschrift fir
die Rekonstruktion mit Hilfe der Likelihood-Funktion.

3.3.4 Regularisierung

Die bisher vorgestellten Rekonstruktionsverfahren sind inverse Probleme mit einer
hohen Dimension. Wie eingangs bereits erwdhnt, handelt es sich dabei um schlecht
gestellte Probleme, welche dazu fiihren, dass die Lsung sehr instabil ist. Insbesonde-
re in den Iterationsvorschriften (3.65), (3.72) und (3.106) kénnen kleine Anderungen
in den Messdaten, beispielsweise verursacht durch Rauschen, schon zu betrichtlichen
Anderungen im rekonstruierten Bild fithren. Ein der Zielfunktion beigefiigter Regu-
larisierungsterm dient dazu, schlecht gestellte Probleme besser zu kontrollieren und
moglicherweise vorhandenes Vorwissen in die Problemstellung zu integrieren.

Ohne Beschrankung der Allgemeinheit wird im Folgenden die negative Log-Likelihood-
Funktion aus (3.91) betrachtet. Zur Rekonstruktion des Bildes kann jedoch auch eine
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andere der vorgestellten Zielfunktionen verwendet werden. Um mehr Einfluss auf das

Ergebnis zu nehmen, wird nun das Optimierungsproblem in Form von

f* = argmin (I(f) + yR(f)) (3.107)
feRN

durch den Strafterm R : RN — R erweitert. Der Vorfaktor v € R wird dabei als
Regularisierungsparamter bezeichnet, welcher dazu dient, den Einfluss der Regulari-
sierung zu kontrollieren. Er stellt damit einen Kompromiss zwischen Datentreue be-
ziiglich der aufgenommenen Projektionen und Stabilit4t der Losung her. Idealerweise
sollte die Formulierung von R(f) so erfolgen, dass das Optimierungsproblem (3.107)
eine eindeutige Losung besitzt und unerwiinschte Losungen nicht angenommen wer-
den koénnen. Um dies sicherzustellen, sollte zusitzlich dafiir gesorgt werden, dass es
sich bei der Funktion R(f) um eine konvexe Funktion handelt [97].

Eine paarweise quadratische Bestrafung der Unterschiede zwischen benachbarten Pi-
xeln stellt eine einfache Art der Regularisierung dar, welche das Rauschen im zu re-
konstruierenden Bild kontrolliert und die Losung stabilisiert. Formal ist dies gegeben

durch
N

2
R(f) =3 ) w(fi—fo) (3.108)
j=1keN;
wobei N; eine Nachbarschaft um den Pixel j angibt und wy > 0 eine Gewichtung der
Pixelwertunterschiede in Abhéngigkeit zu dessen Position beschreibt.

Die Wahl eines geeigneten Regularisierungsfunktionals stellt einen komplexen und ei-
genstdndigen Forschungsbereich dar. Fiir eine detaillierte Auseinandersetzung mit der
Regularisierung von inversen Problemen sei auf [64] verwiesen. Eine neu entwickelte
Art der Regularisierung zur Integration von Vorwissen wird in Abschnitt 5.3 vorge-
stellt.

3.4 Diskrete Projektionen

]RMXN

Die Systemmatrix A € in (3.60), welche die zweidimensionale Radontrans-

formation bzw. den Verlauf der Linienintegrale beschreibt, besitzt in der Praxis eine
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so enorme GroRe, dass sie nicht im Speicher gehalten werden kann. Fiir ein einzelnes
Schichtbild mit einer Groe von 512 x 512 Pixel berechnet sich die Anzahl der Pixel zu

N = 512 x 512 = 262 144, (3.109)

Der Somatom Definition AS Computertomograph der Firma Siemens AG besitzt zudem
beispielsweise 1472 Dexel fiir eine einzelne Detekorzeile. Dariiber hinaus werden in
der Standardeinstellung Projektionen unter 1152 verschiedenen Winkelabstufungen
aufgenommen. Somit berechnet sich die Gesamtanzahl der Projektionen zu

M = 1472 x 1152 = 1695 744. (3.110)

Daraus folgt also, dass die Systemmatrix 1695744 x 262144 = 444529115136 Ele-
mente besitzt. Nimmt man weiter an, dass jeder dieser Werte in einem FlieRkomma-

Format mit 32 bit = 4 B abgespeichert ist, so beansprucht die Matrix
4B X 444529115136 = 1778116460544 B = 1778,12 GB. (3.111)

Da diese fast 2 Terabytes? nur sehr schlecht im Speicher gehalten werden kénnen, wer-
den die Elemente a;; wahrend der Berechnung einer Projektion direkt bestimmt.

Bei den Projektionen wird zwischen einer Vorwirtsprojektion und einer Riickprojek-
tion unterschieden (siehe hierzu auch Abbildung 3.8). Bei der Vorwirtsprojektion,
in (3.106) ausgedriickt durch

N
pi =Y aijfj, (3.112)
=1

wird das Linienintegral gebildet. Im diskreten Fall bedeutet dies, dass eine gewichte-
te Summe aller Pixelwerte entlang der Linie berechnet wird. Die Gewichtung erfolgt
dabei meist basierend auf der Linge der Linie durch das Pixel. Die Riickprojektion,
in (3.106) formal ausgedriickt durch

M
fi=)_ aje", (3.113)
i—1

2Zubemerken ist, dass die Matrix A sehr viele Elemente besitzt, welche gleich Null sind. Dies ermdg-
licht eine diinn besetzte (engl. sparse) Reprisentation der Matrix, mit dessen Hilfe viel weniger Speicher
in Anspruch genommen werden muss.
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entspricht der Umkehrung der Vorwértsprojektion. Aufgenommene Projektionswerte
werden hierbei entlang der Linie zuriick in das Bild geschrieben.

Fiir die Berechnung der Gewichtungen gibt es eine Vielzahl an Mglichkeiten. Die ver-
breitetsten Methoden sind dabei das Pixel-gesteuerte (engl. pixel-driven) [98], [99], das
Strahlen-gesteuerte (engl. ray-casting) [100]-[102] und das Distanz-gesteuerte (engl.
distance-driven) Verfahren [103], [104]. Um ein iteratives VergréRern von Interpola-
tionsfehlern zu verhindern, sollten Vorwérts- und Riickprojektion in der Regel auf-
einander abgestimmt sein. Jedoch gibt es auch Studien, welche die Verwendung von
ungleicher Vorwirts- und Riickprojektion untersuchen [105], [106].

Beim Verfahren von Siddon wird der Rontgenstrahl durch eine Linie zwischen Quelle
und Detektor modelliert [101]. Fiir die Berechnung der Gewichtungen wird die Schnitt-
lange der Linie mit dem jeweiligen Pixel betrachtet. Hierzu werden alle Schnittpunkte
der Pixelkanten mit dem Rontgenstrahl ermittelt.

Seis € IR? die Position der Réntgenquelle und d € IR? die Position eines Dexels, dann
kann der Rontgenstrahl zwischen s und d beschrieben werden durch

L(a) =s+a(d—s), (3.114)
wobei w € (0, 1) eine Position entlang der Linie angibt. Weiter seien durch
X(i)=X(1)+(i—1)6, ie{1,...,Ny+1} (3.115)

die vertikalen Pixelkanten beschrieben. Die Variable N, gibt dabei die Anzahl der Pixel
entlang der x-Richtung an. Die Ausmale eines einzelnen Pixels ist durch J, gegeben
und die Position der ersten Kante kann durch X(1) = 0 festgelegt werden. Analog
seien durch

Y(i) = Y(i)+ (i —1)dy, ie{1,...,N,+1} (3.116)

die horizontalen Pixelkanten beschrieben. Ziel soll es nun sein, die Schnittpunkte der
horizontalen und vertikalen Pixelkanten, beschrieben durch & € R!, mit der Linie L
zubestimmen, wobei mit I die Anzahl der Schnittpunkte angeben ist. Der Schnittpunkt
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mit der i-ten vertikalen Pixelkante ist gegeben durch

N X(l) — 51
Déx(l) = (dl——sl)' (3.117)
Analog gilt fiir die horizontalen Pixelkanten
N Y(Z) — Sy
Uéy(l) = m (3118)

Sollten die Nenner in (3.117) oder (3.118) Null sein, so ist a, (i) bzw. ay (i) undefiniert.
Eine schematische Darstellung des Zusammenhangs ist in Abbildung 3.9 gezeigt. Die
Schnittpunkte an ay (i) bzw. a, (i) sind in blau bzw. rot dargestellt.

Sind alle Schnittpunkte bestimmt, so kénnen die verschiedenen &, (i)- und a,(i)-
Werte zum Vektor a zusammengefasst werden, indem die Werte aufsteigend sortiert
werden. Die Distanz zwischen zwei Punkten, welche durch zwei aufeinanderfolgende
a-Werte definiert sind, ergibt die Linge des Rontgenstrahles durch den Pixel. Die kor-
respondierende Position des Pixels und damit auch die korrekte Position in der System-
matrix wird mit Hilfe des Mittelpunktes auf der Geraden durch den Pixel bestimmt, da
dieser immer innerhalb des zugehé6rigen Pixels liegt.

Die Berechnung der Systemmatrixeintrige fiir die Riickprojektion erfolgt auf dem glei-
chen Weg wie bei der Vorwértsprojektion. Unterschiede gibt es nur hinsichtlich der
Muliplikations- bzw. Zuweisungsvorschriften in Form von (3.112) und (3.113).

3.5 Grundlagen der Bildregistrierung

Im Rahmen der Regularisierung von Rekonstruktionsproblemen kann es mitunter vor-
kommen, dass es notwendig ist, zwei Bilder im Ortsraum aneinander anzugleichen. Ist
beispielsweise Vorwissen in Form von Bildinformationen vorhanden, sei es von einer
vorhergehenden Aufnahme oder von Geometriebeschreibungen eines Metallimplan-
tates, so miissen diese Bildinformation eine ortliche Korrespondenz zum zu rekonstru-
ierenden Bild aufweisen [107]-[110].
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Abbildung 3.9: Schematische Darstellung der Vorwirtsprojektion nach Siddon. Die
Schnittpunkte des Rontgenstrahles, welcher zwischen der Réntgenquelle s und De-
tektor d verlduft, und den vertikalen Pixelkanten X (7), dargestellt in blau, und den
horizontalen Pixelkanten Y (7), dargestellt in rot.

Das Problem der Bildregistrierung beschreibt im Allgemeinen das Finden einer geeig-
neten Transformation, welche die rdumliche Ubereinstimmung eines Bildes t zu einem
Bild r herstellen soll [111]-[114]. Ublicherweise bilden dabei das Bild t, im Folgenden
als Targetbild bezeichnet, und r, im Folgenden als Referenzbild bezeichnet, das gleiche
Objekt ab. Unterschiede treten zumeist durch verschiedene bildgebende Verfahren, ei-
ne unterschiedliche Position des Objektes oder unterschiedliche Aufnahmezeitpunkte
auf [E9], [115], [116]. Die Herausforderung besteht hierbei darin zu bestimmen, wie ei-
ne Ahnlichkeit der beiden Bilder festgestellt werden kann und wie viele Freiheitsgrade
eine Transformation haben sollte, um eine Korrespondenz zwischen den Bildern her-
zustellen.

Fiir den weiteren Verlauf dieser Arbeit sei das Problem der Bildregistrierung fiir zwei-
dimensionale Bilder formal durch die folgende Definition gegeben.

Definition 3.5.1. Seien D : RN x RN — R ein DistanzmaR und r,t € RN zwei
Bilder, dann beschreibt das Registrierungsproblem das Finden einer Transformation
I': RN x RY — RN mit den d-dimensionalen Transformationsparametern ¢y € R
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und ist gegeben durch das Optimierungsproblem

min D(r,T(t,7)). (3.119)
yeR4
Bemerkung. Bei multimodalen Bildregistrierungsproblemen lésst sich (3.119) durch ei-
ne zusitzliche Transformation ® : R — R erweitern, welche dazu dient, den Grau-
wertbereich der unterschiedlichen Modalititen anzupassen [117].

Im Idealfall weisen die Bilder r und t nach der Minimierung des Registrierungspro-
blems eine rdaumliche Korrespondenz auf, sodass Bildelemente gleicher Struktur sich
rdumlich iiberlagern. Das Distanzmall D ist ein MalR fiir die Ungleichheit der Bilder r
und t. Fiir die Wahl des Males gibt es eine Vielzahl an Moglichkeiten, wobei eine ge-
eignete Bestimmung wesentlich von der konkreten Aufgabenstellung abhéngig ist. Ei-
ne Zusammenfassung der gingigsten Distanzmale wird in Abschnitt 3.5.2 vorgestellt.
Auch die Wahl einer geeigneten Transformation I' ist stark abhingig vom konkreten
Registrierungsproblem. Transformationen, welche auch im Laufe dieser Arbeit Ver-
wendung finden, werden in Abschnitt 3.5.1 diskutiert.

Das Problem der Bildregistrierung ist in der Regel ein schlecht gestelltes Problem, da
weder Eindeutigkeit, Existenz einer Lésung noch eine stetige Abhingigkeit der Lésung
zu den Daten gewihrleistet werden kann (vergleiche hierzu Definition 3.1.2) [111],
[117]. Aufgrund dessen wird das Optimierungsproblem (3.119) héufig durch einen Re-
gularisierungsterm R : R? — R erweitert, sodass das Problem

min D(r,T'(t,)) + aR(7y) (3.120)

yERA
zu l6sen ist. Hierbei beschreibt @ > 0 einen Regularisierungsparameter. Um eine sinn-
volle Losung fiir das Registrierungsproblem zu erhalten, ist es im Allgemeinen emp-
fehlenswert, eine gewisse Glattheitsforderung an die Transformation I' zu stellen. Der
Term R(7y) dient dazu, die Losungsmenge so einzuschrinken, dass Lésungen mit ge-
wiinschten Eigenschaften bevorzugt und Losungen, welche diese Eigenschaften nicht
besitzen, durch diesen Term bestraft werden.
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3.5.1 Transformationen zur Bildregistrierung

Die Wahl einer geeigneten Transformation ist stark abhdngig vom konkreten Regis-
trierungsproblem. Vor der Lésung des Problems sollte hinterfragt werden, ob es bei-
spielsweise sinnvoll ist, eine Skalierung, Scherung, Translation, Rotation, Uberlappung
von Pixeln oder gar eine komplett freie Transformation zu erlauben. Man unterschei-
det hierbei zwischen parametrischen und nicht-parametrischen Transformationen.
Die parametrischen Transformationen sind durch eine gewisse Anzahl an Transfor-
mationparametern, welche Abhingig von den jeweils erlaubten Verformungen sind,
eindeutig bestimmt. Eine nicht-parametrische Transformation hingegen zeichnet sich
durch eine sehr hohe Anzahl an Freiheitsgraden aus, wobei 7 einen Verschiebungs-
oder Verformungsvektor darstellt, welcher beispielsweise Kriimmungseigenschaften
oder Elastizitit modelliert [113], [117], [118].

Sei im Folgenden I'(t, ) eine Abbildung, die durch ¢, : R* — R? jedem Bildelement
x € R?in t eine eindeutig bestimmte Position zuweist. Hierbei ist der Zusammenhang
zwischen dem vektorisierten Bild und dem zweidimensionalen Bild gegeben durch
(x1 —1)Ny+x, =7,j € {1,2,...,N}, wobei Ny die Anzahl der Spalten beschreibt.

Die rigide Transformation fiir zweidimensionale Bilder sei dann durch

¢4(x) = Qx +Db, (3.121)

mit der orthogonalen Matrix Q € R?**% und det(Q) = 1, b € IR? gegeben. Diese
Transformation erlaubt ausschlieflich eine Rotation und Translation des Bildes t und
hat somit die Eigenschaft, dass die Distanz zwischen zwei Punkten im Bild stets erhal-
ten bleibt. Der Vektor ¢ € R® definiert dabei durch 7y; den Rotationswinkel und durch
2 und 73 die Translation, sodass

0- ( cos 71 sin%) b= (72) , (3.122)
—sin7y; cosY: 73

Die Transformation besitzt somit 3 Freiheitsgrade.
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Die affin lineare Transformation erlaubt zusitzlich noch eine Skalierung und Sche-
rung von t und ist gegeben durch

¢,(x) = Ax+Db, (3.123)

wobei A € R?**2 mit det(A) > 0und b € RR? festgelegt ist. Die Transformation
weist mit v € IRS fiir die 4 Matrixeintrdge in A und den 2 Translationsparametern
6 Freiheitsgrade auf und besitzt damit die Eigenschaft, dass parallele Linien nach der
Transformation stets parallel bleiben. In Abbildung 3.10 sind eine Reihe von Beispiel-
bildern gezeigt, fiir welche eine bestimmte Art von Transformation notwendig ist, um
sie auf ein gegebenes Referenzbild zu registrieren.

Fiir die rigide und affine Transformation ist eine Regularisierung in einer Art und Wei-
se wie in (3.120) nicht sinnvoll, da die Losungsmenge jeweils schon hinsichtlich der
moglichen Bildmodifikationen eingeschrénkt ist.

Mit Hilfe von nicht-rigiden Transformationen ist es mdglich, gerade Linien auf Kurven
abzubilden. Es gibt eine Vielzahl an Modellen, um eine solche Transformation zu be-
schreiben [119]. Fiir eine detaillierte Betrachtung von verschiedenen Transformatio-
nen und insbesondere fiir eine Auseinandersetzung mit nicht-rigiden Registrierungs-
ansatzen sei auf [117] und [120] verwiesen.

3.5.2 Distanzmal3e fiir die Bildregistrierung

Die Wahl eines geeigneten Distanzmalles ist kritisch in Bezug auf eine erfolgreiche
Bildregistrierung. Insbesondere hinsichtlich des Problems in (3.119) und den darauf
anzuwendenden Opimierungsalgorithmus muss darauf geachtet werden, dass es sich
bei D um eine hinreichend oft differenzierbare Abbildung handelt.

Die gdngigsten Distanzmalle in der Bildregistrierung basieren auf Intensitét, Korrela-
tion oder gegenseitigen Bildinformationen. Auch Distanzmale, welche auf bestimm-
te Bildinformationen, wie zum Beispiel Kanten im Bild, zuriickgreifen, sind verbrei-
tet [121], [122].
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Targetbild t Referenzbild r

rigide

affin

nicht-rigide

Abbildung 3.10: Beispiel fiir verschiedene Transformationen. Das erste Targetbild un-
terscheidet sich nur durch eine Rotation um 23° vom Referenzbild. Um eine 6rtliche
Korrespondenz der beiden Bilder herzustellen ist es ausreichend, eine rigide Trans-
formation zu verwenden. Das zweite Targetbild wurde rotiert und gestreckt. Um eine
korrekte Registrierung durchzufiihren, wird mindestens eine affine Transformation
benétigt. Das dritte Targetbild ist flexibel verformt und kann nur mit Hilfe einer nicht-
rigiden Transformation dem Referenzbild angeglichen werden.
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Bilder, welche von der gleichen Modalitit abgebildet wurden und das gleiche Objekt
zeigen, haben die Eigenschaft, dass gleiche Strukturen auch gleiche Grauwertvertei-
lungen aufweisen. In diesem Fall liegt es nahe, ausschlielich Intensitdtsunterschiede
in den Bildern zu bestrafen. Hierzu kann die Summe der quadrierten Differenzen
(SSD, engl. sum of squared differences) herangezogen werden, welche im Folgenden

durch
sSD 1 2 3
D> (r,t) = N||t —r|7, = §: (tj—1;)° (3.124)

definiert ist. Die Summe der quadrierten Differenzen ist sehr sensibel gegentiber Aus-
reilern in den Grauwerten, welche zum Beispiel durch Rauschen oder im Speziellen
auch durch Artefakte hervorgerufen werden konnen. Der Effekt kann reduziert wer-

den, indem absolute Differenzen in Form von

D3P (1, 1) Z |tj — 1]l (3.125)

benutzt werden.

Ein weiteres sehr verwandtes Distanzmald basiert auf der Pearson Korrelation. Sie lie-
fert Informationen beziiglich des linearen Zusammenhangs der beiden Bilder und sei
hier definiert durch

1 & /ri—ue\ [t — He
DO (1, 1) = — ( J > ( / ) , (3.126)
N]; Oy Ot

wobei i den Mittelwert und oy die Standardabweichung einer Verteilung x € RN
beschreibt.

Bemerkung. Im Gegensatz zu den meisten Formulierungen in der Literatur ist das Di-
stanzmal hier als negative Korrelation angegeben, damit es mit dem Problem (3.119)
im Einklang ist.

Basieren die in den Bildern vorhandenen Grauwerte nicht auf der gleichen Modalitit,
besitzen gleiche Strukturen nicht zwangsldufig gleiche Grauwertbereiche. So besitzen
Knochenstrukturen in einem CT-Bild beispielsweise einen tendenziell hohen Kontrast
im Vergleich zu Weichteilstrukturen und weisen in der Magnetresonanztomographie
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im Allgemeinen eine relativ geringe Signalstirke auf Soll nun das Optimierungspro-
blem aus (3.119) fiir zwei Bilder aus verschiedenen Modalitdten gel3st werden, so ist es
nicht empfehlenswert, ein DistanzmaR zu verwenden, welches allein auf Intensitéts-
wertunterschieden basiert. Vielmehr sollte in diesem Fall der gemeinsame Informa-
tionsgehalt der Bilder bewertet werden. Ein in der Informationstheorie weitverbrei-
tetes MaR, welches auf statistischen Zusammenhéingen basiert, sind die so genannten
Transinformationen oder gegenseitigen Informationen (MI, engl. mutual informati-

on). Das DistanzmalR beruht auf der Entropie und sei hier gegeben durch
DM{(r,t) = H(t,r) — H(t) — H(r), (3.127)

wobei H(x) die Entropie einer Dichteverteilung x beschreibt und H(x, y) die gemein-
same Entropie von x und y darstellt. Die Entropie H(x) driickt die Unordnung der
Variable x aus und ist gegeben durch

I I
H(x) = — ) _ pi(x)logpi(x), mit Y p;(x) = 1und p;(x) > 0Vi € {1,2,...,1}.
i=1 i=1

(3.128)
Hierbei beschreibt p(x) € R! das Histogramm des Bildes x € RN mit I verschiedenen
Grauwertabstufungen.

Bemerkung. In der Literatur lassen sich verschiedene Definitionen der Entropie eines
Bildes x € RY finden. Eine alternative Definition interpretiert jeden Pixeleintrag als
Wahrscheinlichkeitswert. Wie aus (3.128) ersichtlich, wiirde in diesem Fall eine Norma-
lisierung des Bildes x erwartet werden, sodass Z]-Iil xj = 1. Weiter wiirde gefordert
werden, dass alle Pixeleintrdge positiv sind. In Bezug auf CT-Bilder ist dies physika-
lisch plausibel, da Abschwichungskoeffizienten stets positiv sein sollten. Im Rahmen
der Erlduterung zum ALIR-Algorithmus wird hierauf im weiteren Verlauf explizit ein-
gegangen.

Die gemeinsame Entropie sei gegeben durch

I ]
H(xy) = = 1 Y pij(xy) logpij(xy). (3.129)

i=1j=1

3Mit Hilfe bestimmter Aufnahmesequenzen ist es jedoch auch méglich Knochenstrukturen hervor-
zuheben [123].
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Das gemeinsamen Histogramm p(x,y) € R'*/ gibt an der Stelle p; j(x, y) die relative
Héufigkeit an, wie oft sich die Grauwerte i € {1,2,...,I}undj € {1,2,...,J} inx
und y iiberlappen, d.h. wie oft x; = i mit y, = j, wobei k € {1,2,...,N} gilt. Eine
Beispielberechnung hierfiir sei in Beispiel 3.5.1 gegeben. Fiir die gemeinsame Entropie
gilt H(x,y) < H(x) + H(y) fiir x,y € RY. Sie berechnet den Informationsgehalt,
welchen beide Bilder gemeinsam haben. Zeigen die Bilder x und y keine Korrespon-
denz, so ist die gemeinsame Entropie gleich der Summe der beiden Einzelentropien.
Je mehr Korrespondenz zwischen den beiden Bildern besteht, desto kleiner wird die
gemeinsame Entropie.

Beispiel 3.5.1. Seien zwei Bilder x,y € R**? gegeben durch

Y =

N =N
= W W
N R
N W

3
31, (3.130)
1

dann berechnet sich das gemeinsame Histogramm mit [ = 3 und | = 4 verschiedenen
Grauwertabstufungen zu

p(x,y) = % (3.131)

o o w
o~ R
N = O
o o R

wobei p1; = % angibt, wie oft der Grauwert 1 in x mit 1 in y iiberlappt.

Bemerkung. Ohne die Einzelentropien in (3.127) kénnte leicht ein Minimum, welches
moglicherweise sogar ein globaler Minimalpunkt sein kénnte, von (3.119) angenom-
men werden, indem beide Bilder so transformiert werden, dass r = t = 0 gilt. Durch
die negative Gewichtung von H(r) und H(t) in (3.127) kann dies verhindert werden.

Die Bildregistrierung stellt ein komplexes und eigenstindiges Forschungsfeld dar, wel-
ches im Rahmen dieser Arbeit nicht im Detail besprochen werden kann. Fiir Eigen-
schaften beziiglich der Differenzierbarkeit der vorgestellten MaRe und weiterfiihrende
Erlduterungen sei jedoch auf [117] verwiesen.
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Kapitel 4

Die Augmented Likelihood
Image Reconstruction

Metallobjekte im Messfeld eines Computertomographen bergen viele Herausforderun-
gen fiir die Bildrekonstruktion. Die Artefakte, welche durch das Metallobjekt hervor-
gerufen werden, iiberlagern zumeist das gesamte Bild und sind in der Lage, den dia-
gnostischen Wert des Bildes massiv zu verringern. In der Regel ist es erforderlich, die
inkonsistenten Projektionswerte, welche zu Strahlenverldufen durch das Metallobjekt
korrespondieren, aus den Rohdaten zu entfernen. In der Konsequenz fiihrt dieser An-
satz jedoch zu einem Informationsverlust in den Rohdaten.! Der Informationsgehalt,
welcher durch die fehlenden Projektionen verloren geht, bezieht sich hierbei nicht
ausschlieBlich auf das Metallobjekt. Vielmehr enthalten die verlorengegangen Projek-
tionen Informationen beziiglich des Metallobjektes und der Anatomie des Patienten.

Fiir eine Beriicksichtigung dieses Sachverhaltes bei Bildrekonstruktion kénnen zwei
verschiedene Ansitze verfolgt werden: Die Entwicklung eines Algorithmus, welcher
das Bild ohne diese Informationen rekonstruiert oder ein approximatives Wiederher-
stellen der verlorengegangen Projektionen. Einer der ersten Vorschlédge, die fehlenden

1Im Falle einer Totalabsorption verursacht das Entfernen der inkonsistenten Projektionsdaten aus
den Rohdaten keinen zusitzlichen Informationsverlust. In diesem Fall wird durch diesen Schritt viel-
mehr definiert, welche Informationen im Vorfeld schon nicht vorhanden waren, da die Metallprojek-
tionen, wie zuvor bereits beschrieben, nicht fiir die Rekonstruktion geeignet sind.
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Daten neu zu berechnen bestand darin, eine lineare Interpolation individuell fiir jeden
Winkel entlang der bekannten Projektionswerte durchzufiihren [124]. Die Methode ist
leicht umsetzbar und erzeugt mitunter eine merkliche Reduktion von Artefakten. Be-
trachtet man jedoch eine iterative Vorgehensweise und formuliert die Bildrekonstruk-
tion durch ein Optimierungsproblem, so ergeben sich eine Vielzahl an Méglichkeiten,
die Rekonstruktion auf eine elaborierte Art und Weise zu beeinflussen. So ist es zum
Beispiel moglich, mit Hilfe von Nebenbedingungen und Regularisierungstermen be-
stimmte wiinschenswerte Eigenschaften im Bild zu erzwingen. Durch diese flexible
Vorgehensweise ldsst sich unter anderem Vorwissen iiber das zu rekonstruierende Bild
in die Rekonstruktion integrieren. Ein Beispiel hierftir wurde bereits in Abschnitt 3.3.4
vorgestellt. Nimmt man an, dass das zu rekonstruierende Bild eine gewisse Glattheit
besitzt, so kann beispielsweise ein quadratischer Strafterm, welcher die Grauwertun-
terschiede benachbarter Pixel bestraft, zur Regularisierung verwendet werden. Nimmt
man weiterfithrend eine bestimmte Ahnlichkeit zu einem gegebenen bereits rekon-
struierten Bild an, so kénnen zudem Unterschiede zu diesem gegebenen Bild bestraft
werden [107].

Im Speziellen soll hier untersucht werden, wie Informationen beziiglich eines gegebe-
nenfalls vorhandenen Metallobjektes in die Rekonstruktion integriert werden konnen.
Hierzu muss im Vorfeld bestimmt werden, welche Art von Informationen theoretisch
vorhanden sein konnen. Diesbeziiglich sei zundchst anzumerken, dass Hersteller von
Metallimplantaten grundsétzlich Auskunft iiber die Zusammensetzung von Implanta-
ten geben kénnen. Zusammen mit einer exakten Geometriebeschreibung, welche sich
von einer Modellbeschreibung des Implantates ableiten lédsst, konnen so theoretisch
Abschwichungskoeffizienten fiir das Metallobjekt bestimmt werden. Der hier vorge-
stellte Algorithmus basiert in den Grundziigen auf dem Augmented Langrangian Al-
gorithmus, welcher in Abschnitt 3.2.5 vorgestellt wurde, wobei das Zielfunktional zur
Bildrekonstruktion von der Log-Likelihood-Funktion aus Abschnitt 3.3.3 abgeleitet ist.
Das daher auch als Augmented Likelihood Image Reconstruction (ALIR) bezeichnete
Verfahren bietet die Moglichkeit, mit Hilfe einer geeigneten Formulierung von Neben-
bedingungen Vorwissen {iber die Form des Metallobjektes und dessen Abschwichung
in den Rekonstruktionsprozess zu integrieren. Weitergehend wird zusitzlich der ite-
rative Charakter des Optimierungsprozesses ausgenutzt, um verlorengegangene Infor-
mationen im Rohdatenraum approximativ wiederherzustellen.
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Im Folgenden werden die einzelnen Komponenten des Algorithmus zusammen mit
einer neuartigen, nicht-lokalen Regularisierung genauer diskutiert. Hierzu wird zu-
nichst in Abschnitt 4.1 die Zielfunktionen fiir die Rekonstruktion gemeinsam mit den
zur Verfligung gestellten Parametern vorgestellt. In Abschnitt 4.2 wird die Integra-
tion von Vorwissen in Form von Nebenbedingungen, welche an die Rekonstruktion
gestellt werden, beschrieben. AnschlieRend wird in Abschnitt 4.3 die Berechnung von
fehlenden Projektionsdaten basierend auf Zwischenergebnissen der Rekonstruktion
diskutiert. Eine Zusammenfassung des kompletten Algorithmus wird in Abschnitt 4.4
gegeben. Am Ende des Kapitels wird ein Regularisierungsterm vorgestellt, welcher in
der Lage ist, ein gegebenes Bild mit in die Rekonstruktion einflieRen zu lassen.

4.1 Die Zielfunktion

Fiir die Rekonstruktion des Bildes wird im Rahmen des hier vorgestellten Algorith-
mus die in Abschnitt 3.3.3 hergeleitete negative Log-Likelihood-Funktion verwendet.
An dieser Stelle sei jedoch angemerkt, dass auch andere Zielfunktionen fiir die Rekon-
struktion verwendet werden konnen. So kann die negative Log-Likelihood-Funktion
beispielsweise durch das in Abschnitt 3.3.1 vorgestellte Kleinste-Quadrate-Funktional
ersetzt werden. Ein wichtiger Aspekt fiir die Wahl der Zielfunktion sind die Konve-
xitdtseigenschaften der Funktion. Die Konvexitétseigenschaften der hier gewahlten
Funktion werden in Abschnitt 4.1.4 genauer analysiert.

Fiir die Korrektur von Metallartefakten mit Hilfe des ALIR-Algorithmus muss die ne-
gative Log-Likelihood-Funktion angepasst werden. Hierzu sei jedoch im folgenden Ab-
schnitt zunédchst angegeben, welche Parameter dem Algorithmus zur Rekonstruktion
eines Bildes bereitstehen.

4.1.1 Gegebene Parameter

Da im Folgenden davon ausgegangen wird, dass sich im zu rekonstruierenden Bild ein
Metallobjekt befindet und die Form dieses Objektes als bekannt angenommen wird,
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kann die Menge der fiir die Rekonstruktion bekannten Parameter erweitert werden.
Neben den aufgenommenen Intensitdten stehen dem Algorithmus daher auch genaue-
re Information in Bezug auf das Metallobjekt zur Verfiigung.

Ist die Form eines Implantates in Form eines CAD-Datensatzes? gegeben, so kann von

diesem eine Matrix Q € [0,1]N*N

abgeleitet werden, welche eine Maske fiir das
Metallobjekt reprisentiert. Diese Matrix gibt an, welche Pixel im Bild zum Metall-
objekt korrespondieren und welche nicht. Die Matrix ist so modelliert, dass sie eine
Diagonalform besitzt, wobei fiir ihre Matrixelemente q;; = 0 gilt, wenn i # j mit
i,j € {1,2,...,N}.Ferner sei auf der Diagonalen die Form des Objektes gegeben, so-
dass die Matrix-Vektor-Multiplikation Qf die Form des Implantates im Bild f € RN
beschreibt. Hierbei werden alle Pixelwerte im Bild, die nicht zum Metallobjekt korre-

spondieren, auf den Wert 0 gesetzt.

Weiter seien basierend auf Informationen beziiglich der Materialzusammensetzung
des Metallimplantates und der genutzten Strahlung die Abschwéchungskoeffizienten
des Implantates gegeben. Diese werden im weiteren Verlauf durch den Vektor b € RN
reprasentiert. Fiir die Maske Qund j € {1,2,..., N} gilt basierend auf diesen Werten
somit

0 wennb; =0
qjj = J (4.1)
m; wenn bj > 0,

mit m; € {x € R|0 < x < 1},
Die Maske Q stellt primir eine bindre Formbeschreibung des Implantates dar, erlaubt

jedoch durch die Menge {x € R|0 < x < 1} auch eine Modellierung des Partialvolu-
meneffektes an der Kante des Implantates.

4.1.2 Identifizierung der Metallprojektionen

Wie in Abschnitt 2.3.7 erldutert, ist die effektive Energie des Rontgenstrahls im kli-
nischen Computertomographen nicht ausreichend, um das erhéhte Absorptionsver-
mogen eines Metallimplantates hinreichend zu {iberwinden und eine Detektion von

2CAD steht fiir Computer-aided design und bezeichnet die computergestiitzte Konstruktion von Pro-
dukten.

102



4.1. DIE ZIELFUNKTION

Photonen {iber dem Rauschlevel zu ermdglichen. In der Konsequenz kénnen Projek-
tionen, welche durch ein Metallimplantat verlaufen, nur inkonsistente Informationen
fiir die Rekonstruktion des Bildes beitragen und sollen daher im Folgenden fiir die Re-
konstruktion nicht beriicksichtigt werden. Eine direkte Identifizierung dieser Metall-
projektionen im Rohdatenraum ist mit Hilfe von einfachen Schwellwertverfahren im
Allgemeinen nicht méglich, da hierbei zumeist auch andere Projektionswerte segmen-
tiert werden. Einfacher ist eine Segmentierung im Bildbereich, da die Abschwichungs-
koeffizienten fiir das Metall in der Regel sehr viel gréRer sind als die Abschwichungs-
koeffizienten der umgebenden Anatomie. In Abbildung 4.1 ist eine mdgliche Vorge-
hensweise schematisch dargestellt. Basierend auf einem gegebenen Sinogramm kann
mit Hilfe der gefilterten Riickprojektion (FBP, engl. filtered backprojection) eine initia-
le Rekonstruktion erstellt werden. Dieses Bild kann anschlieRend durch Verwendung
eines Schwellwertverfahrens und dem Schwellwert T € R segmentiert werden, sodass
ein Bild g € RYN mit der Eigenschaft

0 P <<
g = wenn f; Y Vj e {1,2,...,N} (4.2)
f]- sonst

entsteht. Der Schwellwert T muss dabei so gewahlt werden, dass g ausschlieRlich das
Metallobjekt beinhaltet. Durch Anwendung einer Vorwiartsprojektion konnen im An-
schluss die Metallprojektionen im Rohdatenraum identifiziert werden. Formal sei die
Menge der Indizes, welche zu Metallprojektionen korrespondieren, gegeben durch

M petal = {l € M|(Ag)1 > 0}7 (4.3)

wobei A € RMXN die Systemmatrix beschreibt, M die Anzahl an Projektionen angibt
und M = {1,2,..., M} gilt.

Ist kein Vorwissen in Bezug auf das Metallimplantat vorhanden, so produziert dieses
Segmentierungsverfahren hinreichend gute Ergebnisse. In der Praxis ist es meist rat-
sam, die Segmentierung des Metallimplantates um eine Pixelgrée zu erweitern. Dies
hat zur Folge, dass auch Projektionswerte, welche aufgrund des Partialvolumeneffek-
tes nicht in der Menge M., enthalten sind, beriicksichtigt werden. Enthélt die in-
itiale Rekonstruktion, welche fiir die Segmentierung genutzt wird, sehr stark ausge-
prégte Artefakte, so kann eine exakte Schwellwertsegmentierung schwierig sein. Dies
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Sinogramm Initiale Rekonstruktion Segmentierung Metallprojektionen

Mo

Abbildung 4.1: Segmentierung der Metallprojektionen mit Hilfe eines Schwellwertver-
fahrens im Bildbereich. Zunichst wird eine initiale Rekonstruktion mit Hilfe der FBP
erstellt. Das resultierende Bild wird anschlieBend unter Verwendung eines Schwell-
wertverfahrens beziiglich des Metallimplantates segmentiert. Eine anschlieRende Vor-
wirtsprojektion der Segmentierung liefert ein Sinogramm, welches ausschlielich an
den Positionen, welche mit dem Metallobjekt assoziiert werden, Werte gréer Null auf-
weist.

ist bedingt durch die Tatsache, dass die Artefakte Abschwichungskoeffizienten im Bild
verursachen kénnen, welche dhnlich hoch sind wie die des Metallimplantates. Um bei
weniger stark ausgepragten Segmentierungsfehlern falsch segmentierte Artefakte zu
korrigieren, kann eine Erosion gefolgt von einer Dilatation durchgefiihrt werden. In
Abbildung 4.2 ist diese mégliche Vorgehensweise beispielhaft dargestellt. Auf der lin-
ken Seite ist eine initiale Segmentierung gezeigt, welche falsch segmentierte Streifen
beinhaltet. Mit Hilfe der morphologischen Bildverarbeitungsoperation Erosion kén-
nen die Streifen aus der Segmentierung entfernt werden.? Hierbei wird fiir jeden Pixel
gepriift, ob ein gegebenes Strukturelement in die initiale Segmentierung passt. Ist dies
nicht gegeben, so wird das Pixel aus der Segmentierung entfernt. In dem hier gezeig-
ten Beispiel wurde ein quadratisches Strukturelement mit einer Gréf3e von 4 Pixeln in
x- und y-Richtung gewdhlt. Die resultierende Segmentierungsmaske ist im Vergleich
zur initialen Segmentierung verkleinert. Um diesen Effekt zu korrigieren, wird eine
Dilatation auf die Segmentierung angewandt. Die Dilatation stellt die Umkehrung der
Erosion dar, bei welcher fiir jedes Pixel gepriift wird, ob mindestens ein Pixel innerhalb
des Strukturelementes zur urspriinglichen Segmentierung gehort. Ist dies der Fall, so
gehort das Pixel zur neuen Segmentierung.

3Fiir sehr kleine oder schmale Metallimplantate, wie zum Beispiel Stents oder Metalldrihte ist dieses
Vorgehen nicht geeignet, da sie durch den Erosionsschritt gegebenenfalls komplett aus der Segmentie-
rung entfernt werden. Allerdings verursachen solche Objekte selten stark ausgeprigte Artefakte, sodass
eine Korrektur der Segmentierung in den meisten Fillen nicht notwendig ist.

104



4.1. DIE ZIELFUNKTION

Nach Frosion Nach Dilatation

R

Initiale Segmentierung
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Abbildung 4.2: Korrektur von Segmentierungsfehlern mit Hilfe von Erosion und Dila-
tation. Mit Hilfe der Erosion kann die Segmentierung so verkleinert werden, das die
falsch segmentierten Streifen nicht mehr zur Maske gehdren. Eine anschlieRende Di-
latation vergroRert die Segmentierungsmaske wieder.

Liegt Vorwissen iiber das Metallobjekt im zu rekonstruierenden Bild vor, so bietet sich
eine neue Moglichkeit der Segmentierung an, welche eine potenziell exaktere Diffe-
renzierung der Metallprojektionen erlaubt. Die Formulierungen fiir Q und b im vor-
hergehenden Abschnitt suggerieren indirekt, dass bekannt sei, an welcher Position im
Bild sich das Metallobjekt befinde. Ohne zusitzliche Schritte ist dies jedoch nicht der
Fall. Ein mogliches Vorgehen ist in Abbildung 4.3 gezeigt. Um die Indizes der Metall-
projektionen herauszufinden, kann abermals mit einer initialen Rekonstruktion be-
gonnen werden. Mit Hilfe eines Schwellwertverfahrens wird zunéchst eine grobe Seg-
mentierung des Metallimplantates erstellt, sodass g € RN wie in (4.2) definiert ist.
Basierend auf dieser Segmentierung kann anschliefend der Masseschwerpunkt (COM,
engl. center of mass) des segmentierten Objektes berechnet werden. Hierzu seien die

Koordinaten
(( Ny N, Nx Ny
Z Z X&(x—1)Ny+y Z Z Y& (x—1)Ny+y
x=1y=1 x=1y=1
{xcom, Ycom} = N N, N, N, (4.4)
Z Z 8(x—1)Ny+y Z Z 8(x—1)Ny+y
k x=1y=1 x=1y=1 )
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definiert, wobei N, die Anzahl der Spalten und Ny die Anzahl der Zeilen im Bild angibt.
Weiter sei der hierzu korrespondierende Index im segmentierten Bild g angegeben
durch jCOM = (xCOM — 1)Nx + Ycom mit jCOM < {1, 2,00, N}

Auch fiir den von der vorhandenen Geometriebeschreibung des Metallimplantates ab-
geleiteten Vektor b € RN kann der Masseschwerpunkt ermittelt werden. So kon-
nen basierend auf den beiden Masseschwerpunkten Translationsparameter berechnet
werden, welche dafiir sorgen, dass eine initiale Ubereinstimmung der Position des Vor-
wissens mit dem im Bild vorhandenem Implantat entsteht. Aufbauend auf dieser in-
itialen Positionierung kann nun ein Registrierungsprozess durchgefithrt werden, wel-
cher die exakte Position des Implantates bestimmt. Hierfiir ist es ausreichend, eine
rigide Transformation zu erlauben, da nicht zu erwarten ist, dass sich das Metallim-
plantat beziiglich des Vorwissens stark verformt hat. Da weiter angenommen wird,
dass b von der Geometriebeschreibung abgeleitete Abschwichungskoeffizienten ent-
hilt, konnen mit Hilfe des Distanzmalles theoretisch direkt die Intensitdtsunterschiede
bestraft werden. In der Praxis zeigt sich jedoch, dass die Abschwéchungskoeffizienten
des Implantates aufgrund von Artefakten in der initialen Rekonstruktion nicht korrekt
angegeben sind. Daher ist es notwendig, mehr Variabilitit zu erlauben und ein Distanz-
malR basierend auf der Korrelation oder Mutual Information zu verwenden (sieche Ab-
schnitt 3.5.2). Letzteres sorgt hierbei insbesondere bei stark ausgeprigten Artefakten
fiir mehr Stabilitdt, sodass das Problem

v* = argmin DM (£,T(b, y)) (4.5)
7ER3

zum Finden der finalen Position des Metallimplantates geldst werden sollte. Das Er-
gebnis dieses Optimierungsproblems liefert die exakte Position und Ausrichtung des
Metallobjektes. Ahnlich wie in (4.3) kann nun eine Vorwirtsprojektion des Vorwissens
in Form von T'(b, 4*) durchgefiihrt werden, um die Menge der Indizes fiir die Metall-
projektionen durch

Mmetal = {Z S M|(Ar(b’ 'Y*))i > 0}7 (4.6)

zu ermitteln. Die hier beschriebene Vorgehensweise verspricht eine deutlich genaue-
re Identifizierung der Metallprojektionen als die zuvor beschriebene Methode, da die
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Geometriebeschreibung

7
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Sinogramm Vorwissen

i i

Initiale Rekonstruktion Initiale Ubereinstimmung Finale Position

Segmentierung

Masseschwerpunkt

Iterative Rekonstruktion

Abbildung 4.3: Sind Geometrieinformationen beziiglich des Metallimplantates be-
kannt, so kann eine Segmentierung des Implantates mit Hilfe eines Registrierungs-
ansatzes erfolgen. Hierzu wird zundchst eine initiale Rekonstruktion ohne Metallarte-
faktkorrektur erstellt. Basierend auf diesem Bild wird eine simple schwellwertbasierte
Segmentierung durchgefiihrt, welche dazu dient, eine approximative Position des Me-
tallobjektes zu ermitteln. Anschliefend kann ein Registrierungsprozess mit Hilfe die-
ser Position initialisiert werden. Das Ergebnis der Registrierung liefert die gewiinschte
Position und Form des Metallimplantates. Eine anschliefende Vorwirtsprojektion lie-
fert wiederum die gesuchten Metallprojektionen.
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Segmentierung auf einer exakten Geometriebeschreibung in Form des Vorwissens iiber
das Implantat beruht.

4.1.3 Formulierung der Zielfunktion ohne Metallprojektionen

Mit Hilfe der zuvor definierten Menge M., ldsst sich nun die negative log-likelihood
Funktion so umschreiben, dass Projektionen, welche durch Metall verlaufen, nicht be-
rlicksichtigt werden. Hierzu wird zunéchst die Menge der Indizes, welche nicht zu Me-
tallprojektionen korrespondieren, durch

Mvalid =M \ Mmetal (4.7)

definiert, wobei M = M jiq U M yetal Und M 4114 N Mypera = @ gilt. Die in (3.91)
angegebene Funktion wird nun so abgewandelt, dass die Summe nicht mehr alle Pro-
jektionen berticksichtigt, sondern sich auf die korrekt aufgenommenen Projektionen
beschrinkt. Dementsprechend wird die Zielfunktion fiir die Rekonstruktion zu

N
. N - L aijfj
I(f) =Y | m) aijfi+mne 7! (4.8)

iEMvalid j=1

umformuliert.

4.1.4 Konvexitidtseigenschaften

Einen negativen Einfluss auf die Konvexititseigenschaften der Zielfunktion hat die
Verwendung der Menge M 1,4 im Vergleich zur Funktion (3.91) nicht (vergleiche hier-
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zu auch Abschnitt 3.3.3). Betrachtet man die zweite partielle Ableitung

— X aijfj
0 2 n;a;, — No Z ae =
azl(f) o iEMvalid ieMvalid
ofrdfs dfs (4.9)
L ayf
- L aijfj
= N Z airajse )
ieMvah’d
so kann mit Hilfe der quadratischen Form
N N L ayf
- L aijfj
Z Z Or | o Z ajaise 7 Us, (4.10)
r=1s=1 1€EM a1id

wobei v € RY, festgestellt werden, dass es sich beim Zielfunktional (4.8) um eine
konvexe Funktion handelt. Dies gilt, da dessen Hessematrix positiv definit ist, sofern
A mindestens so viele Zeilen (entspricht der Anzahl an Projektionen M) wie Spalten
(entspricht der Anzahl an Pixeln N) besitzt und Rang(A) = min{N, M} gilt [95].

4.1.5 Entstehender Informationsverlust durch das Implantat

Die Verwendung der Menge M ;4 fiir die Rekonstruktion erzeugt einen Informati-
onsverlust, welcher fiir einen betroffenen Pixel mit dem Datenverlust bei der “Limited-
Angle”-Tomographie vergleichbar ist [57], [125]-[127]. Betrachtet man beispielsweise
die Tomosynthese, so handelt es sich dabei um ein Verfahren, bei welchem nur ein limi-
tierter Winkelbereich fiir die Rekonstruktion zur Verfigung steht [60]. Grund hierfiir
ist, dass das Quelle-Detektor-System nicht mehr 360° (bzw. 180° plus Offnungswinkel
des Ficherstrahls) um das Zielobjekt rotiert, sondern nur einen kleinen Bereich ab-
deckt. Fiir die Rekonstruktion der Bilder bedeutet dies, dass der Rohdatenraum nicht
mehr hinreichend stark gefiillt ist und dass ein so genanntes Limited-Angle-Problem
bewiltigt werden muss [57], [58].

Die Tatsache, dass fiir den hier vorgestellten Rekonstruktionsalgorithmus nicht mehr
die Menge M benutzt wird, sondern M, ,};4, erzeugt eine dhnliche Problemstellung.
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Ein fundamentaler Unterschied besteht jedoch darin, dass sich der fehlende Winkel-
bereich fiir jede Pixelposition im zu rekonstruierenden Bild unterscheidet. Die fehlen-
den Winkel werden hierbei nicht mehr global durch die Rotation des Quelle-Detektor-
Systems bestimmt, sondern lassen sich anhand der pixelspezifischen Offnungswin-
kel zum Metallobjekt bestimmen. In Abbildung 4.4 ist dieser Sachverhalt schematisch
dargestellt. Betrachtet man einen Pixel j, so kdnnen Linien bestimmt werden, welche
diesen schneiden und tangential zum Metallobjekt verlaufen. Der Winkel & zwischen
diesen Linien gibt an, wie groR8 der Winkelbereich ist, welcher aufgrund der Verwen-
dungvon M4 fiir die Rekonstruktion eines individuellen Pixels nicht zur Verftigung
steht.

Metallobjekt

Abbildung 4.4: Werden Projektionsdaten, welche durch Metall verlaufen, fiir die Re-
konstruktion nicht verwendet, so entsteht fiir jeden Pixel im Bild ein Informations-
verlust, der durch den Offnungswinkel « zum Metallobjekt beschrieben werden kann.

Abhingig von der Position des Pixels im Bild, dem Abstand zum Metallobjekt und des-
sen Form, kann fiir jeden Pixel individuell der entstandene Informationsverlust be-
stimmt werden. In Abbildung 4.5 ist fiir jeden Pixel der Winkel &; beziiglich des schwarz
visualisierten Metallobjektes dargestellt. Wahrend Pixel, welche weit entfernt vom Me-
tallobjekt liegen, einen relativ geringen Informationsverlust erleiden (< 20°), stehen
einem Pixel, welcher sich in der unmittelbaren Umgebung des Metallobjektes befindet,
kaum Informationen fiir die Rekonstruktion zur Verfiigung.
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Abbildung 4.5: Entstehender Verlust an Winkelinformationen fiir jeden Pixel, wenn
Projektionen, welche zum Metallobjekt (dargestellt in schwarz) gehoren, nicht fir
die Rekonstruktion berticksichtigt werden. Die Pixelwerte entsprechen dem in Abbil-
dung 4.4 dargestellten Offnungswinkel a.

4.2 Die Nebenbedingungen

Um dem im vorhergehenden Abschnitt beschriebenen Informationsverlust entgegen-
zuwirken, wird die Minimierung von (4.8) durch Nebenbedingungen erweitert. Da eine
negative Abschwichung des Rontgenstrahles in der Realitdt physikalisch nicht erklar-
bar wire, ist eine erste sinnvoll erscheinende Bedingung die Positivititsforderung an
den Vektor f € RN, Weiterhin wird an dieser Stelle gefordert, dass sich die rekon-
struierten Abschwichungskoeffizienten in einer kompakten Menge Q) von zulédssigen
Abschwichungskoeffizienten befinden. Hierdurch kann nicht nur eine untere Grenze
mit Wmin = 0 = min{Q}, sondern auch eine obere Grenze wmax = max{Q} festge-
legt werden. Diese kann beispielsweise dazu genutzt werden, um einen maximalen Ab-
schwichungskoeffizienten fiir das Metallimplantat festzulegen. Durch die Forderung
ergibt sich das Optimierungsproblem

min [(f), (4.11)
feQN

111



KAPITEL 4. DIE AUGMENTED LIKELIHOOD IMAGE RECONSTRUCTION

welches sich, da in der Regel Q) := [wWin, Wmax] gilt, auch durch

min [(f), (4.12a)
fecRN
sodass wmin < fi < Wmax Vj € {1,2,...,N} (4.12b)

formulieren l4sst.

Eine weitere Nebenbedingung sorgt dafiir, dass das bekannte Vorwissen beziiglich des
Metallimplantates mit in die Rekonstruktion integriert wird. Hierzu soll forciert wer-
den, dass die bekannten Abschwichungskoeffizienten b € RY an der korrekten Pos-
tion im Bild rekonstruiert werden. Eine Moglichkeit, dies zu realisieren, besteht dar-
in, die Unterschiede zwischen dem rekonstruierten Bild und den bekannten Abschwi-
chungskoeffizienten durch die Forderung

Q(f—b)=0 (4.13)

zu bestrafen. Um den Strafterm auf die Region des Implantates zu begrenzen, wird
hierbei die Maske Q € [0, 1]N*N verwendet.

Ist die Position des Implantates initial nicht bekannt, so muss der Vektor b beziehungs-
weise die Matrix Q angepasst werden. Hierzu konnen die Transformationsparameter
v* aus Abschnitt 4.1.2 herangezogen werden. Eine Umformulierung der Nebenbedin-
gungen ergibt die Gleichung

Q" (f-T(b,v")) =0, (4.14)

wobei diag(Q*) = I'(diag(Q), ") gilt. Hierbei beschreibt diag(-) die Diagonale ei-
ner Matrix.

Eine weitere Moglichkeit, eine geeignete Transformation durchzuftihren, besteht in
einer simultanen Registrierung und Rekonstruktion. Hierbei werden in jedem Iterati-
onsschritt der Rekonstruktion neue Transformationsparameter bestimmt. Eine detail-
liertere Beschreibung dieses Ansatzes wird in Abschnitt 4.6 gegeben.

“Ein AusschlieRen von speziellen Abschwichungskoeffizienten f; € (Wmin, Wmax) erscheint im hier
beschriebenen Zusammenhang wenig sinnvoll. Jedoch bleibt ein Vorgehen mit einer solchen Modellie-
rung flir den ALIR-Algorithmus weiterhin méglich.
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4.3 Berechnung von fehlenden Projektionsdaten

Die im vorhergehenden Abschnitt vorgestellten Nebenbedingungen helfen zwar dabei,
sinnvolle Abschwichungskoeffizienten im Bild zu rekonstruieren, jedoch reichen sie
nicht aus, um alle Streifenartefakte im Bild zu vermeiden. Hauptverantwortlich fiir die
Fehler im rekonstruierten Bild sind die fehlenden Projektionswerte im Rohdatenraum,
welche durch die Verwendung der Menge M ;4 C M in (4.8) verursacht werden.

Um diesem Problem entgegenzuwirken, soll im Folgenden erldutert werden, wie neue

Projektionswerte fiir die Indexmenge M .., berechnet werden kénnen.

4.3.1 Lineare Interpolation

Eine naheliegende Methodik, die fehlenden Projektionswerte zu berechnen, wurde be-
reits 1987 von Kalender et al. vorgestellt [124]. Hierbei wird jeder aufgenommene Win-
kel 6 individuell betrachtet und die fehlenden Projektionswerte werden durch lineare
Interpolation auf Basis der bekannten Werte ermittelt.

Sei fiir einen festen Aufnahmewinkel 6 der letzte linksseitig liegende Projektionswert
pymit] € M giqund (I +1) & M,,iq beziehungsweise (I + 1) € M, definiert.
Analog sei der rechtsseitige Index mit r € M9 und (r — 1) ¢ M, ,iq beziehungs-
weise (¥ — 1) € M et festgelegt (siehe hierzu auch Abbildung 4.6). Die fehlenden
Projektionswerte p; fiir den Winkel 6 mit i € M., kénnen dann durch

pi = p1+x(pr —p1) (4.15)

bestimmt werden, wobei

)
(r—1)

mit i € [I,r] gegeben ist. Wird diese Interpolation fiir alle Aufnahmewinkel 6 durch-

(4.16)

gefiihrt, so kann in der Zielfunktion (4.8) wieder die Menge M statt der Menge M 1,4
verwendet werden.
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Die neuberechneten Projektionen fiillen den Rohdatenraum zwar hinreichend, jedoch
entsprechen sie einer sehr starken Approximation. Ob es fiir eine iterative Rekonstruk-
tion sinnvoll ist, die linear interpolierten Daten zu nutzen oder sich auf die Menge
M 14 zu beschrénken, hdngt in der Regel von der GréRe und Form des Metallimplan-
tates ab. Einige Beispiele hierfiir sind in Kapitel 5 gegeben.

gemessene Daten ——

lineare Interpolation —

*;:*.: Metallprojektionen
=
g
2
%
E‘ W
pl Pi Pr

Detektorelemente

Abbildung 4.6: Schematische Darstellung der linearen Interpolation zwischen Projek-
tionswerten, welche nicht durch Metall beeinflusst sind. Der Index I korrespondiert
zum letzten linksseitig liegenden Projektionswert p;, welcher nicht durch Metall be-
einflusst ist. Analog beschreibt p, den letzten rechtsseitig liegenden Projektionswert.
Die Projektionswerte p; miti € [I,r] entsprechen den durch lineare Interpolation neu
berechneten Werten. In rot dargestellt sind die urspriinglich gemessenen Projektio-
nen, welche durch das Metallobjekt verlaufen.

In Abbildung 4.7 ist eine Rekonstruktion nach linearer Interpolation der fehlen-
den Projektionswerte gezeigt. Dem gegeniibergestellt ist eine Rekonstruktion der ur-
spriinglich aufgenommen Daten. Beide Bilder wurden unter Verwendung der FBP re-
konstruiert. Die lineare Interpolation ist in der Lage, einige Streifenartefakte zu un-
terdriicken. Andererseits verursacht sie neue Artefakte im Bild. Da das Metallobjekt
durch den Verlust der urspriinglich gemessenen Projektionen p;,i € M, aus den
Rohdaten entfernt wurde, kann das zuvor segmentierte Objekt (sieche Abschnitt 4.1.2)
nicht im Bild rekonstruiert werden.
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Abbildung 4.7: Artefaktkorrektur mit Hilfe der linearen Interpolation. Auf der linken
Seite ist eine Rekonstruktion mit den urspriinglich aufgenommenen Projektionsdaten
gezeigt. Auf der rechten Seite wurden die Projektionen, welche durch Metall verlau-
fen, durch eine lineare Interpolation ersetzt. Die rekonstruierten Bilder sind in einer
Fensterung mit WL=-200 HU und WW=1000 HU dargestellt.

4.3.2 Vorwirtsprojektion von Zwischenergebnissen

Der iterative Charakter des Optimierungsprozesses ermoglicht es, im Vergleich zur zu-
vor vorgestellten linearen Interpolation, neue Projektionswerte auf eine elaborierte-
re Art und Weise zu berechnen. Betrachtet man hierzu ein Zwischenergebnis £(¥) der
Rekonstruktion, wobei k die aktuelle Iteration beschreibt, so beinhaltet dieses Bild,
je nachdem wie fortgeschritten die Rekonstruktion ist, bereits Informationen beziig-
lich des zu rekonstruierenden Bildes. In Abbildung 4.8 ist der Verlauf einer iterativen
Rekonstruktion gezeigt. Mit steigender Iterationszahl beinhaltet das Bild mehr und
mehr Informationen beziiglich des zu rekonstruierenden Objektes. Im Folgenden wird
gezeigt, wie diese Bildinformationen genutzt werden kénnen, um neue Projektionen

Piri € M etal ZU berechnen.

Fiir die Berechnung neuer Projektionswerte wird der Kernannahme gefolgt, dass Bild-
informationen in den Zwischenergebnissen der Rekonstruktion genutzt werden kén-
nen. Die Berechnung soll nur dann durchgefiihrt werden, wenn die Rekonstruktion
hinreichend weit fortgeschritten ist und die Zwischenergebnisse ausreichend viele In-
formationen tiber das zu rekonstruierende Bild beinhalten. Hierzu soll mit Hilfe der
Abbruchkriterien aus Abschnitt 3.2.3 zunichst festgelegt werden, wann dieser Zeit-
punkt erreicht ist. Ubertragen auf die Bildrekonstruktion basieren die verschiedenen
Kriterien auf unterschiedlichen Eigenschaften des Bildes und der Zielfunktion. Die Kri-
terien (3.36) und (3.37) beruhen dabei auf den Unterschieden zwischen aufeinanderfol-
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Y-

Iterationsverlauf

Abbildung 4.8: Verlauf einer iterativen Rekonstruktion. Beginnend mit einem leeren
Bild werden im Laufe der Iterationen immer mehr Details tiber das zu rekonstruierende
Objekt deutlich.

genden Iterationen. Diese geben in erster Linie keine Informationen tiber den Bildin-
halt als solches, sondern nur iiber Differenzen. Die Kriterien (3.38) und (3.39) basieren
jedoch auf der GroRe des Gradienten der Zielfunktion. Nimmt die Norm des Gradien-
ten einen Wert von Null an, so ist das Minimum der Zielfunktion gefunden und das
Argument der Zielfunktion reprisentiert das gesuchte Bild. Dieser Sachverhalt kann
ausgenutzt werden, um mit Hilfe eines Schwellwertes 7, > 0 € R fiir die GréRe
der Norm einen geeigneten Zeitpunkt fiir die Neuberechnung von Projektionswerten
Pi,i € M etal zu bestimmten. Die Annahme, welche hier verfolgt wird, ist, dass das
Bild f ausreichend viele Bildinformationen fiir die Neuberechnung der Projektionen
beinhaltet, wenn die Norm des Gradienten kleiner als 7, ist.

Um den Fortschritt der Rekonstruktion zu bewerten, ist es im Falle des ALIR-Algo-
rithmus jedoch nicht nur relevant, die Bildinformationen beziiglich des Patienten zu
betrachten, sondern auch zu iiberpriifen, ob die festgelegten Nebenbedingungen zu ei-
nem hinreichend starken Grad eingehalten werden. In der Konsequenz bedeutet dies,
dass der Zeitpunkt fiir die Neuberechnung der Projektionsdaten auch von den Ne-
benbedingungen in Gleichung (4.14) abhingig sein sollte. Hierzu wird ein weiterer
Schwellwert 7, > 0 € RR festgelegt, welcher dazu dient, durch die Bedingung

1Q* (f —T'(b,7"))|| < T (4.17)
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die zuvor definierten Nebenbedingungen in den Entscheidungsprozess miteinzubezie-
hen.> Wie sich die beiden Schwellwerte in den gesamten Rekonstruktionsalgorithmus

integrieren, kann dem Abschnitt 4.4 entnommen werden.

Ist ein geeigneter Zeitpunkt, welcher besagt, dass hinreichend viele Bildinformatio-
nen vorhanden sind, im Laufe der Rekonstruktion erreicht, so kann damit begonnen
werden, neue Projektionswerte zu berechnen. Um die Bildinformationen aus dem Zwi-
schenergebnis £) in den Radonraum zu iibertragen, wird eine Vorwirtsprojektion des
Bildes vorgenommen. Da auch fiir den weiteren Verlauf der Rekonstruktion stets die
original aufgenommenen Projektionen, welche nicht durch Metall verlaufen, verwen-
det werden sollen, ist es ausreichend, lediglich die fehlenden Projektionen, welche mit
der Indexmenge M., assoziiert werden, zu berechnen. Die fehlenden Projektionen

kénnen somit in jeder Iteration durch
(6) _ 3 . f®)
p; = Zaljf] , Vie Mietal (4.18)
j=1

bestimmt werden.

Da alle Projektionen p;,i € M ota durch Metall verlaufen und bereits bekannt ist,
welche Abschwichungskoeffizienten fiir das Metallobjekt rekonstruiert werden miis-
sen, kann die Berechnung der neuen Projektionen noch weiter verbessert werden.
Hierzu wird zunéchst der Bereich des Metallobjektes im Zwischenergebnis durch

6 JO wenn I'(b,y*) >0

I f].(k) sonst

(4.19)

auf Null gesetzt. AnschlieRend konnen die exakten Abschwachungskoeftizienten durch
eine Vorwirtsprojektion des Vektors I'(b,4*) € RY in den Radonraum iiberfiihrt
werden und durch

M S
ﬁi = Z aijl“(b,'y*)]- + Z aijfj y Vi€ Mpetal (4.20)
j=1 j=1

>Im Rahmen des kompletten Algorithmus wird diese Bedingung noch leicht abgewandelt, da sich die
Nebenbedingungen durch die Struktur der Optimierung und insbesondere durch einen zusitzlichen
Normalisierungsschritt leicht verdndern. Der Kern der Bedingung bleibt jedoch bestehen.
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mit der Vorwirtsprojektion des Zwischenergebnisses kombiniert werden. In der dar-
auffolgenden Iteration k + 1 kann die Zielfunktion (4.8) mit Hilfe der Projektionen
ﬁgk), Vi € M eta sOmit auf die gesamte Indexmenge M = M 1iq U M era) Zuriick-
greifen. Das beschriebene Vorgehen ist in Abbildung 4.9 durch ein Ablaufdiagramm

zusammengefasst.

Die zentrale Annahme bei diesem Ansatz basiert auf der Idee, dass es zielfithrender ist,
die Vorwirtsprojektion der Zwischenergebnisse zu verwenden als sich auf die Index-
menge M. ,jiq zu beschrinken. Diese Herangehensweise birgt jedoch zwei Herausfor-
derungen in sich. Erstens, die neuen, auf der Vorwértsprojektion basierenden Projek-

tionen beziehen sich auf die aktuelle Iteration im Bildbereich. Das bedeutet, dass £f()
(k)

i
diesbeziiglich nicht mehr variiert werden muss. Fiir das Ergebnis der Rekonstruktion

bereits exakt zu den Projektionen p.;"’, Vi € M a1 passt und fiir die ndchste Iteration
hat dies eine geringe Bedeutung, da in der Regel | M iq| > | M pmetal| gilt, jedoch
kann die Konvergenzgeschwindigkeit durch diesen Sachverhalt vermindert werden.
Eine zweite Herausforderung besteht in den bereits vorhandenen Bildartefakten in
den Zwischenergebnissen. Sind in der jeweiligen Iteration k Artefakte im Bild vorhan-
den, so werden diese durch die Vorwirtsprojektion in die Projektionsdaten transfe-
riert. Weiter noch werden die Artefakte durch die Verwendung der neu berechneten
Projektionen in Iteration k + 1 wieder in f**1) iibertragen, sodass sie stets im Bildbe-
reich erhalten bleiben.

4.3.3 Filterung von Zwischenergebnissen

Die zuvor beschriebenen Herausforderungen stellen keine Hindernisse bei der Reduk-
tion von Metallartefakten dar. Vielmehr noch bieten sie eine geeignete Mdéglichkeit,
Artefakte mit Hilfe von zusitzlichen Arbeitsschritten zu unterdriicken. Hierzu ist in
Abbildung 4.10 ein Beispiel fiir den Verlauf einer iterativen Rekonstruktion gezeigt. Mit
steigender Zahl der Iterationen k beinhaltet das Bild mehr und mehr Details tiber die
Anatomie des Patienten. Beginnend in Iteration k = 6 und noch deutlicher ab k = 10
konnen jedoch auch Streifenartefakte im Bild wahrgenommen werden. Angenommen,
es konnen Streifenartefakte vor der Berechnung der Projektionen p;, Vi € M a1 im
Zwischenergebnis unterdriickt werden, so bewirkt das Verwenden der neuen Projek-
tionen in der darauf folgenden Iteration eine Reduktion der Artefakte. Entscheidend
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Sinogramm
ohne Metallprojektionen

Vorwissen

V4

komplettes Sinogramm

\

ﬁi,i € Mmetal + pi’i S Mvalid

N N
pi=)_a;T(b,7");+ ) _aif;
= -1

nichster Iterationsschritt

Abbildung 4.9: Berechnung von neuen Metallprojektionen. Sind bestimmte Kriteri-
en beziiglich des Gradienten der Zielfunktion und der Nebenbedingung erfiillt, wer-
den neue Projektionen basierend auf den Zwischenergebnissen der Rekonstruktion
berechnet. Die neuen Projektionen setzten sich aus einer Vorwirtsprojektion des
Zwischenergebnisses, aus welchem das Metallobjekt entfernt wurde (gekennzeichnet
durch ¥9)), und einer Vorwirtsprojektion des Vorwissens beziiglich des Metallobjek-
tes zusammen.
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ist hierbei, dass der Parameter f(¥) nicht als solcher verandert werden soll, sondern
nur dafiir genutzt wird, geeignetere Projektionen p;, Vi € M .1 zu berechnen. Im
Folgenden soll nun untersucht werden, wie das Bild £(%) hinsichtlich der Streifenarte-
fakte bearbeitet werden kann.

Abbildung 4.10: Verlauf einer iterativen Rekonstruktion (in diesem Fall der ML-TR-
Algorithmus aus Abschnitt 3.3). Mit steigender Zahl der Iterationen k wird das Bild
immer schirfer und weist mehr Details auf.

Eine relativ simple Art und Weise, das Bild zu filtern, besteht im Weichzeichnen (eng].
blurring). Hierbei handelt es sich um eine lineare Tiefpassfilterung, welche durch eine
Faltung des Bildes mit einer Gaul-Funktion realisiert werden kann. Im Zuge dessen
setzt sich jeder gefilterte Pixelwert aus einer Summe von gewichteten Pixelwerten aus
der Nachbarschaft zusammen. Die GauR-Funktion sei hier gegeben durch

1 _d(xy)?
202 (4.21)

Coau (X, y ) =
o\ 27
wobei d(x, y) die Distanz zwischen den Pixelpositionen x und y im zweidimensionalen
Bild angibt und ¢ der Standardabweichung der GauR-Funktion entspricht.® Das gefil-
terte Bild g € RN setzt sich durch die Vorschrift

N
g =Y Cear(r8)fs, Vre{1,...,N} (4.22)
s=1

zusammen. Die Standardabweichung o kann dazu genutzt werden, um den Einfluss der
Nachbarschaft zu kontrollieren. Die GaulR-Funktion (4.21) besitzt in der Theorie einen
unendlich groRen Triger. In der Praxis ist es jedoch niitzlich, diesen auf einen endli-

®Fiir den Zusammenhang zwischen dem vektorisierten Bild und einer zweidimensionalen Darstel-
lung sei auf den Abschnitt 3.5.1 verwiesern.
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chen Tréger zu reduzieren, indem ein Schwellwert 7; definiert wird. Dieser wird dazu
genutzt, ¢g,ug = 0 zu setzen, wenn d(x,y) > T4. Mit Hilfe des Schwellwerts 7; kann
die GroRe der zu beriicksichtigenden Nachbarschaft festgelegt werden. So fiihrt ein
groller Wert zu einer gréReren Anzahl an Pixeln, welche in die Berechnung des neuen
Pixelwertes miteinbezogen werden. In der Konsequenz fiihrt dies jedoch auch zu einer
stdrkeren Mittelung. Die Annahme, welche bei dem Filter verfolgt wird, ist, dass das ge-
wiinschte Bild lokal konstante Strukturen enthélt. Dies zeigt sich auch darin, dass der
Filter ausschlieRlich ortsabhdngig ist und nicht die Intensitét der einzelnen Pixel be-
rlicksichtigt. Kanten im Bild werden hierdurch unterdriickt. Wird ein Zwischenergeb-
nis £(K) gefiltert, welches bereits Informationen beziiglich der Anatomie des Patienten
enthilt, so gehen hierdurch sinnvolle und notwendige Informationen fiir die Berech-
nung von p;, Vi € M. verloren.

Um diesem Effekt entgegenzuwirken, muss bei der Filterung des Bildes beriicksichtigt
werden, ob ein spezifisches Pixel Bestandteil einer Kante ist, oder nicht. Der bilaterale
Filter, welcher auf Aurich und Weule zuriickzufiihren ist und von Tomasi und Mandu-
chi weiter bekannt gemacht wurde, bietet die Moglichkeit, die Gewichtung der Pixel
nicht nur ortsabhéngig zu gestalten, sondern erlaubt auch eine Berticksichtigung der
Intensitét des jeweiligen Pixels [128]-[130]. Im Detail setzt sich das so gefilterte Bild
g € RN durch

1 N
8r = Z Cspatial<5’r)crange (fs, fr)fr, Vr € {1, R N} (4.23)
w(r,f) =
zusammen, wobei
N
w(x, f) = Z Cspatial(s7 X )Crange (fs, fx) (4.24)
s=1

ein Normalisierungsterm ist. Die Funktion cgy,, beschreibt analog zum GauR-Filter
eine ortsabhingige Gewichtung mit Hilfe einer Gau-Funktion und ist hier definiert

durch

(%) = L0, (4.25)

Cspatial

Dieser Term wird mit einer intensitdtsabhidngigen Gewichtung in Form von

_1(hxp)\®
Crange(x;y) = e( 2( Ury > ) (4.26)
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kombiniert, wobei /(x, y) die photometrische Distanz der Werte x und y angibt. Diese
kann durch die absolute Differenz der jeweilige Abschwichungskoeffizienten model-
liert werden.

Die geometrische Ausbreitung der Artefakte kann mit Hilfe der Standardabweichung
04 in der Filterung beriicksichtigt werden. Sie gibt an, wie gro die mit einzubezie-
hende Nachbarschaft ist. Anders als beim GauR-Filter, kann hier auch die Differenz
in den Abschwichungskoeffizienten zwischen den Streifenartefakten und den korrekt
rekonstruierten Werten mit einbezogen werden. Durch die Standardabweichung o, im
zusdtzlichen Term crange wird erméglicht, die Gewichtung auf die Auspragung der Ar-
tefakte anzupassen.

ideale Kante — -
Kante mit Artefakten —
Gau3-Filter

W_MW bilateraler Filter ——

Abbildung 4.11: Filterung eines verrauschten Signales, welches eine Kante und einen
Peak zur Simulation eines Artefaktes enthélt. Nach der Bearbeitung mit Hilfe des Gaul3-
Filters (rote Kurve) konnte das Rauschen beseitigt und das Artefakt unterdriickt wer-
den. Gleichzeitig wurde jedoch auch die Kante im Signal entschérft. Der bilaterale Filter
ist in der Lage, die Kante zu erhalten, Rauschen zu beseitigen und Artefakte zu unter-
driicken.

Abbildung 4.11 zeigt ein verrauschtes Beispielsignal mit einer Kante und einem kleine-
ren Peak, welcher ein Artefakt simulieren soll. Ziel ist es nun, das Signal so zu filtern,
dass der Peak unterdriickt beziehungsweise an das umliegende Signal angepasst wird
und die Kantenstruktur dabei erhalten bleibt. Nach einer GauR-Filterung ist das Rau-
schen im Signal nahezu vollstindig reduziert. Der Peak konnte um etwa die Halfte der
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urspriinglichen Auspragung unterdriickt werden, was sich im Laufe der Iterationen des
Rekonstruktionsalgorithmus positiv auswirken wiirde, da die Information durch die
Neuberechnung von Projektionen nicht in die nédchste Iteration weitergetragen wird.
Ein deutlich zu erkennender Nachteil ist jedoch die Entscharfung der Kante. Anders ist
das Ergebnis nach Anwendung des bilateralen Filters zu bewerten. Auch hier kann das
Rauschen und das Artefakt deutlich reduziert werden. Jedoch bleibt auch die Kante,
wie gewiinscht, im Signal erhalten.

Eine genauere Betrachtung der Gewichtungskernel fiir den GauR-Filter und den bilate-
ralen Filter zeigt den Grund hierfiir. In Abbildung 4.12 sind die verschiedenen Gewich-
tungen fiir einen Signalwert, welcher direkt an der Kante liegt, gezeigt. Fiir den Gaul3-
Filter entsteht eine Gewichtung der Nachbarschaft, welche lediglich vom Abstand im
Ortsraum abhingig ist. Dies fiithrt dazu, dass zwischen Werten oberhalb der Kante und
unterhalb der Kante gemittelt wird. Das Resultat ist eine Weichzeichnung der Kan-
te. Beim bilateralen Filter wird eine zusitzliche Gewichtung mit einer Abhingigkeit
zum Wertebereich integriert. Signalwerte, welche einen bestimmten Abstand zum ak-
tuellen Wert {iberschreiten, werden weniger gewichtet als Signalwerte, welche dem
jeweiligen Wert sehr dhnlich sind. Eine Anpassung des Filters auf die Auspragung von
Kanten im Bild kann mit Hilfe des Wertes o, vorgenommen werden. Die resultieren-
de Gewichtung zeigt, dass Signalwerte, welche auf der gleichen Seite der Kante liegen
wie der gerade betrachtete Wert, eine hohe Gewichtung erhalten, wahrend Werte auf
der anderen Seite der Kante eine kleine Gewichtung zugewiesen bekommen. Die kom-
binierte bilaterale Gewichtung fiihrt nun dazu, dass nur tiber Werte gemittelt wird,
welche auf der gleichen Seite der Kante liegen.

Der Einfluss dieses Effekts zeigt sich deutlich in der Filterung eines zweidimensiona-
len Bildes. Abbildung 4.13 zeigt verschiedene Filterergebnisse. Auf der linken Seite ist
ein Softwarephantom gezeigt, welches mit Rauschen sowie vertikalen, horizontalen
und diagonalen Steifen tiberlagert ist. Nach einer Filterung mit dem GauR-Filter kon-
nen die kiinstlichen Streifenartefakte reduziert werden. Als Nebenprodukt der Filte-
rung werden jedoch auch die Kanten des Phantoms stark abgeschwicht, sodass das
Bild deutlich verschwommener wahrgenommen wird. Eine Anwendung des bilatera-
len Filters ermdglicht eine Reduktion der Streifen im Bild mit gleichzeitigem Erhalt
der Kantenstrukturen. Der Wert o, entspricht dem gleichen Wert wie bei der Gaul3-
Filterung, wihrend o, so gewdhlt ist, dass die Streifenartefakte mit in die Filterung
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Gewichtung Gewichtung bilaterale
Signal Ortsraum Wertebereich Gewichtung

% [

o |

Abbildung 4.12: Resultierende Gewichtungen fiir einen Signalwert, welcher direkt an
der Kante liegt (dargestellt in blau). Die Gewichtung im Ortsraum, welche auch im
Gaul-Filter genutzt wird, beriicksichtigt nur den geometrischen Abstand der Werte.
Die Gewichtung im Wertebereich bewertet hingegen den Abstand der Signalwerte. Ei-
ne Kombination der Gewichtungen wird fiir den bilateralen Filter genutzt. Die Gewich-
tung entspricht einer Mittlung dhnlicher Signalwerte.

miteinbezogen werden. Zusatzlich erlaubt der Filter eine iterative Anwendung. Durch
die kantenerhaltende Eigenschaft fithrt eine mehrfache Anwendung des Filters zu kei-
nem Informationsverlust im Bild, sondern lediglich zu einer weiteren Unterdriickung
der Streifenartefakte. Dieser Aspekt wirkt sich positiv auf die Neuberechnung der Pro-
jektionen p;, Vi € M etal aus. Das Potenzial dieser Filterung zeigt sich im rechten
Bild in Abbildung 4.13. Nach einer mehrfachen Anwendung des bilateralen Filters sind
die Streifenartefakte im Bild nahezu komplett herausgefiltert, wihrend die Kanten des
Phantoms weitestgehend erhalten bleiben.

Wird die Filterung mit in die Artefaktreduktion integriert, hat dies fiir die Berechnung
der neuen Projektionswerte aus (4.20) zur Folge, dass statt des Zwischenergebnisses
ohne Metallobjekt %) das gefilterte Bild g() verwendet wird. Die Projektionswerte
werden nun durch

N
pr = L aiT (o) + Y ag” Vi € My (4.27)
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verrauschtes Bild mehrfache
mit Streifenartefakt GauB-Filter bilateraler Filter Anwendung

Abbildung 4.13: Unterdriickung von Streifenartefakten im Bild. Auf der linken Seite
ist ein Softwarephantom gezeigt, welches mit Rauschen sowie mehreren Steifenarte-
fakten versehen wurde. Das Ergebnis nach einer GaulR-Filterung zeigt unterdriickte
Artefakte und verschwommene Kanten. Der bilaterale Filter erhilt die Kanten im re-
konstruierten Bild, wahrend die Streifen unterdriickt wurden. Nach einer mehrfachen
Anwendung des bilateralen Filters sind die Streifen im Bild kaum noch zu erkennen,
wihrend die Kanten des Phantoms weitestgehend erhalten werden konnten.

bestimmt, wobei g(k) € RN durch die Vorschrift

1 Y (k) (k) 7
=B sl e AN, Ve (1 N) (029

berechnet wird. Im Rahmen des kompletten Algorithmus kommt es dazu, dass der Fil-
terungsschritt iterativ wiederholt wird, um Streifenartefakte starker zu unterdriicken
(siehe hierzu Abschnitt 4.4).

In Abbildung 4.14 ist der Ablauf fiir die Berechnung der Projektionen p;, Vi € M ctal
noch einmal schematisch dargestellt. Aus dem Zwischenergebnis £(¥) der Iteration k
wird zunéchst das Metallobjekt entfernt. Dies ist sinnvoll, da davon ausgegangen wird,
dass die korrekten Abschwichungskoeffizienten fiir das Metallobjekt bekannt sind und
explizit in (4.27) integriert werden. Das resultierende Bild f wird anschlieRend unter
Verwendung des bilateralen Filters hinsichtlich der Streifenartefakte bearbeitet. Das
gefilterte Bild g wird daraufhin fiir die Berechnung der neuen Projektionsdaten her-
angezogen, welche zusammen mit den originalen Messwerten p;, Vi € M ;4 in der
Iteration k + 1 verwendet werden.
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Vorwissen

g(k)

pi <

neues Sinogramm

A\

Iteration k + 1

Abbildung 4.14: Filterung des Zwischenergebnisses und Berechnung von Vorwértspro-
jektionen. Aus dem Zwischenergebnis £5) aus Iteration k wird zunzchst das Metallob-
jekt entfernt. Das resultierende Bild ) wird anschlieRend mit Hilfe des bilateralen
Filters hinsichtlich der Streifenartefakte gefiltert. Das gefilterte Bild g(¥) wird fiir die
Neuberechnung von Projektionen p;, Vi € M., verwendet, welche in der néchs-
ten Iteration zusammen mit den original gemessenen Projektionen p;, Vi € M ,;q zu
einem neuen Sinogramm kombiniert werden.
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4.4 Der komplette Algorithmus

Um die Vorbetrachtungen aus den vorhergehenden Abschnitten zu einem Rekon-
struktionsalgorithmus zu vereinen, wird das in Kapitel 3.2.5 vorgestellte Augmented-
Lagrangian-Verfahren adaptiert. Hierzu wird zunichst die Zielfunktion (4.8) betrach-
tet, welche nach erstmaliger Berechnung von neuen artifiziellen Projektionen durch
die Funktion (3.91) ersetzt wird. Weiter sollen die Nebenbedingungen aus Abschnitt 4.2
integriert werden. Dies fiihrt mit Anlehnung an das Augmented-Lagrangian-Verfahren
zu dem Funktional

N
A(fb, A, ) = I(f Z (a5 (- T(07)y))

%i@n (0179

Gleichung (4.29) enthilt eine Kombination aus einem quadratischen Strafterm, wel-

(4.29)

cher mit u € R gewichtet ist, und einem Lagrangian-Strafterm mit den Multiplikato-
ren A € RV, Die Werte q;; beschreiben die Matrixelemente der beziiglich der Trans-
formationsparametern * angepassten Matrix Q* aus Gleichung (4.14).

Um mehr Einfluss auf das Verhiltnis zwischen der Zielfunktion und den Nebenbe-
dingung nehmen zu kdnnen, wird fiir den ALIR-Algorithmus die Gleichung (4.29) um
einen weiteren Gewichtungsfaktor { € [0, 1] erweitert. Diesbeziiglich miissen jedoch
zundchst die Zielfunktion und die Nebenbedingungen normalisiert werden. Bei der
Zielfunktion (4.8) wird eine Normalisierung hinsichtlich der Anzahl der Projektionen
durchgefiihrt. Dies fithrt zu der Gleichung

N
1 j 1

i(6) = Y afrme 5, @0
_ n; a;;ifi +nge = . 4.30
[Muyaiid] Muatidl e, \ =

lvahd(f)

wobei | - | die Méchtigkeit einer Menge angibt. Im Laufe des Algorithmus werden neue
Projektionen p;,Vi € M.t berechnet, welche anschliefend in Kombination mit
den urspriinglich gemessenen Projektionen p;, Vi € M, ;4 verwendet werden. Dies
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hat zur Folge, dass die normalisierte Zielfunktion

N
1 M N — L aijfj
PUCTRES o) % P @1
' 1

i=1 j=

verwendet wird, wobei M = | M| = | M ziqg U M petal| €ntspricht.

Weiter werden die Nebenbedingungen beziiglich der Anzahl der Pixel N normalisiert.
Dies fiithrt zu der Formulierung

™=

ca(f,b, A, 1) = %
j

(‘7}’}' (f; —T(M*)j)>2

N

N (fJ}“j (fj — r(b")’*)j)> |

Il
A

(4.32)

M=

] N

I
_

]

Mit Hilfe der normalisierten Zielfunktion und den normalisierten Nebenbedingungen
sowie dem Gewichtungsfaktor ¢ € [0,1] kann nun der Einfluss der Nebenbedingun-
gen beziiglich des Zielfunktionals bestimmt werden. Im Rahmen des ALIR-Algorithmus
wird im Folgenden die Funktion

Ag(g(f,b,A,]/t) = ZA(f) + éCA(f,b,A,]xl) + (5R(f> (4.33)

verwendet. Abhingig davon, ob im Laufe der Rekonstruktion bereits die Projektionen
Pi, Vi € M et berechnet wurden, wird die Funktion (4.30) oder (4.31) an die Stelle
von I (f) gesetzt. Zusdtzlich wurde in (4.33) die Zielfunktion durch einen Regularisie-
rungsterm R : RN — R und den Parameter § € R erweitert. Fiir die Regularisierung
kann die in Abschnitt 3.3.4 vorgestellte Funktion (3.108) verwendet werden. Eine neu
entwickelte Regularisierung basierend auf einem Prior-Image und einem nicht-lokalen
Strafterm wird in Abschnitt 4.5 vorgestellt.

Aus Abschnitt 4.2 geht die Bedingung hervor, dass das rekonstruierte Bild ausschlief3-
lich Abschwichungskoeffizienten aus Q) enthilt. Fiir die hier beschriebene Bildrekon-
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struktion bedeutet dies, dass das Problem

min Az s5(f,b, A, 1), 4.34a

o g ) (4.342)

sodass1 < f < u, (4.34b)

geldst werden muss, wobei die untere Grenze 1 € RN mit [; = min{Q}, Vj €

{1,2,...,N} und die obere Grenze u € RN mit u; = max{Q},Vj € {1,2,...,N}
festgelegt ist.

Fiir die Optimierung von (4.34) folgt aus Theorem 3.2.1 die Forderung
0= VfAé,(;(f,b,A,]/l). (4.35)

Hierzu werden die partiellen Ableitungen

OAzs(£,0,A,1)  lp(f) N oZca(f,b,A, 1) N 9OR(f)

of; of, of, ofy

(4.36)

betrachtet, wobei

ﬁ
) _ a;ifi
al}/\ahd(f) 1 - 117]
= na;, — noage ~ 171 (4.37)
afr ‘Mvalid’ ie-/\;valid o o

beziehungsweise
%
— Y aif;
anl(f) 1 M =
— T . J=1
of, M; iy — Noa;e (4.38)

den partiellen Ableitungen fiir die hergeleitete negative Log-Likelihood-Funktion ent-
sprechen. Dabei muss die Gleichung 4.37 fiir den Fall, dass Projektionen durch Metall
nicht berticksichtigt werden und die Gleichung 4.38 fiir den Fall, dass alle Projektionen
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verwendet werden, genutzt werden. Weiter gilt fiir die Nebenbedingungen zur Inte-
gration des Vorwissen bezliglich des Metallimplantates

agea(fb, A p) ¢ ( W

of, - N \2N

*2
= % (Mﬁ (fr = T(b,y")r) — Arqu) :

(232 — 20327 (b,7)r) = Avdy )
(4.39)

Der Ablauf des Rekonstruktionsalgorithmus ist in Algorithmus 3 in Form eines Pseu-
docodes gegeben. Zu Beginn der Rekonstruktion wird ein Startpunkt £(©) festge-
legt. Dieser ist zunichst beliebig und kann durch einen konstanten Wert fiir alle
fj(o) ,j €{1,2,..., N} realisiert werden. Alternativ bietet sich eine einfache Riickpro-
jektion der aufgenommenen Daten als initiale Schitzung an. Dabei sollten die durch
Metall verlaufenden Projektionen jedoch nicht beriicksichtigt werden. Des Weiteren
ist eine Initialisierung der Multiplikatoren A(® erforderlich. Diese kénnen ebenfalls
durch einen einheitlichen Wert fiir alle A](.O), j€{1,2,...,N} festgelegt werden. Die
Toleranzen * und w* beziiglich der Konvergenz haben Einfluss auf die Bildqualitit der
finalen Rekonstruktion. Sofern nicht anders angeben, sind die Werte fiir alle im Rah-
men dieser Arbeit prasentierten Ergebnisse stets mit w* = 107 und * = 107> fest-
gelegt. Diese Werte wurden empirisch ermittelt und erzielen konsistent gute Ergebnis-
se. Des Weiteren werden analog zum Augmented-Lagrangian-Verfahren die Startwerte
1 =10,w® =1/ und (© = 1/(u(9))%! festgelegt. Dariiber hinaus miissen
fiir ein individuelles Rekonstruktionsproblem die Parameter { und § festgelegt wer-
den. Der Bedingung (3.40) in Abschnitt 3.2.3 folgend, wird eine maximale Anzahl an
Iterationen mit kpmax = 20 festgelegt (vergleiche hierzu Zeile 3). In jeder Iteration k
wird nun das Subproblem

in Ay ;(£0), b, A0 4,0 4.40
min Az ) (4.40a)

sodass1 < f5) < u (4.40b)

geldst. Hierbei ist das Bild f der variierende Parameter und die Parameter A %) und y(¥)
bleiben fixiert fiir ein individuelles Optimierungsproblem. Zum Lsen von (4.40) wird
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das in Abschnitt 3.2.4 vorgestellte -BFGS-b-Verfahren verwendet. Die hierfiir benétig-
ten Ableitungen sind in (4.36), (4.37), (4.38) und (4.39) gegeben. Das Problem (4.40)
wird in Iteration k bis zur Konvergenztoleranz w(¥) gelést. Diese Toleranz bezieht sich
auf die Norm des Gradienten (4.36) und ist wie in (3.39) in Abschnitt 3.2.3 modelliert.
Zeile 5 bis 18 sind analog zum Augmented-Lagrangian-Algorithmus in Abschnitt 3.2.5
gestaltet. So wird in Zeile 6 eine Validierung der finalen Konvergenz des Algorithmus
basierend auf der Norm der Nebenbedingungen und der Norm des Gradienten der Ziel-
funktion durchgefiihrt. Hierbei werden die zuvor festgelegten Grenzen #* und w* her-
angezogen. Ist eine Konvergenz noch nicht eingetreten, werden die Strafparameter
und Toleranzen basierend auf der GroRe der Norm der Nebenbedingungen angepasst
(Zeile 9 bis 17).

In Zeile 19 wird nun gepriift, ob die vorhandenen Bildinformationen in der aktuellen
Iteration es erlauben, neue Projektionswerte p;, Vi € M qia zu berechnen. Hierzu
werden die in Abschnitt 4.3.2 definierten Schwellwerte 1., und 7. verwendet. Der Wert
T, wird dabei fiir eine Auswertung des Gradienten herangezogen. Ein Vergleich wird
mit dem Wert w¥) durchgefiihrt, welcher angibt, bis zu welchem Grad das Subpro-
blem (4.40) in der aktuellen Iteration geldst wurde. In einer zusitzlichen Bedingung
wird mit Hilfe des Schwellwertes 1. tiberpriift, ob die Nebenbedingung (4.32) hinrei-
chend stark eingehalten werden.” Sind beide Bedingungen erfiillt, wird das Zwischen-
ergebnis £5) hinsichtlich der Streifenartefakte gefiltert (siehe Abschnitt 4.3.3). Durch
die Schleife in Zeile 20 wird es erméglicht, £%) iterativ zu filtern. Das Ergebnis des her-
vorgehenden Filterungsschrittes wird dabei als Grundlage fiir den néchsten Schritt
verwendet. Sofern nicht anders angegeben, wird stets kg, = 14 gesetzt. Dieser Wert
wurde empirisch ermittelt und sorgt fiir eine hinreichend starke Filterung. Ist der Fil-
terungsprozess abgeschlossen, werden der Gleichung (4.27) folgend neue Projektions-
werte p; € M et berechnet. AnschlieRend werden die neu berechneten Projek-
tionen mit den urspriinglich gemessenen Projektionen p; € M, ,iq kombiniert. Die
zusammengefithrten Rohdaten werden daraufhin beim Losen des Subproblems (4.40)
in der néchsten Iteration verwendet. In der Konsequenz wird nun (4.30) durch Glei-
chung (4.31) in der Zielfunktion (4.33) ersetzt und es kann mit der nichsten Iteration

begonnen werden.

"Im Vergleich zur Formulierung in (4.17) wird hier sowohl der gewichtete und normalisierte quadra-
tische Strafterm als auch der normalisierte Lagrange-Term beriicksichtigt.
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Algorithmus 3 Der Augmented Likelihood Image Reconstruction Algorithmus.

1: Given measurement p, prior information b, starting point £(°), initial multipliers

A(O), convergence tolerances n* and w?*, relation factors  and ¢

2: Set u® =10,w® =1/p, 4 =1/ <y(0)>

0,1

3: fork =0,1,2,...,kmax do

& find an approximated solution £5) with the tolerance w®) of the subproblem
gn]}an Ag,(;(f(k),b,A(k),y(k)), suchthat1 < f0) <y
c n
5. if HCA(f(k),b,/\(k),y(k))H < max(n®), #*) then
# test for convergence
6: if HCA(f(k)’b’/\(k)’V(k))H < 7n*and
H Vf/\g,(s(f(k), b, A(k), ]l(k)) H < w* then
7 stop with approximated solution £(¥)
8: end if
# update multipliers, tighten tolerance
9 AUFD) — A By (£, AK) 5,0
10: plkt1) = (k)
1 g0 = @/ ()™
12: Cd(k+1) = w(k) /‘u(k""l)
13:  else
# increase penalty parameter, tighten tolerance
14 AR — AK)
15: uk+1) = 100 ")
L6: pe1) = 1/ (‘u(k+1)>0’1
18:  endif
19 if M) < 1, and HCA(f(k),b,A(k),pt(k))H < 7, then
# compute new projection values
20 fork, =0,1,2,...,kgjer do
21: calculate filtered image g(¥) as shown in (4.28) and set f#¥) = g(¥)
22: end for
23: compute forward projections p;,i € M a1 @s shown in (4.27)
24: combine projection values p;,i € M e and pi, i € M 114
25: end if
26: end for
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In Abbildung 4.15 ist ein Ablaufdiagramm des Algorithmus mit Fokus auf das Ersetzen
der Metallprojektionen gegeben. Initial werden alle Projektionen, welche durch Me-
tall verlaufen, aus der urspriinglichen Messung entfernt. AnschlieRend kann mit dem
iterativen Prozess der Rekonstruktion basierend auf den Projektionen p;,i € M4
begonnen werden. Nachdem das Zwischenergebnis £ der Tteration k durch Lésen
des Subproblems in Zeile 4 ermittelt wurde, wird mit Hilfe der Schwellwerte «w* und
n* auf Konvergenz gepriift. Ist die Norm der Nebenbedingungen kleiner als #* und die
Norm des Gradienten der Zielfunktion kleiner als w*, so wird der Algorithmus mit dem
finalen Rekonstruktionsergebnis beendet.

Sofern eine Konvergenz noch nicht eingetreten ist, wird tiberpriift, ob bereits genug
Bildinformationen vorhanden sind, um neue Projektionswerte zu berechnen. Fiir die-
sen Schritt muss die Norm der Nebenbedingungen kleiner sein als 7. und das aktu-
elle Subproblem muss mindestens bis zur Grenze T, gelost worden sein. Sind beide
Bedingungen erfiillt, so wird das Zwischenergebnis gefiltert und neue Projektionen
Piri € M peral Werden berechnet. Diese basieren auf dem Bild g(¥) und beinhalten
zundchst nur Informationen tiber die aktuell rekonstruierte Anatomie des Patienten.
Die Projektionen p;, i € M . Werden anschlieSend mit der Vorwartsprojektion des
Vorwissens Zjlil ;T (b,¥")js1 € Mpetal ZU Pisi € M ypyera) Zusammengefasst (siehe
Gleichung (4.27)) und mit den urspriinglichen Messdaten p;,i € M,,iq kombiniert.
Das resultierende Sinogramm wird anschlieRend fiir die nichste Iteration verwendet.

4.5 Regularisierung durch bildbasiertes Vorwissen

Die Rekonstruktion von computertomographischen Bildern ist ein inhdrent schlecht
gestelltes Problem. Die Annahme, dass sie von jeglichem Vorwissen, welches man in
einen Rekonstruktionsalgorithmus integrieren kann, profitiert, liegt nahe und wurde
bereits durch viele Ansitze und Ideen verfolgt [107], [131], [132]. In dieser Arbeit wird
dieses Konzept ebenfalls in Form einer Integration von Vorwissen beziiglich des Me-
tallobjektes verfolgt. Die Regularisierung ist ein zusitzliches Werkzeug, welches es er-
laubt, Vorwissen in die Problemlésung mit einzubeziehen. In Abschnitt 3.3.4 wurde be-
reits ein simpler Regularisierungsterm vorgestellt, welcher vom Gibbs-Prior abgeleitet
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I'(b,v*) pi,i € M

VA|| < w*
leall < #*

Resultat

\

Nein w(k) < Tas Ja
leall <
pi!i S Mvalid
pit € Mmetal

ﬁiv i€ Mmetal

® + «

Abbildung 4.15: Ablaufdiagramm der Augmented Likelihood Image Reconstruction.
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ist[6],[133], [134]. Dieser fiihrt dazu, dass die Annahme von lokaler Glattheit miteinbe-
zogen wird. Andere Regularisierungsansitze verfolgen beispielsweise das Vorwissen,
dass Kanten im Bild vorhanden sind und erhalten werden sollten [135], [136] oder dass
das lokale Schwingungsverhalten des Bildes gering ist [137]-[142].

Einen Schritt weiter geht die Integration von bildbasiertem Vorwissen. Seit der Vor-
stellung des bekannten PICCS-Algorithmus (Prior Image Constrained Compressed Sen-
sing) wurde mit steigender Haufigkeit untersucht, auf welche Art und Weise man ein
Bild nutzen kann, welches dem zu rekonstruierenden Bild dhnlich sieht [107], [131],
[143]-[145]. Ein solches Bild kann entweder von frither aufgenommenen Bildern, me-
dizinischen Verlaufskontrollen oder sogar von anderen Patienten stammen. Im Fol-
genden sei angenommen, dass ein solches Prior-Image, welches dhnliche anatomische
Strukturen wie das zu rekonstruierende Bild f € RN aufweist, in Form von h € RN
vorliegt.

Ein zundchst naheliegender Term konnte die Intensitdtsunterschiede des Priors zum
rekonstruierenden Bild bestrafen. Ein schwerwiegendes Problem mit dem Term

(4.41)

wird jedoch schnell deutlich. Anatomische Strukturen, welche im Prior h vorhanden
sind, werden im zu rekonstruierenden Bild zwangsldufig tibernommen, da alle Unter-
schiede zu diesem bestraft werden. Zwar sorgt ein durch ¢ eingestelltes Gleichgewicht
zwischen Zielfunktional und Regularisierungsterm (vergleiche Gleichung (4.33)) da-
fiir, dass auch korrekte anatomische Strukturen rekonstruiert werden, jedoch lassen
sich diese im weiterem Verlauf nicht mehr von fehlerhaft rekonstruierten Strukturen
unterscheiden.

Im Folgenden wird nun ein Regularisierungsterm hergeleitet, welcher es ermoglicht,
die anatomischen Strukturen des Patienten korrekt zu rekonstruieren, und dabei
gleichzeitig Artefakte im Bild reduziert. Hierzu wird eine nicht-lokale Gewichtung ver-
wendet, welche es erlaubt, den Strafterm auf das zu rekonstruierende Bild anzupassen.
Umgesetzt wird dies durch eine gewichtete Summe von Differenzen zwischen ver-

schiedenen Bildausschnitten. Anschaulich gesprochen wird vor der Berechnung des
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Strafterms der Pixel gesucht, welcher dem zu rekonstruierenden Pixel am dhnlichs-
ten ist. Die Ahnlichkeit der Pixel wird dabei durch einen Vergleich von Strukturen in
einem Bildausschnitt oder Patch ermittelt. Pixel im Bild h, welche eine geringe struk-
turelle Ahnlichkeit in einem Patch zu dem original Pixel beziehungsweise Patch im Bild
f aufweisen, erhalten dabei eine kleine Gewichtung und werden somit nicht so stark
mit in die Regularisierung einbezogen. Analog erhalten Pixel mit starken strukturellen
Gemeinsamkeiten eine hohe Gewichtung und gewinnen somit mehr Bedeutung fiir die
Berechnung des Strafterms. Formal sei der nicht-lokale Regularisierungsterm gegeben

durch

N
RUET(h 7)) = | 2

y ( fi— %‘P(f,l"(h, ), j)) , (4.42)

]

j=1

12

"kff'u““”%")

¥(£T(h97).]) = ¥ Th, »y*>]-e(

keN;

(4.43)

Ahnlich wie bei der Integration des Vorwissens beziiglich des Metallobjektes wird auch
hier eine Transformation I (h, 9*) durchgefiihrt, um den Prior an das Bild f anzupas-
sen. Geeignete Transformationsparameter ¢* werden durch Losen des Registrierungs-
problems

v* = arg min DSSD(f(k),F(h, v)) (4.44)

YER®

ermittelt. Das DistanzmaR D3P kann fiir spezielle Priors gegebenenfalls ersetzt wer-
den. Zu den moglichen Alternativen zdhlen hierbei insbesondere die in Abschnitt 3.5.2
vorgestellten MaRe. So ist es sinnvoll, das MaR DM zu verwenden, wenn das Bild h
zwar gleiche Strukturen besitzt, jedoch stark variierende Abschwichungskoeffizien-
ten aufweist. Flir die Art der Anpassung ist eine affine Transformation hinreichend,
da das resultierende Bild fiir die Berechnung der nicht-lokalen Gewichtung genutzt
wird und eine exakte Uberlagerung von anatomischen Strukturen nicht erforderlich
ist. Der Registrierungsprozess dient lediglich dazu, dhnliche Strukturen in einem klei-
neren Suchfenster bereitzustellen.
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Der Term (4.43) dient der Berechnung eines geeigneten Pixelwertes, welcher fiir die Er-
mittlung des Strafterms in (4.42) herangezogen wird. Hierbei beschreibt #, einen Patch
beziehungsweise Bildausschnitt um den zentralen Pixel x. Die Menge Ny beinhaltet
Indizes von Pixeln, welche innerhalb eines Suchfensters um den Pixel x liegen. Die
Metrik [|-[|,, beschreibt die Minkowski Distanz p-ten Grades. Gewichtet wird diese mit
Hilfe des Wertes 07, _,,|, welcher abhéngig von der Entfernung zwischen den Pixelposi-
tionen x und y ist und mit steigender Entfernung basierend auf einer GauR-Funktion
abnimmt. Die maximale Gr6Re des Suchfensters ist gleichzusetzen mit der GréRe des
Bildes. Hierbei ist jedoch zu berticksichtigen, dass die Laufzeit der Berechnung stark
von der GroRe des Suchfensters abhingig ist, da bei steigender GroRe des Suchfens-
ters die Anzahl der Vergleiche von Patches quadratisch steigt. Auch mit steigender
GroRe der Patches erhdht sich der Rechenaufwand. Anders jedoch als beim Suchfens-
ter kann ein allzu groRer Patch fiir die Berechnung der Gewichtung sogar hinderlich
sein. Zwar bedeutet ein gréRerer Patch, dass ein gréRerer Bildbereich miteinbezogen
wird, jedoch ist es bei gréoReren Patches unwahrscheinlicher, dhnliche Strukturen zu
finden, als bei kleineren Patches.

Abbildung 4.16 zeigt illustrativ den Vergleich der Patches anhand eines Beispiels. Auf
der linken Seite ist ein Ausschnitt eines Bildes f € RN gezeigt, wihrend auf der rech-
ten Seite ein Prior I'(h, 7*) € RN gezeigt ist, welcher eine dhnliche Gesamtstruktur
wie f aufweist. Fiir die Berechnung des Strafterms wird fiir den Pixel f; ein Suchfens-
ter N; im Prior T (h, 9*) betrachtet. Dieses ist hier durch eine gestrichelte Linie darge-
stellt. Die Patches T'(h, 7*),7k, k e /\/] werden basierend auf der Minkowski Distanz mit
dem Patch f;; verglichen. Die darauf basierende gewichtete Summe der Pixel T'(h,v* )k
wird anschlieBend fiir die Berechnung des Strafterms (4.42) herangezogen.

Die zum in Abbildung 4.16 dargestellten Suchfenster \V; gehérenden Patches I'(h, ),
sind auf der linken Seite in Abbildung 4.17 gezeigt. Dem gegeniibergestellt sind auf der
rechten Seite die Differenzen zum Patch fﬂj dargestellt. Auffallend hierbei ist, dass es
genau einen Patch I'(h, )y, gibt, welcher exakt die gleiche Struktur wie f;; aufweist.
Dies ist an dem vollstidndig schwarz gefiillten Differenz-Patch zu erkennen.

Die fiir das Suchfenster N; in Abbildung 4.16 resultierende Gewichtungsmatrix ist
in Abbildung 4.18 visualisiert. Dem Pixelwert, welcher zum vollstindig schwarzen
Differenz-Patch korrespondiert, wird folgerichtig eine Gewichtung von 1 zugewiesen.
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Abbildung 4.16: Berechnung der nicht-lokalen Gewichtungsmatrix. Im Rahmen der Be-
rechnung wird der Patch f,; mit allen Patches I'(h, ),k € N im Suchfenster N;
verglichen. Patches mit dhnlicher Struktur erhalten ein hohes Gewicht, Patches mit ge-
ringerer struktureller Ubereinstimmung erhalten ein kleines Gewicht. AnschlieRend
wird basierend auf den Gewichten ein Pixelwert generiert, welcher zur Regulierung

verwendet wird.
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Abbildung 4.17: Patches und Differenzen von Patches. Auf der linken Seite sind die ein-
zelnen Patches T'(h,v),,.k € N; gezeigt. Auf der rechten Seite sind die absoluten
Differenzen der jeweiligen Patches zum Patch f,; gezeigt. Hierzu sei zusétzlich auf Ab-

bildung 4.16 verwiesen. Die absoluten Differenzen zeigen, dass es genau einen Patch
gibt, welcher exakt die gleiche Struktur wie f;;; besitzt.
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Pixelpositionen, die mehr strukturelle Unterschiede im Patch aufweisen, erhalten ge-
ringere Gewichtungen. Der finale Pixelwert, welcher im Strafterm (4.42) verwendet
wird, resultiert anschlieRend aus der Summe der gewichteten Pixelwerte im Suchfens-

1,0
0,9
0,8
0,7
0,6
0,5
0,4
0,3
0,2
0,1
0,0

Abbildung 4.18: Gewichtungsmatrix des nicht-lokalen Regularisierungsterms. Visua-
lisierung der Gewichtung fiir die einzelnen Pixel im Prior (vergleiche hierzu Glei-
chung (4.43)). Das Pixel, welches zum Patch mit der gleichen Struktur wie f,7j korre-
spondiert, erhilt eine Gewichtung von 1, wiahrend andere Pixel eine kleinere Gewich-
tung erhalten. Die Gewichtungsmatrix entspricht dem Suchfenster in Abbildung 4.16.

ter.

Der Term

2

”kf“ﬁ”““”ﬂ)

e

keN;

(4.45)

in (4.42) dient der Normalisierung der Gewichtung. Weiter noch wird dieser bei der
Berechnung von

0 wennk; < T,
= I>W vie{12...,N}, (4.46)
1 sonst

verwendet. Der Ausdruck ¢; stellt einen Sicherheitsmechanismus dar. Weist der Prior
I'(h,y*) im gegebenen Suchfenster keinen Patch auf, welcher eine dhnliche Struktur
wie f;,; besitzt, gibt es keine sinnvolle Rechtfertigung dafiir, eine bestrafende Regula-
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risierung fiir die entsprechende Pixelposition durchzufiihren. Da also in diesem Fall
kein addquates Vorwissen vorhanden ist, wird der Teil des Strafterms fiir den entspre-
chenden Pixelwert auf Null gesetzt, wenn die Summe aller Gewichte fiir die Patches
I'(h,9*)y.k € Njden Schwellwert Ty nicht {iberschreitet.

An noch mehr Bedeutung gewinnt dieser Mechanismus bei der Integration des Regu-
larisierungsterms in die iterative Rekonstruktion. Eine Neuberechnung des Terms in
jeder Iteration, und damit eine Neuberechnung eines Priors basierend auf T (h, *), ist
zwar einerseits stark vom gegebenen Bild h € RN abhingig, andererseits ist es jedoch
sehr entscheidend, welche Informationen das Zwischenergebnis £(X) enthilt. Kénnen
in frithen Iterationen zunichst keine strukturellen Gemeinsamkeiten zwischen dem
Prior und dem Zwischenergebnis festgestellt werden, ist es sinnvoll, dem Strafterm
nur eine geringe Bedeutung zuzuschreiben. Erst wenn sichergestellt ist, dass eine
hinreichend groRe Ubereinstimmung zwischen dem neu-berechneten Prior und dem
Zwischenergebnis besteht, ist eine Regularisierung férderlich. Durch dieses Vorgehen
kann sichergestellt werden, dass keine synthetischen Strukturen durch den Regulari-
sierungsterm in das zu rekonstruierende Bild gelangen.

4.6 Kombinierte Registrierung und Rekonstruktion

Sowohl fiir die Integration des Vorwissens beziiglich des Metallobjektes als auch fiir
die nicht-lokale Regularisierung mit Hilfe eines gegebenen Priors ist es notwendig,
geeignete Transformationsparamter bereitzustellen. Fiir die vorgeschlagene Regula-
risierung wurde hierzu in Abschnitt 4.5 erldutert, dass das Problem

= arg min D>P(£,T'(h,)) (4.47)

*
')’prior
YERS

geldst werden muss. Weiter wurde in Abschnitt 4.1.2 beschrieben, wie eine passende
Transformation fiir das gegebene Vorwissen iiber das Metallobjekt gefunden werden
kann. Hierbei wird nach einer initialen Positionierung des Metallobjektes basierend
auf dem Masseschwerpunkt (4.4) das Registrierungsproblem

Vinetal = argmin DY (£,T'(b, 7)) (4.48)
YER3
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geldst. Zum Finden einer Losung der beiden Registrierungsprobleme ist es jeweils not-
wendig, ein Bild f € RN bereitzustellen. Um bestmégliche Voraussetzungen fiir die
Optimierungsaufgaben (4.47) und (4.48) zu gewihrleisten, sollte ein artefaktfreies Bild
zur Verfligung gestellt werden. Zu Beginn der Rekonstruktion liegt ein solches Bild je-
doch nicht vor. Im Falle einer iterativen Rekonstruktion besteht allerdings die Mog-
lichkeit, Zwischenergebnisse fiir die Registrierung zu verwenden. Die Grundannah-
me dabei ist, dass mit jeder Iteration mehr und mehr Bildinformationen bereitgestellt
werden, welche es erlauben, genauere Transformationsparamter mit jedem weiteren
Iterationsschritt zu finden. Bei einer klassischen iterativen Rekonstruktion, wie sie bei-
spielsweise durch den ML-TR-Algorithmus realisiert wird (sieche Abschnitt 3.3), ist der
Gewinn an Bildinformationen pro Iteration jedoch nicht grofl genug, um den notwen-
digen Rechenaufwand zum Losen der Registrierungsprobleme zu rechtfertigen. Bei ei-
ner Bildrekonstruktion durch den ALIR-Algorithmus verhilt sich dies anders. Unter-
scheidet man bei dem Algorithmus zwischen dulleren Iterationen, welche durch den
Index k in Algorithmus 3 dargestellt sind, und inneren Iterationen, welche beim Losen
des Subproblems (3.58) in Zeile 4 durchlaufen werden, so ist der Gewinn an Bildin-
formationen in jedem duferen Iterationsschritt um ein Vielfaches gréRer. Das Losen
der Registrierungsprobleme in jeder dulleren Iteration verspricht somit also einen tat-
sachlichen Gewinn an Genauigkeit beziiglich der ermittelten Transformationsparame-
ter.

Da zu Beginn des ersten Iterationsschrittes noch keine Bildinformationen vorhan-
den sind, muss eine alternative Initialisierung der Transformationsparamter gewahlt
werden. Hierzu wird, wie in Abschnitt 4.1.2 beschrieben, eine unkorrigierte FBP-
Rekonstruktion des Bildes herangezogen. Das FBP-Bild enthilt trotz Metallartefakte
in der Regel ausreichend viele Bildinformationen, um eine hinreichend gute Abschét-
zung der Transformation zu ermitteln. Bei besonders stark ausgepragten Artefakten,
beispielsweise verursacht durch sehr groRe Implantate, kann eine initiale Korrektur
vorgenommen werden. Eine Rekonstruktion nach einer linearen Interpolation der Me-
tallprojektionen, sieche Abschnitt 4.3.1, ist hierbei eine Moglichkeit, welche einen tole-
rierbaren zusitzlichen Rechenaufwand erfordert.

Abbildung 4.19 zeigt eine schematische Darstellung des Ansatzes zur simultanen Regis-
trierung und Rekonstruktion. Ausgehend von einer initialen Registrierung von Metall-
objekt und Prior basierend auf dem FBP-Bild wird ein duferer Iterationsschritt des
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> Resultat
Ja
initiale juRerer Nein iterative
. . > . .
Registrierung ALIR-Schritt Registrierung

T

Abbildung 4.19: Integration der Registrierung in die Rekonstruktion. Zunachst wird ei-
ne initiale Registrierung basierend auf einer unkorrigierten Rekonstruktion durchge-
fihrt, um eine erste Abschitzung der Transformationsparamter zu erhalten. Anschie-
Rend wird ein duRerer Iterationsschritt des ALIR-Algorithmus durchgefiihrt (Zeile 7
bis 29 in Algorithmus 3). Tritt keine Konvergenz ein, werden die Registrierungsproble-
me (4.47) und (4.48) fiir £(F) geldst und der néchste Iterationsschritt wird ausgefiihrt.

ALIR-Algorithmus durchlaufen. Werden die zuvor festgelegten Konvergenzkriterien
erfiillt (vergleiche Algorithmus 3 und Abbildung 4.15), ist die Rekonstruktion abge-
schlossen. Anderenfalls wird das Zwischenergebnis der aktuellen Iteration genutzt, um
die Probleme (4.47) und (4.48) zu l6sen. Die dabei ermittelten Transformationsparam-
ter werden anschlieBend fiir den nichsten dulleren Iterationsschritt verwendet.

Algorithmus 4 zeigt die Integration der Registrierungsprozesse in den ALIR-
Algorithmus im Detail. Noch bevor mit dem ersten Iterationsschritt in Zeile 6 begon-
nen werden kann, wird in Zeile 3 eine FBP durchgefiihrt. Das Ergebnis dieser Rekon-
struktion dient anschlieBend in Zeile 4 und 5 dazu, eine erste Abschitzung der Trans-
formationsparameter 'Y:q(:t)al und 'yggioo)r zu ermitteln. Im Laufe der dulleren Iterationen
(Zeile 6 bis 32) sind in den sequenziellen Iterationsschritten die Registrierungsproble-
me (4.47) und (4.48) basierend auf dem Zwischenergebnis £K) € RN zu 16sen. Initia-
lisiert werden die Probleme dabei stets mit den Transformationsparametern aus der
Iteration davor. Weiter ist zu beachten, dass die im Verlauf der Rekonstruktion immer

exakter werdenden Parameter explizit bei der Berechnung von

Azs(£,0,A, 1) = IA(£) + Cea (£, T (b, Yipera)s A 1) + OR(E, T (h, Yprior))  (4.49)
herangezogen werden.
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Algorithmus 4 Ergidnzung von Algorithmus 3 durch simultane Registrierung.

1:

. find initial reconstruction

Given measurement p, prior information b, starting point £(©), initial multipliers
A0 convergence tolerances r7* and w*, relation factors ¢ and J, prior image h
Set 0 = 10,0® = 1/, 50 =1/ ()"

fFBP

# find initial transformation paramters

: solve 'y*(o) arg min DM (£5%, T'(b, 7))

metal —
yER3

solve 'Y;Eioo)r = arg Tlr{ljn DSP (B T'(h, 7))
ye

6: fork =0,1,2,...,kmax do

10:
11:

22:
23:

24:

25:
26:
27:
28:
29:

30:

31

32:

find an approximated solution £¥) with the tolerance w®) of the subproblem

min Ag&(f(k),b,/\(k)’y(k)), such that 1 < f(k) <u
fcRr 7’

if HCA(f(k),F(b,'y*(k) ),/\(k),y(k))H < max(7*),n*) then

metal
# test for convergence

if HcA(f(k),l"(b,'y*(k) ),/\(k),y(k))H < n*and

HVng,(;(f(k),b,m;zl),y(k))H < w* then

stop with approximated solution £(¥)
end if

# update multipliers, increase penalty parameter, tighten tolerance

end if
if k) < 7, and HcA(f(k),l“(b 'y*(k) ),A(k),y(k))H < 7, then

? I'metal
# compute new projection values
fOI' kg = 0, 1, 2, ey kfilter dO
calculate filtered image g(¥) as shown in (4.28) and set f(¥) = g(k)
end for
compute forward projections p;,i € Mo as shown in (4.27)
combine projection values p;,i € M e and pi, i € M 14
end if
# find best transformation parameters
solve 1" = arg min DMI(£®), T'(b, 7*(0)))

metal
YERS3

solve 'yzﬁgl) — argmin DS (£K), T (h, y*()))
7ER®

end for
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Kapitel 5

Durchgefiihrte Studien und
Ergebnisse

Im folgenden Kapitel wird eine detaillierte Evaluierung des vorgestellten Augmented
Likelihood Image Reconstruction Algorithmus vorgestellt. Hierzu wird in Abschnitt 5.1
die Fahigkeit des Algorithmus beziiglich der Reduktion von Metallartefakten unter-
sucht. Diesbeziiglich wird zundchst ein Softwarephantom betrachtet, welches eine pra-
zise quantitative Evaluierung ermdéglicht. AnschlieRend wird ein Hardwarephantom
herangezogen, welches mit verschiedenen Metallobjekten versehen werden kann. Dies
erlaubt die Modellierung einer realistischen und praxisnahen Situation zur Evaluie-
rung des Algorithmus und bietet gleichzeitig die Moglichkeit, ein Ground-Truth-Bild
zum Vergleich heranzuziehen. Darauf folgend werden verschiedene klinische Fille be-
trachtet. Da die Grundwahrheit hierbei fiir die Evaluierung nicht zur Verfiigung steht,
wird die Auswertung in Zusammenarbeit mit erfahrenen Radiologen des Universitats-
klinikums Schleswig-Holstein, Campus Liibeck, durchgefiihrt. In Abschnitt 5.2 wird
die Rekonstruktion von korrekten Abschwichungskoeffizienten untersucht. Zu die-
sem Zweck wird ein medizinisches Phantom der Firma Sun Nuclear verwendet. Dieses
ist mit Einsdtzen bestiickt, welche verschiedene gewebedquivalente Elektronendichten
aufweisen. Da hier der Ground Truth bekannt ist, kann untersucht werden, wie exakt
Abschwichungskoeffizienten, welche durch Artefakte verunreinigt sind, wiederherge-
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stellt werden konnen. Abschliefend wird in Abschnitt 5.3 der nicht-lokale Regularisie-
rungsansatz in Verbindung mit Metallartefakten untersucht.

5.1 Metallartefaktkorrektur

Im Folgenden wird der ALIR-Algorithmus hinsichtlich seiner Fihigkeit untersucht,
Metallartefakte zu reduzieren. Um die Qualitidt der rekonstruierten Bilder in einen
Kontext zu setzen, werden Vergleiche zu weiteren Metallartefaktkorrekturalgorith-
men durchgefiihrt. Hierzu wird der in Abschnitt 4.3.1 vorgestellte Algorithmus der
linearen Interpolation (LI) herangezogen [124]. Hierbei werden Metallprojektionen
aus den Rohdaten entfernt und durch eine eindimensionale lineare Interpolationen
zwischen bekannten Projektionen fiir jeden Aufnahmewinkel ersetzt. Weiter soll der
ALIR-Algorithmus einem Algorithmus gegentibergestellt werden, welcher dem neus-
ten Stand der Technik entspricht. Hierzu wird eine eigene Implementierung des
Normalized Metal Artefact Reduction (NMAR) Algorithmus von Meyer et al. verwen-
det [144], [146], [147]. Nach einer initialen Identifizierung der Metallprojektionen wird
bei diesem Algorithmus eine lineare Interpolation auf normalisierten Rohdaten durch-
geftihrt. Die Normalisierung basiert hierbei auf einer Vorwértsprojektion eines Refe-
renzbildes. Das Referenzbild beruht dabei auf einer initialen Rekonstruktion, welche
durch multiple Schwellwerte in drei verschiedene Gewebeklassen (Luft, Muskelgewebe
und Knochen) eingeteilt wird. Die segmentierten Regionen bekommen daraufthin ein-
heitliche gewebedquivalente Abschwichungskoeffizienten zugewiesen. Nach durchge-
fithrter linearer Interpolation werden die Rohdaten anschlieBend wieder denormali-
siert. Der Algorithmus wird in der folgenden Evaluierung in zwei verschiedenen Versi-
on appliziert. Die mit NMAR gekennzeichnete Methode verfolgt den oben beschriebe-
nen Ansatz, wohingegen die Methode, welche durch NMAR mit LI (NMAR mit initialer
linearer Interpolation) beschrieben ist, das Ergebnis einer linearen Interpolation zur
Erstellung der initialen Rekonstruktion verwendet. Dieses Vorgehen verhindert eine
Fehlsegmentierung von stark ausgepragten Streifenartefakten bei der Berechnung des
Referenzbildes.

146



5.1. METALLARTEFAKTKORREKTUR
5.1.1 Evaluierung unter Verwendung eines Softwarephantoms

Einleitend soll der vorgestellte Algorithmus mit Hilfe eines Softwarephantoms
evaluiert werden. Dies ermdglicht eine exakte quantitative Auswertung der
Rekonstruktions- und Artefaktkorrekturergebnisse. Zur Erstellung eines geeig-
neten Phantoms wurde die XCAT-Software von Segars etal. verwendet [148], [149].
Das erstellte Phantom hat eine GréRRe von 512 Pixel x 512 Pixel mit einer PixelgrofRe
von 1mm X 1 mm und entspricht der Simulation eines polyenergetischen Strahls mit
140kVp. In Abbildung 5.1 ist das Phantom in einer Fensterbreite von 500 HU um ein
Fensterzentrum von 0HU dargestellt. Es zeigt ein Schichtbild auf Hohe des Schul-
tergiirtels und beinhaltet Knochenstrukturen, Lungengewebe, Weichteilgewebe und
Muskelstrukturen. Zur Simulation zweier Metallimplantate wurden kiinstlich zwei
sphérische Strukturen mit 950 HU in den linken und rechten Humerus hinzugefiigt.
AnschlieRend wurde ein Sinogramm unter einer Parallelstrahlgeometrie® mit 1152
verschiedenen Aufnahmewinkeln tiber 360°, einer Detektorgréfle von 725 mm und
FCD = DCD = 400 mm erstellt (vergleiche hierzu Abschnitt 2.2.1).

Fiir die Rekonstruktion mit Hilfe des Augmented Likelihood Image Reconstruction
(ALIR) Algorithmus wurde die Struktur der Metallimplantate als Vorwissen definiert.
Zusitzlich wurden alle Projektionen entfernt, welche urspriinglich in den simulierten
Rohdaten durch die Metallobjekte verlaufen. Diese Projektionen wurden anschlieBend
mit Hilfe von verschiedenen Metallartefaktkorrekturalgorithmen wieder hergestellt.
In Abbildung 5.1 sind die Rekonstruktionsergebnisse der einzelnen Algorithmen ge-
zeigt. Das Ergebnis nach linearer Interpolation zeigt stark ausgepragte Streifenartefak-
te, welche durch die inkonsistenten Informationen entstanden sind. Die Verwendung
von NMAR resultiert in einem deutlich verbesserten Ergebnis im Vergleich zu LI. Glei-
ches gilt fiir das rekonstruierte Bild mit Hilfe von NMAR mit initialer linearer Interpo-
lation. Ein visueller Unterschied zwischen den beiden NMAR-Methoden ist dabei nicht
festzustellen. Besonders zutriglich fiir die NMAR-Methoden ist die Tatsache, dass die
drei verschiedenen Gewebeklassen (Luft, Muskelgewebe und Knochen), welche fiir das
Hilfsbild benétigt werden, im Softwarephantom eindeutig bestimmt werden kénnen.
Da das Phantom keine zusitzlichen Strukturen darstellt, entsteht bei einem solchen

'Eine Umrechnung in eine Kegelstrahlgeometrie kann durch die Methodik vollzogen werden, welche
in Abschnitt 2.2.1 beschrieben ist.

147



KAPITEL 5. DURCHGEFUHRTE STUDIEN UND ERGEBNISSE

Vorgehen im Idealfall kein Informationsverlust. Die Einteilung der Gewebeklassen ist
lediglich durch das Vorhandsein von Streifenartefakten eingeschrankt. Verglichen mit
NMAR und LI weist das Ergebnis der Rekonstruktion mit Hilfe von ALIR die gering-
ste Auspragung von Streifenartefakten auf. Speziell beim Vergleich der anatomischen
Strukturen, welche weit entfernt von den Metallobjekten liegen, ist eine deutliche Re-
duktion der Artefakte zu erkennen.

Ground Truth Vorwissen

NMAR NMAR mit LI ALIR

Abbildung 5.1: Rekonstruktions- und Korrekturergbnisse verschiedener Algorithmen.
Das Ground-Truth-Bild zeigt ein Schnittbild auf Hohe des Schultergiirtels in welches
zwei Metallobjekte in den linken und rechten Humerus hinzugefiigt wurden. Die Bilder
sind mit WL = 0 HU, WW = 500 HU dargestellt.

Da die gefilterte Riickprojektion (FBP), welche bei den Vergleichsmethoden tiblicher-
weise benutzt wird, negative Werte im Bild erzeugen kann, hat die ALIR durch die in-
tegrierte Positivitdtsbedingung (siehe hierzu auch Abschnitt 4.2) in der quantitativen
Auswertung einen deutlichen Vorteil. Um die quantitative Evaluierung jedoch auf die
Reduktion von Streifenartefakten einzuschrianken, wurden die Bilder zusitzlich un-
ter Verwendung der negativen Log-Likelihood-Funktion aus (3.91) und des 1-BFGS-b-
Algorithmus mit Positivitdtsforderung rekonstruiert.

In Abbildung 5.2 sind die Differenzbilder der einzelnen Rekonstruktionen aus Abbil-
dung 5.1 mit dem Ground Truth gezeigt. Deutlich zu erkennen ist, dass bei allen Re-
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LI NMAR

NMAR mit LI ALIR

Abbildung 5.2: Differenzbilder der Rekonstruktionen aus Abbildung 5.1 mit dem
Ground Truth. Die Bilder sind mit WL = 0HU, WW = 100 HU dargestellt.
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MAR-Methode Rekonstruktionsmethode  SSD /HU

LI FBP 635,599
Likelihood-Rekonstruktion 236,170
NMAR FBP 479,618
Likelihood-Rekonstruktion 132,562
NMAR mit LI FBP 537,979
Likelihood-Rekonstruktion 182,013
ALIR ALIR 57,778
ALIR mit LI ALIR 56,153

Tabelle 5.1: Summe der quadrierten Differenzen (SSD) fiir die verschiedenen MAR-
Methoden in Relation zum Ground Truth.

konstruktionen der Hintergrund einen Grauwert annimmt, welcher einer Differenz
von ca. 0 HU entspricht. Bei einer Rekonstruktion mit Hilfe der FBP wiirde der Hinter-
grund aufgrund der nicht vorhandenen Positivitdtsforderung verrauscht wirken und
nicht so homogen wahrgenommen werden, wie es hier der Fall ist. Die in den Diffe-
renzbildern deutlicher hervortretenden Streifenartefakte entsprechen der zuvor be-
schriebenen Wahrnehmung in den Rekonstruktionsbildern. Die stdrkste Auspragung
ist LI zuzuweisen, wohingegen NMAR und NMAR mit LI eine leicht verbesserte Reduk-
tion hervorbringen. Die meisten Artefakte konnten mit Hilfe von ALIR unterdriickt

werden.

Das Vorhandensein einer Grundwahrheit erméglicht die Berechnung von quantitati-
ven Fehlermalen. Fiir die Evaluierung des verwendeten Software-Phantoms wird hier
die Summe der quadrierten Differenzen (SSD, engl. sum of squared differences) ver-
wendet, welche an dieser Stelle durch

1N
ssD(f,g) =+ 2_(fj — )’ (5.1)
j=1
fiir f, g € RV definiert sei.

In Tabelle 5.1 sind die berechneten DistanzmaRe fiir die verschiedenen MAR-
Algorithmen gegeben. Bei LI, NMAR und NMAR mit LI wird zwischen der FBP-
Rekonstruktion und der oben beschriebenen Likelihood-Rekonstruktion mit Positivi-
tatsforderung unterschieden. Deutlich zu erkennen ist der Unterschied zwischen den
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beiden Rekonstruktionsmethoden. Die FBP-Rekonstruktion fiihrt in allen Féllen zu ei-
nem sehr viel groReren Abstandsmal als die Likelihood-Rekonstruktion. Auch die zu-
vor visuell wahrgenommene Einordnung der MAR-Methoden kann durch das MaR be-
stétigt werden. LI weist mit 236,2 HU den gréRten Wert auf. NMAR und NMAR mit LI
besitzen mit 132,6 HU beziehungsweise 182,0 HU leicht verbesserte Werte. Die Diffe-
renzierung der beiden Methoden mit Hilfe des SSD-MaRes zeigt dabei, dass NMAR fiir
diesen Anwendungsfall etwas bessere Ergebnisse als NMAR mit LI liefert. Dies konnte
visuell in den rekonstruierten Bildern nicht wahrgenommen werden. ALIR weist mit
57,8 HU klar den kleinsten Wert aller Methoden auf, was den visuellen Eindruck be-
stétigt, dass mit dieser Methode die meisten Artefakte unterdriickt werden konnten.
Der Vollstidndigkeit halber ist der Wert fiir ALIR mit initialer LI angeben. Dieser ist mit
56,2 HU kaum von dem Wert fiir ALIR zu unterscheiden. Gleiches gilt fiir den visuel-
len Eindruck des Rekonstruktionsergebnisses, was der Grund dafiir ist, warum es in
Abbildung 5.1 und 5.2 nicht berticksichtigt wurde.

Ground-Truth-Sinogramm

1000
800
< 600
400
200

0 500 1000 1500 2000 2500

g

Abbildung 5.3: Ground-Truth-Sinogramm des verwendeten Softwarephantoms. Die ro-
ten Linien geben die zur Abbildung 5.4, 5.5 und 5.6 korrespondierenden Abschnitte an.

Die Evaluierung mit Hilfe eines Softwarephantoms hat neben der moglichen quanti-
tativen Auswertung noch einen weiteren Vorteil. Da die Grundwahrheit nicht nur im
Bildbereich vorhanden ist, sondern auch die korrekten Werte fiir die Metallprojektio-
nen bestimmt werden konnen, ist es moglich, die verschiedenen Algorithmen auch im

Rohdatenraum auszuwerten. In Abbildung 5.3 ist das simulierte Sinogramm des Phan-
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toms aus Abbildung 5.1 gezeigt. Dargestellt in roten Linien sind Projektionsabschnitte,
welche durch das kiinstlich hinzugeftigte Metallobjekt verlaufen und in Abbildung 5.4,
5.5 und 5.6 genauer betrachtet werden.

Profil fiir & = 500

2,7 : : : :

2,6 - Ground Truth — _

2,5 LI |

24 NMAR 1
NMAR mit LI

2,3 |
ALIR
2,2 |

Projektionswerte

2,1+

2,0 L ! |
2020 2040 2060 2080 2100 2120

Detektorelemente

Abbildung 5.4: Profil fiir Aufnahmewinkel 8 = 500. Der gezeigte Abschnitt korrespon-
diert zur roten Linie in Abbildung 5.3 und zeigt Projektionen, die durch die verschie-
denen Methoden ersetzt wurden.

Eine Analyse des Profils von Aufnahmewinkel 8 = 500 zeigt wie die verschiedenen Al-
gorithmen die Liicke fiillen, welche durch die entfernten Metallprojektionen entsteht.
Da der ALIR-Algorithmus das Sinogramm in jeder Iteration, welche die Bedingungen
in Algorithmus 4, Zeile 23 erfiillen, durch neu berechnete Projektionen p;,i € M cral
aktualisiert, wird flir die Evaluierung das zuletzt genutzte Sinogramm benutzt. Dies ist
gerechtfertigt, da es das fertig rekonstruierte Bild am besten représentiert. Ein Ver-
gleich zu den Profilen fiir LI, NMAR und NMAR mit LI in Abbildung 5.5 zeigt, dass ALIR
den Verlauf des Ground-Truth-Profils am besten approximieren kann. Das Profil fiir LI
zeigt wie erwartet eine lineare Verbindungsstrecke zwischen den bekannten Projek-
tionen. NMAR und NMAR mit LI weisen mehr Struktur auf, besitzen jedoch nicht die
korrekte Auspragung. Die neu berechneten Projektionen im ALIR-Algorithmus kom-
men dem Verlauf des Ground Truths sehr nahe.

Beim Profil fiir Aufnahmewinkel 6 = 868, welches in Abbildung 5.5 gezeigt ist, tiberla-
gern sich die zwei Sinuskurven, welche mit den hinzugefiigten Metallobjekten zu asso-
ziieren sind. Die Peaks im Profil von NMAR und NMAR mit LI zeigen dhnliche Positio-
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Profil fiir 6 = 868

I I I
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Abbildung 5.5: Profil fiir Aufnahmewinkel 6 = 868. Der gezeigte Abschnitt korrespon-
diert zur roten Linie in Abbildung 5.3 und zeigt Projektionen, die durch die verschie-
denen Methoden ersetzt wurden.

nen wie die Peaks im Ground-Truth-Profil, vermissen jedoch die korrekte Auspragung.
Der ALIR-Algorithmus ist jedoch auch hier in der Lage, den idealen Verlauf korrekt zu

approximieren.

Eine nahezu perfekte Approximation kann in Abbildung 5.6 fiir Aufnahmewinkel
6 = 100 betrachtet werden. Ein Unterschied zwischen dem Verlauf des Ground-Truth-
Profils und dem ALIR-Profil ist nicht erkennbar. Dies zeigt, dass die neu berechneten
Projektionsdaten die anatomischen Strukturen und die Abschwichungskoeffizienten

der Metallimplantate exakt repradsentieren.

5.1.2 Evaluierung unter Verwendung eines Hardwarephantoms

Um eine dhnliche Testsituation wie beim Softwarephantom zu schaffen, wurde ein
Hardwarephantom der Firma QRM? mit zwei beziehungsweise drei Metallstiben ver-
sehen. Das Nutzen eines Hardwarephantoms hat den Vorteil, dass zusitzlich zu der
Akquirierung von Aufnahmen in einer klinischen Umgebung ein Ground-Truth-Bild

Zwww.qrm.de
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Profil fiir & = 100
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Abbildung 5.6: Profil fir Aufnahmewinkel & = 100. Der gezeigte Abschnitt korrespon-
diert zur roten Linie in Abbildung 5.3 und zeigt Projektionen, die durch die verschie-
denen Methoden ersetzt wurden.

rekonstruiert werden kann. Dieses wird bestimmt, indem die Metallobjekte aus dem
Phantom vor der Aufnahme entfernt und durch nichtmetallische Objekte ersetzt wer-
den.

Die Akquirierung der Bilddaten wurde unter Verwendung eines Somatom Definiti-
on AS, Siemens AG, mit einer Ficherstrahlgeometrie und einem gebogenen Detektor
durchgefiihrt. Zur Ermittlung der Rohdaten wurden 120 kVp und 100 mAs verwendet.
Anschliefend wurden diese durch Rebinning zu Daten in einer Parallelstrahlgeometrie
umgewandelt (siehe hierzu Abschnitt 2.2.1). Das Phantom reprisentiert einen mensch-
lichen Torso mit Riickenwirbeln, Leber und Milz und ist in Abbildung 5.7 sowohl ohne
Metallstdbe, als auch mit zwei beziehungsweise drei Metallstdben dargestellt. Deut-
lich zu erkennen sind die Streifenartefakte, welche durch die Metallstabe hervorgeru-
fen werden. Wihrend Leber, Milz und Wirbelkdrper in der Rekonstruktion ohne Me-
tallstiick klar erkennbar sind, erschweren die entstandenen Artefakte die Differenzie-
rung stark. Insbesondere im Fall von drei Metallstében, sind die Organstrukturen kaum
wahrnehmbar.

In Abbildung 5.8 sind die Korrekturergebnisse fiir den Fall, dass zwei Metallstiicke
in das Phantom integriert sind, gezeigt. Die Rekonstruktionen fiir LI, NMAR, NMAR
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ohne Metall zwei Metallobjekte drei Metallobjekte

Abbildung 5.7: Das genutzte Hardwarephantom fiir die Evaluierung. Das Phantom kann
mit verschiedenen Metallstdben bestiickt werden. Hier dargestellt mit zwei und drei
Metallstdben. Fiir die Fensterung wurde WL = 0 HU, WW = 400 HU gewahlt.

mit LI, sowie fiir das unkorrigierte Originalbild wurden mit Hilfe der Likelihood-
Rekonstruktion und Positivitdtsforderung erstellt. Das Ergebnis fiir L1 zeigt eine deutli-
che Reduktion der Artefakte. Insbesondere der dunkle Streifen zwischen den Metallob-
jekten, welcher von der Strahlaufthirtung verursacht wird, konnte korrigiert werden.
Durch die lineare Interpolation sind jedoch neue deutlich erkennbare Artefakte hin-
zugekommen, welche den diagnostischen Wert eines medizinischen Bildes verringern
wiirden. NMAR ist nicht in der Lage, das stark ausgepragte Beamhardening-Artefakt
komplett zu korrigieren. Der Grund hierfiir ist die unexakte Segmentierung beim Er-
stellen des Hilfsbildes. Wird jedoch das Ergebnis der linearen Interpolation als Basis fiir
dieses verwendet (NMAR mit LI), so kann ein deutlich besseres Ergebnis erzielt werden.
Die Streifenartefakte kénnen auffallend reduziert werden. Einzig die neuentstandenen
Artefakte, welche vertikal entlang der Metallobjekte verlaufen, fallen negativ auf. ALIR
und ALIR mit LI sind in der Lage, ein dhnlich gutes Ergebnis zu erzeugen, wobei fest-
zustellen bleibt, dass vertikale Artefakte eine deutlich geringere Auspragung aufwei-
sen. Beim Rekonstruktionsergebnis von ALIR ist ein schwarzer Rand in der GréRe von
einem Pixel um die Metallobjekte zu erkennen. Dies ist vermutlich auf den Partial-
Volumen-Effekt bei der Neuberechnung von Projektionen zuriickzuftihren. Deutlich
reduziert ist dieser Effekt beim Ergebnis von ALIR mit LI. Der Grund hierfiir, zusam-
men mit moglichen Verbesserungen, wird genauer in Abschnitt 6.4 diskutiert.

Durch das Ground-Truth-Bild ohne Metallstébe ist es wie beim Softwarephantom mog-
lich, ein Differenzbild zu berechnen und so die Streifenartefakte genauer zu untersu-
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Original

Abbildung 5.8: Ergebnisse der Artefaktkorrektur durch die verschiedenen Methoden
fiir das Hardwarephantom mit zwei Metallstdben. Die rekonstruierten Bilder sind in
einer Fensterung mit WL = 0 HU, WW = 400 HU dargestellt.

chen. In Abbildung 5.9 sind die Differenzbilder der Korrekturergebnisse in einer Fens-
terbreite von 200 HU dargestellt. Da es sich bei den Aufnahmen des Phantoms mit und
ohne Metallstdben um zwei verschiedene Aufnahmen handelt und die Position des
Phantoms bei der Montage der Metallstdbe nicht absolut exakt beibehalten werden
konnte, ist ein leichter Offset in den Differenzbildern zu erkennen. Besonders deutlich
ist dies an den Kanten des Phantoms. Dessen ungeachtet bestétigen die Differenzbil-
der den visuellen Eindruck der Rekonstruktionsergebnisse aus Abbildung 5.8. Deut-
lich sind die AusmaRe der Streifenartefakte im LI-Bild zu erkennen, welche sich iiber
das gesamte Bild erstrecken. Das Ergebnis fiir NMAR mit LI zeigt nun noch besser die
Auspragung des vertikal verlaufenden Artefakts, welches lateral zum Metallobjekt ver-
lauft. Klarer lasst sich nun auch der Unterschied zur ALIR-Rekonstruktion feststellen,
welche nur wenig neue Artefakte im Bild hervorruft. Ein Unterschied zwischen ALIR
und ALIR mit LI ist auch im Differenzbild nicht zu konstatieren.

In Abbildung 5.10 sind die Rekonstruktionsergebnisse fiir das Hardwarephantom mit
drei Metallstdben gezeigt. Die rekonstruierten Bilder zeigen ein dhnliches Ergebnis wie
beim Phantom mit zwei Metallstdben. Auch hier war NMAR nicht in der Lage, die stark
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Original

Abbildung 5.9: Differenzbilder der Rekonstruktionsergebnisse aus Abbildung 5.8 zum
Ground Truth. Die Differenzen sind in einer Fensterung mit WL = 0 HU, WW = 200 HU
dargestellt.

ausgepragten Beamhardening-Artefakte zu korrigieren. NMAR mit LI zeigt hingegen
ein sehr gutes Korrekturergebnis, in welchem nur noch schwache vertikale Streifen
am rechten und linken Metallstab zu erkennen sind. ALIR und ALIR mit LI produzieren
dhnlich gute Ergebnisse, wobei die lokalen Artefakte in der Ndhe der Metallstdbe we-
niger stark ausgepragt sind. Im Kontrast dazu sind jedoch leichte Verbindungslinien
zwischen den Metallstdben und dem Riickenwirbel zu sehen. Ein Unterschied zwischen
ALIR und ALIR mit LI ist in der Rekonstruktion visuell nicht wahrnehmbar.

Die berechneten Differenzen in Abbildung 5.11 bestédtigen den beschriebenen Ein-
druck. Einzig die zuvor kaum erkennbaren Verbindungsartefakte zum Riickenwirbel
im Rekonstruktionsergebnis von NMAR mit LI sind nun deutlicher zu erkennen. Glei-
ches gilt fiir das Ergebnis von ALIR mit LI. Auch hier sind die Verbindungsartefakte
nun deutlich wahrzunehmen. Beim ALIR-Ergebnis ist dies nicht festzustellen, was da-
zu fithrt, dass in einer Qualitdtseinordnung ALIR vor ALIR mit LI zu setzen ist.

Wie aus den Rekonstruktionsergebnissen des Hardwarephantoms hervorgeht, ist eine
eindeutige Einordnung der Bilder mitunter schwierig. Beim Betrachten der Bilder ist
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Original NMAR

NMAR mit LI ALIR ALIR mit LI

Abbildung 5.10: Ergebnisse der Artefaktkorrektur durch die verschiedenen Methoden
fiir das Hardwarephantom mit drei Metallstdben. Die rekonstruierten Bilder sind in
einer Fensterung mit WL = 0 HU, WW = 400 HU dargestellt.

Original

LI

ALIR mit LI

Abbildung 5.11: Differenzbilder der Rekonstruktionsergebnisse aus Abbildung 5.10

zum Ground Truth. Die Differenzen sind in einer Fensterung mit WL = 0HU,
WW = 200 HU dargestellt.
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die gewdhlte Fensterung und die Fokussierung auf bestimmte Aspekte des Bildes ent-
scheidend. Eine objektive Evaluierung beim Softwarephantom ist durch die Berech-
nung des SSD-Males mit Hilfe des Ground Truths gegeben. Zwar liegt im Falle des
Hardwarephantoms auch ein Ground-Truth-Bild vor, jedoch ist die Berechnung eines
Glitemales durch ein sehr starkes Rauschlevel negativ beeinflusst. Eine bessere Alter-
native bietet eine objektive Beurteilung der Rekonstruktionsergebnisse durch ausge-
zeichnete Experten. Zu diesem Zwecke wurde ein Programm entworfen, welches es er-
moglicht, die verschiedenen Bilder anonymisiert und ohne mégliche Riickschliisse auf
die verwendete Rekonstruktionmethode darzustellen. Ein Bildschirmfoto des Evaluie-
rungsprogramms ist in Abbildung 5.12 gezeigt. Dem Benutzer werden sechs verschie-
dene randomisiert angeordnete Rekonstruktionsergebnisse prasentiert. Eines der Bil-
der entspricht dabei stets dem unkorrigierten Rekonstruktionsergebnis. Unter jedem
Bild befindet sich ein Benotungsfenster, welches dafiir genutzt wird, eine Eingabe zur
Evaluierung der Bildqualitit vorzunehmen. Um das unkorrigierte Rekonstruktionser-
gebnis zu kennzeichnen, ist das Benotungsfenster deaktiviert und mit der Note 0 fest-
gelegt. Der Benutzer wird nun aufgefordert den restlichen Bildern eine Note zwischen
-10 und 10 zu geben, wobei bis zu zwei Nachkommastellen méglich sind. Eine Benotung
mit 0 entspricht dabei der Wahrnehmung, dass es absolut keinen Unterschied zum un-
korrigierten Originalbild gibt. Die Note 10 signalisiert die Interpretation, dass alle Ar-
tefakte bereinigt wurden, wohingegen die Note -10 angibt, dass die Qualitit des Bildes
sehr viel schlechter geworden ist. Dadurch, dass es keine Kennzeichnung der benutz-
ten Rekonstruktionsmethode gibt und die Anordnung der Bilder zuféllig ist, entsteht
so eine objektive Einordnung der Bildqualitdt. Um eine detaillierte Auseinanderset-
zung mit bestimmten Aspekten im Bild zu erlauben, hat der Nutzer die Moglichkeit,
die Fensterung einzustellen, zu zoomen und das Bild zu verschieben. Die Anderungen
der Darstellung werden dabei stets auf alle Rekonstruktionsergebnisse gleichzeitig an-
gewandt.

Zur Evaluierung der Bilddaten wurden 10 Radiologinnen und Radiologen der Klinik
fiir Radiologie und Nuklearmedizin, Universittsklinikum Schleswig-Holstein, Campus
Liibeck, gebeten, eine Benotung beziiglich der Bildqualitdt mit dem Fokus auf die Re-
duktion von Artefakten durchzufiihren. Die erteilten Noten wurden anschlieRend an-
onymisiert abgespeichert und in Form eines Violinenplots aufbereitet [150]. Ein Vio-
linenplot visualisiert, dhnlich wie ein Boxplot, die wesentlichen Informationen einer
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Level: | 0| window: | 440| Setsof6 | accept | | zoom- | | zoom + | | resetview |

Abbildung 5.12: Bildschirmfoto des Evaluierungsprogramms. Der Benutzer hat die
Moglichkeit, die Fensterung anzupassen, zu zoomen und den Bildausschnitt zu ver-
schieben. Unterhalb eines jeden Bildes befindet sich ein Feld zur Benotung der Bild-
qualitat.

Hiufigkeitsverteilung, mit dem zusatzlichen Vorteil, dass die Dichteverteilung grafisch
dargestellt ist. In Abbildung 5.13 sind die Ergebnisse fiir das Hardwarephantom mit
zwei Metallobjekten gezeigt. Fiir jede Rekonstruktionsmethode ist eine “Violine” ab-
gebildet, wobei die bauchige Kurve jeweils die Dichteverteilung der Benotung visuali-
siert. Dargestellt durch einen hellgrauen Punkt ist der Median einer jeden Verteilung.
Der Bereich zwischen dem ersten und dritten Quantil ist durch einen dicken dunkel-
grauen Balken symbolisiert. Am oberen Rand des Graphen ist jeweils der Mittelwert
der Bewertung gegeben.

Flir das Hardwarephantom mit zwei Metallstdben hat die Auswertung durch die Ex-
perten ergeben, dass NMAR die schlechteste Reduktion der Artefakte erzielen konnte
(Durchschnittsnote 2,7). Dieses Ergebnis ist auf das kaum reduzierte Beamhardening-
Artefakt zuriickzufiihren. Die Korrektur durch LI erzielt eine leicht verbesserte Beno-
tung mit einem Durchschnitt von 3,7. Das Rekonstruktionsergebnis von NMAR mit LI
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Abbildung 5.13: Violinenplot fiir die Evalierungsergebnisse des Hardwarephantoms
mit zwei Metallobjekten. Ein hellgrauer Punkt visualisiert den Median. Ein dicker dun-
kelgrauer Balken symbolisiert den Abschnitt zwischen dem ersten und dritten Quantil.
Die bauchige Kurve zeigt die Dichteverteilung der Benotung. Weiter ist fiir jede Metho-
de am oberen Ende der Mittelwert gegeben.

wird als eine deutliche Verbesserung der Bildqualitat bewertet und erhilt einer Durch-
schnittsnote von 6,0. Nur ALIR und ALIR mit LI erhalten noch bessere Durchschnitts-
noten mit 7,2 und 7,0. Dies ist mit der sehr geringen Ausprigung der neuentstandenen
Streifenartefakte entlang der Metallstdbe zu begriinden.

Die Auswertung der Bildqualitét fiir das Hardwarephantom mit drei Metallstdben zeigt
ein dhnliches Ergebnis. Das kaum reduzierte Beamhardening-Artefakt in der NMAR-
Rekonstruktion hat auf die Bewertung der Radiologinnen und Radiologen einen ne-
gativen Effekt und erhélt den niedrigsten Notendurchschnitt mit 1,8. Festzustellen ist
hierbei, dass die Verteilung eine eindeutige und {ibereinstimmende Meinung der Ex-
perten zeigt. Das LI-Ergebnis erhilt eine Durchschnittsnote von 3,4 und deutet damit
auf eine gute Reduzierung der Artefakte hin. NMAR mit LI erzielt mit einer Benotung
von 6,2 ein sehr gutes Ergebnis. Ubertroffen wird dies durch den Durchschnittswert
von 6,7 fiir ALIR, wobei jedoch festzustellen ist, dass die Verteilung ein deutlich gro-
Reres Spektrum abdeckt als NMAR mit LI. ALIR mit LI erhilt von den Experten eine
Durchschnittsbenotung von 5,2, welche ebenfalls auf eine hervorragende Reduzierung
der Artefakte hinweist.
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Abbildung 5.14: Violinenplot fiir die Evalierungsergebnisse des Hardwarephantoms
mit drei Metallobjekten. Ein hellgrauer Punkt visualisiert den Median. Ein dicker dun-
kelgrauer Balken symbolisiert den Abschnitt zwischen dem ersten und dritten Quantil.
Die bauchige Kurve zeigt die Dichteverteilung der Benotung. Weiter ist fiir jede Metho-
de am oberen Ende der Mittelwert gegeben.

5.1.3 Evaluierung mit Hilfe von klinischen Anwendungsfillen

Im Folgenden sollen nun praxisrelevante klinische Anwendungsfille untersucht wer-
den. Das zuvor betrachtete Hardwarephantom ist zwar fiir eine detaillierte Evaluie-
rung sehr nutzbringend, weist durch die simple physikalische Form jedoch Schwichen
beziiglich der Praxisndhe auf. Dies ist insbesondere fiir die elaborierten Methoden
NMAR und ALIR relevant, da die einfache Struktur des Phantoms der Berechnung des
Hilfsbildes bzw. der Berechnung von neuen Projektionsdaten zugutekommt. Klinische
Bilddaten stellen mit ihren anatomischen Strukturen und Details neue Herausforde-
rungen an die Korrekturalgorithmen dar. Die Evaluierung der rekonstruierten Bilder

wird auch hier mit der Unterstiitzung von Experten vorgenommen.

Bei den Patientendaten handelt es sich um Kérperspender des Instituts fiir Anato-
mie, Universitdt zu Liibeck. Kérperspender vermachen ihren Leichnam einem anato-
mischen Institut und ermdglichen damit die wissenschaftliche Ausbildung von Medi-
zinstudierenden im Praparierkurs sowie der medizinischen Forschung die Durchfiih-
rung von anderenfalls nicht durchfithrbaren Studien. Die Durchfithrung von compu-
tertomgraphischen Aufnahmen und die Verwendung der entstehenden Bilddaten bzw.
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Rohdaten erfolgt hier unter dem Gesetz iiber das Leichen-, Bestattungs- und Friedhofs-
wesen (Bestattungsgesetz) des Landes Schleswig-Holstein vom 04.02.2005, Abschnitt II,
9 (Leichendffnung, anatomisch).

Alle hier vorgestellten Daten wurden mit Hilfe eines Somatom Definition AS, Siemens
AG, mit einer Ficherstrahlgeometrie und einem gebogenen Detektor akquiriert. Nach
Ermittelung der Rohdaten wurden diese durch Rebinning zu Daten in einer Parallel-
strahlgeometrie umgewandelt (siehe hierzu Abschnitte 2.2.1). Da genaue Geometrie-
beschreibungen der Metallimplantate, welche sich im jeweiligen Patienten befinden,
nicht vorlagen, wurde die Methode aus Abschnitt 4.1.2 gewihlt, welche auf einer in-
itialen Rekonstruktion des Bildes beruht. Fiir den Vektor b € RN wurde im Bereich
des Metallimplantates der beliebige Wert 1300 HU gewahlt.

In Abbildung 5.15 sind die Rekonstruktionsergebnisse eines Patienten mit einem Knie-
implantat gezeigt. In der ausgewdhlten Schicht befindet sich das Implantat im rech-
ten Oberschenkelknochen (Os femoris). Die Aufnahme wurde mit 80 kVp und 100 mAs
durchgefiihrt und zeigt in der unkorrigierten Rekonstruktion stark ausgeprégte Strei-
fenartefakte, die hauptsachlich das rechte Bein tiberlagern, aber auch noch deutliche
Prédsenz im linken Bein aufweist. Der diagnostische Wert des Bildes ist dadurch deutlich
beeintrachtigt. Eine Korrektur durch LI fithrt zu einer auffilligen Reduktion der Arte-
fakte. Anatomische Details im rechten Bein kénnen nun klar wahrgenommen werden.
Bestehen bleibt jedoch ein dunkler Schatten, welcher das Metallimplantat mit dem lin-
ken Femur verbindet. NMAR ist nicht in der Lage, die starken Artefakte in der Ndhe des
Metallstiickes zu reduzieren. Ursache dafiir ist eine Fehlsegmentierung bei der Gene-
rierung des Hilfsbildes. NMAR mit LI produziert ein Ergebnis, welches der LI-Reduktion
sehr dhnlich sieht. Auch hier konnten die Streifen, welche zum linken Femur hinausra-
gen, nicht reduziert werden. Einzig ALIR und ALIR mit LI sind in der Lage, auch dieses
Artefakt zu korrigieren. Bei der Rekonstruktion mit Hilfe von ALIR bleibt einzig ein zir-
kulédrer Fehler von der GroRe eines Pixels um das Metallimplantat bestehen. Fiir ALIR
mit LI sind in der gezeigten Fensterung kaum bis keine Artefakte wahrnehmbar.

Die Evaluierung durch die Radiologinnen und Radiologen, welche in Abbildung 5.16
zusammengefasst ist, bestétigt diese Interpretation. NMAR erhilt die deutlich kleins-
te Durchschnittsbenotung mit 2,1. LT und NMAR mit LI bekommen eine sehr dhnlich
Bewertung mit 3,9 und 3,6 zugeteilt. Deutlich absetzen konnen sich hingegen ALIR und
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Original NMAR

NMAR mit LI ALIR

Abbildung 5.15: Ergebnisse der Artefaktkorrektur durch die verschiedenen Methoden
fiir die Aufnahmen eines Patienten mit einem kiinstlichen Kniegelenk. Die rekonstru-
ierten Bilder sind in einer Fensterung mit WL = 0 HU, WW = 400 HU dargestellt.

ALIR mit LI mit den Durchschnittsnoten 6,8 und 7,0. Diese Benotung der Experten deu-
tet auf eine hervorragende Reduktion der Artefakte hin.

Abbildung 5.17 zeigt die Rekonstruktionsergebnisse fiir einen Patienten mit einem
kiinstlichen Hiiftimplantat im linken Femur in einer Fensterung mit WL = 50HU,
WW = 500 HU. Die Rohdaten wurden unter Verwendung von 120 kVp und 250 mAs
aufgenommen. Die unkorrigierte Rekonstruktion zeigt leicht ausgeprigte Streifenar-
tefakte, welche das gesamte Bild iiberlagern. Eine Korrektur mit LI fithrt zu einer Re-
duktion von schmalen Streifen, verursacht jedoch deutlich erkennbare neue Artefakte
im Bild. Auffallend hierbei ist das erneute Verbindungsartefakt zum rechten Femur.
Sowohl NMAR als auch NMAR mit LI sind in der Lage, die feinen Streifenartefakte zu
korrigieren und den dunklen Schimmer um das Metallobjekt zu beseitigen. Lokal um
das Metallobjekt ist NMAR mit LI in der Lage, mehr Artefakte zu korrigieren als NMAR.
Das ALIR-Rekonstruktionsergebnis fiihrt zur einer deutlichen Verschlechterung der
Bildqualitét in der Ndhe des Metallobjektes. Neuentstandene Artefakte zeigen sich in
breiten, hellen und dunklen Streifen. Begriindet werden kann dies durch die Nichtbe-
rlicksichtigung der Projektion M .,; und der Form des Metallobjektes. Eine initiale
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Abbildung 5.16: Violinenplot der Evalierungsergebnisse fiir die Aufnahme eines Pati-
enten mit einem kiinstlichen Kniegelenk. Ein hellgrauer Punkt visualisiert den Median.
Ein dicker dunkelgrauer Balken symbolisiert den Abschnitt zwischen dem ersten und
dritten Quantil. Die bauchige Kurve zeigt die Dichteverteilung der Benotung. Weiter
ist fiir jede Methode am oberen Ende der Mittelwert gegeben.

Berechnung von kiinstlichen Projektionen durch lineare Interpolation bei ALIR mit LI
resultiert in einem deutlich besseren Ergebnis. Insbesondere wurden hier, neben den
feinen Streifenartefakten, auch Artefakte am rechten Femur korrigiert. Dies ist den
Vergleichsmethoden nicht gelungen.

In Abbildung 5.18 sind die Evaluierungsergebnisse der Radiologinnen und Radiologen
graphisch zusammengefasst. Diese bestdtigen den zuvor beschriebenen Eindruck. Die
stark ausgepragten Artefakte, welche von ALIR verursacht wurden, fithren zu einer
negativen Bewertung der Bildqualitdt mit einer Durchschnittsnote von -2,4. Auch das
Ergebnis von LI erhilt eine leicht negative Bewertung mit -0,4, wenngleich in diesem
Fall die von den Experten wahrgenommene Bildqualitét im Vergleich zur unkorrigier-
ten Rekonstruktion als nahezu gleichbleibend zu interpretieren ist. NMAR und NMAR
mit LI erhalten eine fast iibereinstimmende Bewertung mit 2,4 und 2,7. ALIR mit LI er-
hilt mit 4,5 eine anndhernd doppelt so gute Bewertung und erzielt damit in den Augen
der Experten deutlich die beste Artefaktkorrektur.

In Abbildung 5.19 sind die Rekonstruktionsergebnisse fiir einen Patienten mit einer
zweiseitigen Totalendoprothese der Hiifte gezeigt. Die Rohdaten wurden mit 120kVp
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Original NMAR

NMAR mit LI ALIR

Abbildung 5.17: Ergebnisse der Artefaktkorrektur durch die verschiedenen Methoden
fiir die Aufnahmen eines Patienten mit einem kiinstlichen Hiiftimplantat. Die rekon-
struierten Bilder sind in einer Fensterung mit WL = 50 HU, WW = 500 HU dargestellt.
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Abbildung 5.18: Violinenplot der Evalierungsergebnisse fiir die Aufnahme eines Pati-
enten mit einem kiinstlichen Huiftgelenk. Ein hellgrauer Punkt visualisiert den Median.
Ein dicker dunkelgrauer Balken symbolisiert den Abschnitt zwischen dem ersten und
dritten Quantil. Die bauchige Kurve zeigt die Dichteverteilung der Benotung. Weiter
ist fiir jede Methode am oberen Ende der Mittelwert gegeben.

166



5.1. METALLARTEFAKTKORREKTUR

und 200 mAs akquiriert. Auch hier ist ALIR, begriindet durch die initiale Vernachlas-
sigung der Metallprojektion, nicht in der Lage, die Artefakte hinreichend gut zu re-
duzieren. Zwar konnte das stark ausgepragte Beamhardening-Artefakt, welches in der
Original-Rekonstruktion die beiden Metallimplantate verbindet, reduziert werden, je-
doch erzeugt das Verfahren dunkle und helle Schattenartefakte in der Ndhe der Me-
tallimplantate. Auch LI konnte das dunkle Beamhardening-Artefakt korrigieren, er-
zeugt in diesem Zusammenhang jedoch auch neue Artefakte im Bild. NMAR zeigt ein
dhnliches Ergebnis, wobei neue Artefakte zumeist lokal in der Ndhe der Implantate
entstehen und nicht iiber das gesamte Bild verteilt sind. Diese lokalen Artefakte konn-
ten durch NMAR mit LI mit Hilfe der initialen linearen Interpolation weiter reduziert
werden. Horizontale Streifen ober- und unterhalb der Implantate bleiben in beiden
Verfahren bestehen. Diese konnte mit ALIR mit LI sichtlich korrigiert werden, sodass
nur noch wenige Artefakte in der Ndhe der Metallobjekte bestehen bleiben.

Original NMAR

NMAR mit LI ALIR ALIR mit LI

Abbildung 5.19: Ergebnisse der Artefaktkorrektur durch die verschiedenen Methoden
fiir die Aufnahmen eines Patienten mit zwei kiinstlichen Hiiftimplantaten. Die rekon-
struierten Bilder sind in einer Fensterung mit WL = 50 HU, WW = 500 HU dargestellt.

Die Radiologinnen und Radiologen bewerten die Qualitit der Artefaktkorrektur von LI
mit einer Durchschnittsnote von 1,8, was eine leichte Verbesserung im Vergleich zum
Originalbild darstellt (sieche Abbildung 5.20). NMAR und NMAR mit LI erhalten 3,2 bzw.
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3,7. Dies signalisiert bereits eine sehr solide Korrektur der Artefakte. ALIR mit LI erhalt
mit einer Durchschnittsnote von 5,4 die mit Abstand beste Beurteilung beziiglich der
Artefaktkorrektur.
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Abbildung 5.20: Violinenplot der Evalierungsergebnisse fiir die Aufnahme eines Pati-
enten mit zwei kiinstlichen Hiiftgelenken. Ein hellgrauer Punkt visualisiert den Medi-
an. Ein dicker dunkelgrauer Balken symbolisiert den Abschnitt zwischen dem ersten
und dritten Quantil. Die bauchige Kurve zeigt die Dichteverteilung der Benotung. Wei-
ter ist fiir jede Methode am oberen Ende der Mittelwert gegeben.

Patienten mit Amalgamfiillungen in den Zdhnen sind eine besondere Herausforderung
fiir Korrekturalgorithmen. Durch die stark abschwichenden Zghne, den vielen Kno-
chenstrukturen und der Menge an anatomischen Details im Kopfbereich wird die Neu-
berechnung von sinnvollen Projektionsdaten erschwert und somit die Korrekturfihig-
keit beeintrachtigt. So ist beispielsweise die ohnehin sehr approximative Abschitzung
durch die lineare Interpolation hier zumeist nicht in der Lage, Artefakte hinreichend
gut zu korrigieren. In Abbildung 5.21 sind die Rekonstruktionsergebnisse eines Patien-
ten mit einer Amalgamfiillung gezeigt. Die Rohdaten wurden unter Verwendung von
120kVp und 150 mAs gewonnen. Das unkorrigierte Bild weist dunkle Schatten- bzw.
Beamhardening-Artefakte zusammen mit einem hellen Schein in der Ndhe der Fiillung
auf. Zusitzlich gibt es eine Vielzahl an Streifenartefakten, welche in der Regel Verbin-
dungsgraden zu stark abschwichenden Materialien darstellen. Das Rekonstruktions-
ergebnis, welches durch LI erzeugt wurde, ist nicht in der Lage, die vorhandenen Arte-
fakte zu reduzieren. Vielmehr zeigt die Rekonstruktion zahlreiche neue Artefakte und
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eine Verstdrkung der bereits vorhandenen Streifen. Auch lokal um die Zahnftillung ist
ein neues dunkles Artefakt entstanden. NMAR und NMAR mit LI zeigen ein dhnliches
Resultat, wobei die Streifenartefakte im hinteren Kopfbereich bei NMAR im Vergleich
zu NMAR mit LI etwas reduzierter sind. Artefakte in der Nahe der Fiillung zeigen sich
zwar in einer anderen Form, die Auspriagung dieser bleibt allerdings vergleichbar. Ein-
zig ALIR und ALIR mit L1 sind in der Lage, die Artefakte nicht zu intensivieren. Vielmehr
noch kann eine Reduktion von lokalen Artefakten wahrgenommen werden. Insbeson-
dere ist festzustellen, dass ALIR als das einzige der untersuchten Verfahren imstan-
de ist, den dunklen Schein um die Fiillung zu korrigieren. Die Verwendung von einer
initialen linearen Interpolation bei ALIR mit LI hat, anders als bei den zuvor unter-
suchten Anwendungsfillen, einen negativen Einfluss auf die Korrektur. Der erwihnte
dunkle Schein konnte hier nicht korrigiert werden. Beide Methoden verstérken die im
Originalbild vorhandenen Artefakte nicht und verursachen keine neuen Streifen im

Bild.

Original NMAR

ALIR ALIR mit LI

Abbildung 5.21: Ergebnisse der Artefaktkorrektur durch die verschiedenen Methoden
fiir die Aufnahmen eines Patienten mit einer Amalgamfiillung. Die rekonstruierten Bil-
der sind in einer Fensterung mit WL = 200 HU, WW = 800 HU dargestellt.

Die schlechten Korrekturergebnisse der Vergleichsmethoden spiegeln sich auch in der
Bewertung der Radiologinnen und Radiologen wider. Wie der Abbildung 5.22 zu ent-
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nehmen ist, bekommen sowohl LI, NMAR als auch NMAR mit LI deutlich negative Durch-
schnittsbewertungen mit -4,5, -4,9 und -5,6. ALIR und ALIR mit LI bekommen als ein-

zige der untersuchten Verfahren eine positive Bewertung, was eine Korrektur der Ar-

tefakte andeutet. Hierbei bleibt jedoch festzustellen, dass ALIR mit LI mit einer Durch-

schnittsnote von 0,7 vielmehr auf einen Erhalt der Bildqualitdt im Vergleich zum Origi-

nalbild hindeutet. Die Korrektur des dunklen Scheines im Bereich des Kiefers im durch

ALIR rekonstruierten Bild wird von den Radiologinnen und Radiologen als sehr positiv

gewertet, sodass eine Durchschnittsnote von 2,1 erzielt werden konnte.

Patient mit Amalgamfiillungen
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Abbildung 5.22: Violinenplot der Evalierungsergebnisse fiir die Aufnahme eines Pati-
enten mit einer Amalgamfiillung. Ein hellgrauer Punkt visualisiert den Median. Ein
dicker dunkelgrauer Balken symbolisiert den Abschnitt zwischen dem ersten und drit-
ten Quantil. Die bauchige Kurve zeigt die Dichteverteilung der Benotung. Weiter ist fiir
jede Methode am oberen Ende der Mittelwert gegeben.

Um die Bedeutung der Metallartefaktkorrektur im klinischen Alltag herauszustellen,
wird abschliefend in diesem Abschnitt ein vollstdndiges CT-Volumen betrachtet. Ab-
bildung 5.23 zeigt die unkorrigierten Schnittbilder eines Patienten mit einer Totalen-
doprothese im linken Femur. Das Volumen erstreckt sich {iber das kleine Becken (Pelvis
minor) bis hin zum Femurschaft (Corpus femoris). Das Metallimplantat im linken Fe-
mur verursacht stark ausgeprigte Beamhardening-Artefakte, welche tiber das gesamte
Volumen ausstrahlen. Insbesondere der Bereich des Schambeines (Symphysis pubica)
und der Hiiftgelenkspfanne (Acetabulum) ist hiervon betroffen. Zusitzlich ist das Vo-
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lumen von hellen und dunklen Streifenartefakten tiberlagert. Der diagnostische Wert
ist durch die entstandenen Metallartefakte entscheidend beeintrichtigt.

Datensédtze wie der hier dargestellte werden im Alltag der Strahlentherapie in der Re-
gel dafiir genutzt, Therapiepldne zur Behandlung von Neoplasien zu erstellen. Geplan-
te Dosisverteilungen basieren dabei auf den individuellen, durch die Anatomie beding-
ten Abschwichungskoeffizienten der Bilddaten. Hierbei werden die Schwachungswer-
te in speziellen Programmen (z.B. Eclipse™ von Varian Medical Systems) in Elektro-
nendichten konvertiert, welche wiederum die Grundlage der physikalischen Bestrah-
lungsplanung bilden. Bei der Generierung von Therapiepldnen ist es dementsprechend
bedeutend, dass rekonstruierte Bilddaten korrekte HU-Werte aufweisen und nicht von
Artefakten tiberlagert sind.

Laut einer laufenden Erfassung der Todesursachenstatistik des statistischen Bundes-
amts? liegt der Anteil an Todesfdllen durch bésartige Neubildungen der Prostata bei
Minnern bei 3,1 %. Bei der potenziellen Erstellung eines Therapieplanes zur Bestrah-
lung der Prostata fiir das in Abbildung 5.23 gezeigte Volumen wiirden sich jedoch
gleich zwei schwerwiegende Probleme ergeben. Einerseits ist das Erkennen und Seg-
mentieren der Prostata durch die vorhandenen Artefakte stark erschwert und an-
derseits fithren die fehlerhaft abgebildeten Schwichungswerte zu einem unprizisen
Therapieplan, welcher wiederum iiber den Therapieerfolg des Patienten entscheiden

kann.

In Abbildung 5.24 ist der Bilddatensatz gezeigt, welcher durch ALIR rekonstruiert ist.
Die Streifen- und Beamhardening-Artefakte sind merklich reduziert und es sind deut-
lich mehr Details der vorhandenen Anatomie erkennbar. So ist die Prostata, welche
zuvor von Artefakten iiberlagert wurde, nun sichtbar.? Noch deutlicher wird dies im
Vergleich der Frontalschnitte in Abbildung 5.25. Wahrend im unkorrigierten Volumen
eine starke Auspragung der Artefakte dafiir sorgt, dass anatomische Details in der Na-
he des Implantates nicht wahrnehmbar sind, kann im korrigierten Volumen auch im
Bereich des Zentrums des Beckens zwischen verschiedenen Strukturen differenziert

3Die 10 hiufigsten Todesursachen bei Médnnern. Sterbefille ménnlich nach der ICD-10 im Jahr 2015,
Statistisches Bundesamt (Destatis), 2017. In www.destatis.de (Thematische Recherche: Zahlen & Fakten
- Gesellschaft & Staat - Gesundheit - Todesursachen - Dokumentart: Tabelle). Abrufdatum: 19.10.2017

“Die Prostata entspricht der Ei-férmigen Struktur, welche zentral im Beckenzentrum in der zweiten
Reihe von oben zu sehen ist.
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Abbildung 5.23: Unkorrigierte Originalrekonstruktion eines Bildvolumens. Die dar-
gestellten Bilddaten zeigen einen Patienten mit einer Totalendoprothese im linken
Femur bzw. Acetabulum. Die rekonstruierten Bilder sind in einer Fensterung mit
WL = 200 HU, WW = 1000 HU dargestellt.
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werden. Speziell die Prostata kann hier problemlos heraussegmentiert werden. Auch
die umliegende Anatomie weist anndhernd korrekte HU-Werte auf, was der Berech-
nung eines Therapieplanes zugute kommt.

Anschaulich dargestellt in Form eines dreidimensionalen Renderings sind die beiden
Volumina in Abbildung 5.26. Das in Lila visualisierte Metallimplantat befindet sich im
linken Femur bzw. im linken Acetabulum und verursacht im unkorrigierten Volumen
Artefakte, welche iiber das gesamte Volumen ausstrahlen. Organstrukturen kénnen
dadurch in der hier gezeigten Transversalebene nicht wahrgenommen werden. Im
durch ALIR rekonstruierten Volumen kann dahingegen der Bereich des kleinen Be-
ckens gut ausgewertet werden. Im Speziellen kann auch hier die Prostata als blasenar-
tige Struktur im Transversalschnitt erkannt werden.

5.2 Rekonstruktion korrekter Abschwichungskoeffi-

zienten

Im vorhergehenden Abschnitt wurde untersucht, in welchem Male der entwickelte
ALIR-Algorithmus in der Lage ist, entstandene Metallartefakte zu reduzieren. Insbe-
sondere in einer klinischen Situation ist dabei die visuelle und qualitative Evaluierung
durch ausgezeichnete Experten ausschlaggebend fiir die Beurteilung der Korrekturfa-
higkeit des Verfahrens. Im Mittelpunkt der Einschitzung steht hierbei vorrangig die
korrekte Rekonstruktion von anatomischen Details. Ergidnzend dazu soll im Folgenden
nun eine qualitative Auswertung vorgenommen werden. In dieser wird untersucht,
wie exakt der Algorithmus verfélschte Abschwichungswerte wiederherstellen kann.
Hierzu wird ein klinisches Kalibrierungsphantom (Gammex Electron Density CT Phan-
tom Model 465) der Firma Radiation Measurements Inc., Middelton, USA, verwendet,
welches auf der linken Seite in Abbildung 5.27 dargestellt ist. Auf der rechten Seite ist
zudem eine mit Labeln versehene CT-Aufnahme des Phantoms beigefiigt. Das Phan-
tom besteht aus einer Vielzahl an verschiedenen Einsétzen, welche gewebeédquivalen-
te Abschwichungswerte und eine bekannte Elektronendichte relativ zu Wasser, ge-
kennzeichnet durch p!V, besitzen. Die Einsitze bilden dabei ein weites Spektrum von
oV = 0.292 fiir Lungengewebe 300 bis p!’ = 1.707 fiir kortikalen Knochen ab. Der
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Abbildung 5.24: Ein mit Hilfe von ALIR rekonstruiertes Bildvolumen. Die dargestellten
Bilddaten zeigen einen Patienten mit einer Totalendoprothese im linken Femur bzw.
Acetabulum. Die rekonstruierten Bilder sind in einer Fensterung mit WL = 200 HU,
WW = 1000 HU dargestellt.
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Original

$ A

Prostata D ¢ . &

ALIR

Abbildung 5.25: Frontal- und Sagittalschnitt des unkorrigierten Volumens und des Re-
konstruktionsergebnisses, welches mit ALIR erzeugt wurde. Die durch die Totalendo-
prothese verursachten Artefakte iiberlagern die Organstrukturen im Zentrum des Be-
ckens. Eine Artefaktkorrektur durch ALIR erméglicht unter anderem die Differenzie-
rung der Prostata in der Frontalschnittebene.
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Ohne Korrektur

ALIR

Abbildung 5.26: Dreidimensionales Rendering des unkorigierten und des durch ALIR
rekonstruierten Volumens. In Lila dargestellt ist die Totalendoprothese im linken Fe-
mur bzw. Acetabulum. Im unkorrigierten Volumen verhindern die verursachten Ar-
tefakte eine klare Differenzierung der umliegenden Anatomie. Das durch ALIR re-
konstruierte Volumen bringt hingegen zuvor tiiberlagerte Organstrukturen zum Vor-
schein.

176



5.2. REKONSTRUKTION KORREKTER ABSCHWACHUNGSKOEFFIZIENTEN

Grundkorper des Phantoms hat einen gewebedquivalenten Abschwichungswert von
Wasser und besitzt 20 Bohrungen mit einem Durchmesser von 30 mm. Die Bohrungen

konnen verwendet werden, um die Einsétze an verschiedene Positionen zu platzieren.

Abbildung 5.27: Foto des verwendeten Phantoms mit Metalleinsidtzen. Auf der rechten
Seite ist eine CT-Aufnahme des Phantoms gezeigt, welches mit Labeln fiir die verschie-
denen gewebedquivalenten Einsitzen versehen ist. Hierbei betitelt (1) kortikaler Kno-
chen, (2) Gehirngewebe, (3) Brustgewebe, (4) Lungengewebe 450, (5) Lungengewebe
300, (6) CaCOs, (7) Fettgewebe, (8) trabekuldrer Knochen, (9) Knochenmineral und (10)
Lebergewebe. Weiter beschreibt (R1) und (R2) die Position der Metallstdbe und (AI) die
untersuchte Position.

Abbildung 5.27 zeigt neben den verschiedenen gewebedquivalenten Einsdtzen zwei
gekennzeichnete Positionen R1 und R2. Diese wurden genutzt, um zwei Metallstébe
zu platzieren, die dafiir sorgen, eine dhnliche Situation herzustellen, wie sie bei ei-
ner zweiseitigen Totalendoprothese vorliegt.” Da fiir die Position zwischen R1 und
R2, gekennzeichnet durch Al die stirkste Ausprigung der Metallartefakte zu erwar-
ten ist, wurde diese Position genutzt, um die Wiederherstellungsfahigkeit des ALIR-
ALgorihtmus zu untersuchen. Nacheinander wurden 10 verschiedene gewebedquiva-
lente Einsédtze an die Position Al gesetzt, um anschlieRend die rekonstruierten HU-
Werte von verschiedenen Rekonstruktionsalgorithmen in diesem Bereich zu analysie-
ren. Fiir die Evaluierung wurden stets zwei Aufnahmen pro gewebeédquivalentem Ein-

>Um Artefakte zu vermeiden, sind in der gezeigten Abbildung die Metallstibe durch wasser-
dquivalente Einsitze ersetzt worden.
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satz akquiriert. Diese bestehen jeweils aus einer Aufnahme mit Stahlstidben an den Po-
sitionen R1 und R2 und einer mit wasser-dquivalenten Einsitzen. Die Aufnahmen wur-
den mit Hilfe eines 40-Slice Biograph mCT, Siemens AG, Erlangen, Deutschland durch-
gefiihrt, wobei das scheibenférmige Phantom mit Hilfe eines Styrodur®-Sockels im
Isozentrum des Scanners platziert wurde. Der Sockel hilft, neben der korrekten Posi-
tionierung, Bewegungen beim Austausch der Einsdtze zu minimieren. Die akquirier-
ten Daten wurden mit 120 kV aufgenommen, besitzen eine GroRe des Messfeldes von
500 mm und haben eine Schichtdicke von 3 mm. Fiir die Evaluierung wurde eine FBP-
Rekonstruktion der Datensédtze mit und ohne Metallstdbe erstellt. Dabei wurde letz-
tere als Referenzbild verwendet. Neben der Rekonstruktion mit ALIR wurde zum Ver-
gleich zusitzlich eine Korrektur durch LI durchgefiihrt. Fiir die Rekonstruktion mit
ALIR wurde das Schwellwertverfahren verwendet, welches eingangs in Abschnitt 4.1.2
und Gleichung (4.2) beschrieben ist. Nach der Segmentierung der Metallobjekte wurde
die Region als Vorwissen festgelegt und ein Abschwichungswert von Wasser gefordert.
Nach abgeschlossener Rekonstruktion wurden die zuvor segmentierten HU-Werte fiir
Metall wieder eingesetzt.

Referenz Artefakte

Abbildung 5.28: Rekonstruktionen und Korrekturergebnisse fiir den Einsatz mit dem
gewebedquivalenten Abschwichungswert fiir kortikalen Knochen an Position Al Die
rekonstruierten Bilder sind in einer Fensterung mit WL = 0 HU, WW = 2000 HU dar-
gestellt. Das rote Quadrat zeigt den Bereich, welcher fiir die Evaluierung genutzt wur-

de.

In Abbildung 5.28 und 5.29 sind beispielhaft die Rekonstruktionsergebnisse fiir die
Einsdtze gezeigt, welche eine gewebedquivalenten Abschwéchungswert von kortikalen
Knochen und Fettgewebe besitzen. In beiden Beispielen ist deutlich zu erkennen, dass
in der artefaktbehafteten Rekonstruktion die Ausprigung der Artefakte an der Positi-
on Al am stdrksten ist. Demzufolge ist hier die gréRte Abweichung der rekonstruierten
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Referenz Artefakte

Abbildung 5.29: Rekonstruktionen und Korrekturergebnisse fiir den Einsatz mit dem
gewebedquivalenten Abschwichungswert fiir Fettgewebe an Position Al Die rekon-
struierten Bilder sind in einer Fensterung mit WL = 0 HU, WW = 2000 HU dargestellt.

HU-Werte zu erwarten. Neben dem deutlich sichtbaren Beamhardening-Artefakt sind
eine hohe Anzahl an Streifenartefakten tiber dem gesamten Bild verteilt. Die Korrektur
durch LI erzielt ein Ergebnis, welches weniger Streifenartefakte aufweist, jedoch eine
Reihe von neuen Verbindungsartefakten zu verschiedenen Einsétzen zeigt. In Abbil-
dung 5.28 bleiben noch klar zu erkennende Schattenartefakte in der Ndhe der Position
Al zuriick. Anders verhilt sich dies in Abbildung 5.29; hier konnte dieser Bereich gut
rekonstruiert werden. Auffallend negativ sind hier jedoch die zuriickbleibenden Ver-
bindungsartefakte an Postion 1 (vergleiche Abbildung 5.27). Die durch ALIR rekonstru-
ierten Bilder weisen untereinander eine anndhernd gleiche Bildqualitit beziiglich der
Korrektur auf. Streifen- und Beamhardening-Artefakte konnten zu einem sehr groen
Mal unterdriickt werden. Einzig schwach ausgepragte Verbindungsartefakte zwischen
den Metallstdben sowie Schattenartefakte in deren Nihe bleiben zuriick. Der Einsatz
an Position Al ist in beiden Ergebnissen, sowohl in Form als auch Intensitat, sehr gut

erkennbar.

In Abbildung 5.28 ist im ALIR-Ergebnis durch ein rotes Quadrat der Bereich gezeigt,
welcher zur Evaluierung der rekonstruierten HU-Werte dient. Der Bereich umfasst
16 Pixel x 16 Pixel, was einer Grof3e von 16,38 mm x 16,38 mm entspricht. Nachdem
in allen vorhandenen Datensitzen dieser Bereich festgelegt wurde, konnte jeweils der
Mittelwert und die Standardabweichung berechnet werden. In Tabelle 5.2 sind die Mit-
telwerte fiir alle Datensdtze gegeben. Die Standardabweichung der verschiedenen Re-
konstruktionsergebnisse ist in Tabelle 5.3 zusammengetragen. Ergidnzend dazu ist in
Abbildung 5.30 eine graphische Zusammenfassung der Ergebnisse gezeigt. Wie aus den
sehr stark ausgepragten Artefakten in den Beispielrekonstruktionen bereits abzuleiten
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Gewebeklasse oW tpef / HU  Mperas / HU iy / HU  parr / HU
Lungengewebe 300 0,292 -700,6 -1148,0 -554,8 -578,1
Lungengewebe 450 0,450 -507,1 -1011,0 -426,1 -428,2
Fettgewebe 0,895 -107,7 -645,2 -41,8 -36,6
Brustgewebe 0,980 -46,2 -604,4 -16,0 21,1
Wasser 1,000 45 -548,6 -28,9 62,6
Gehirngewebe 1,039 16,2 -611,1 93,3 73,0
Lebergewebe 1,050 89,5 -487,1 421 135,8
Knochenmineral 1,070 240,7 -359,9 190,1 270,7
trabekuldrer Knochen 1,081 249,8 -348,2 194,5 273,1
CaCoOs; 1,285 881,3 197,1 690,5 902,2
kortikaler Knochen 1,707 1336,0 541,5 1075,6 1331,0

Tabelle 5.2: Mittelwert y an Position Al fiir alle gewebedquivalenten Einsitze fiir den
Referenzdatensatz, die unkorrigierten Rekonstruktionen, LI und ALIR.

war, sind die Mittelwerte p,.¢, der unkorrigierten Bilder sehr weit entfernt von den
korrekten HU-Werten, welche sich aus den p}Y-Angaben des Herstellers (Gammex Elec-
tron Density CT Phantom Model 465, Radiation Measurements Inc., Middelton, USA,
siehe Tabelle 5.2) ergeben. Das deutlich hervortretende Beamhardening-Artefakt sorgt
hier stets fiir einen zu kleinen Wert. Die Ll-rekonstruierten Bilder erreichen Werte,
welche deutlich ndher an den Referenzwerten liegen. So konnte ein minimaler Fehler
von 30,10 HU fiir den Einsatz mit einem gewebedquivalenten Abschwachungswert fiir
Brustgewebe erreicht werden. Die groBte Abweichung wird bei kortikalem Knochen
mit 260,40 HU verursacht. Die durch ALIR rekonstruierten Daten weisen Mittelwerte
auf, welche sehr nahe an die Referenzwerte heranreichen. Insbesondere bei Einset-
zen mit einem hohen p!V-Wert konnten die Abschwichungskoeffizienten sehr akku-
rat wiederhergestellt werden. So sind die verursachten Fehler zumeist kleiner als die
Standardabweichung in den korrespondierenden Referenzbildern. Der kleinste Fehler
in den ALIR-Rekonstruktionen wird fiir kortikalen Knochen mit nur 5 HU verursacht.
Die grofte Abweichung ist bei dem Einsatz flir Lungengewebe 300 zu finden und be-
tragt 122,50 HU.

Die berechneten Standardabweichungen, welche in Tabelle 5.3 zusammengefasst sind,
zeigen ein sehr interessantes Bild. Wahrend das Spektrum fiir die unkorrigierten Bilder
mit Werten zwischen 340 HU und 420 HU erwartungsgemaR sehr grol8 ausfillt, konn-
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Gewebeklasse ol O/ HU  Opea / HU 011 / HU  oapr / HU
Lungengewebe 300 0,292 79,4 418,8 52,2 55,6
Lungengewebe 450 0,450 79,0 411,8 52,4 58,5
Fettgewebe 0,395 70,7 379,2 443 48,4
Brustgewebe 0,980 73,5 386,8 441 48,4
Wasser 1,000 72,6 409,4 44,6 47,2
Gehirngewebe 1,039 72,8 383,5 433 45,6
Lebergewebe 1,050 69,2 385,1 456 55,2
Knochenmineral 1,070 86,4 376,9 49,8 53,1
trabekuldrer Knochen 1,081 84,0 376,8 45,5 33,6
CaCOs3 1,285 91,6 383,6 59,2 51,3
kortikaler Knochen 1,707 105,0 3424 64,4 67,8

Tabelle 5.3: Standardabweichung o an Position Al fiir alle gewebedquivalenten Einsdtze
fiir den Referenzdatensatz, die unkorrigierten Rekonstruktionen, LI und ALIR.

ten sowohl LI als auch ALIR Standardabweichungen erzielen, die kleiner als die Refe-
renzwerte sind. Dies gibt Grund zur Annahme, dass beide Korrekturverfahren in der
Lage sind, den Rauschlevel nicht nur im Vergleich zum artefaktbehafteten Bild, son-
dern auch im Verhiltnis zum Referenzbild zu reduzieren. Bei den Rekonstruktionen
mit L kommt dieses Ergebnis jedoch mit einem negativen Effekt. In allen rekonstruier-
ten Bildern erscheint der Gesamteindruck sehr verschwommen. Dies beinhaltet nicht
nur eine Glattung in homogenen Bereichen, sondern auch eine deutliche Entschirfung
der Kanten.

Um diesen Aspekt weiter zu untersuchen und zu priifen, ob die Form der Einsdtze
nach einer Korrektur exakt rekonstruiert werden kann, werden Profile durch einen
Einsatz an Position Al betrachtet. Da trotz des Styrodur®-Sockels kleine Bewegun-
gen des Phantoms beim Montieren der Metallstdbe nicht zu vermeiden sind, wurden
die rekonstruierten Bilder mit Hilfe einer affinen Registrierung einander angeglichen.
Durch die resultierende Positionsgleichheit der Bilder wird ein sinnvoller Vergleich
von Profilverldufen ermdéglicht. Abbildung 5.31 zeigt einen Bildausschnitt fiir die Re-
konstruktionen mit dem gewebedquivalenten Einsatz fiir kortikalen Konchen an Posi-
tion Al Ergdnzend zu den Rekonstruktionen wurden die Differenzen zum Referenzbild
berechnet. Diese geben Riickschliisse auf die korrekte Ubereinstimmung der Form des
Einsatzes. Zusdtzlich dient ein horizontales und vertikales Profil durch den Einsatz zur
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Referenz
Artefakte

LI
Lungengewebe 450 -
ALIR

Lungengewebe 300 |-

Fettgewebe |-

Brustgewebe [-

Wasser |-

Gehirngewebe [-

Lebergewebe |-

Knochenmineral |-

trabekuldrer Knochen |

CaCOs |-

kortikaler Knochen |-

—1500 —1000 —500 0 500 1000 1500
Abschwichung / HU

Abbildung 5.30: Balkendiagramm fiir die Abschwédchungswerte der verschiedenen ge-
webedquivalenten Einsitze und Rekonstruktionsverfahren. Breite Balken visualisieren
den Mittelwert. Die darauf aufgesetzten schmalen Balken zeigen die Standardabwei-
chung.
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Uberpriifung der korrekten Formerhaltung. Der Verlauf der Profile ist in dem betrach-
teten Bereich (ROI, engl. region of interest) durch rote Linien dargestellt. Durch die
stark ausgeprégten Artefakte in der unkorrigierten Rekonstruktion zeigen die korre-
spondierenden Profile einen nahezu beliebigen Verlauf. Speziell das vertikale Profil
gibt kein Indiz auf eine kreisférmige Form und weicht vom Verlauf des Referenzpro-
fils deutlich ab. Auch das horizontale Profil weist einen Abfall der Abschwichung auf,
welche die Referenzwerte nicht widerspiegeln. Deutlich zu sehen ist dies auch im Dif-
ferenzbild, welches von Artefakten und Rauschen dominiert wird. Die Form des Ein-
satzes ist hier nur zu erahnen. Nach einer Rekonstruktion mit LI zeigt sich ein stark
verbessertes Bild, sodass die Form, wenn auch noch eher oval als kreisrund, erkannt
werden kann. Ein klarer Versatz der rekonstruierten Werte im Profil deutet jedoch auf
eine Abweichung der Kantenposition hin. Noch drastischer ist dies im vertikalen Pro-
fil von LI zu sehen, in welchem keine Kante zu erkennen ist. An Stelle dessen ist ein
weicher Ubergang von kortikalem Knochen zum Abschwichungswert von Wasser zu
finden. Das berechnete Differenzbild bestdtigt diesen Eindruck und zeigt einen groRen
Fehler entlang des Umrisses des Einsatzes. Neu entstandene Artefakte sind noch deut-
lich wahrnehmbar. Dem gegeniibergestellt ist die Rekonstruktion durch ALIR, welche
durch eine gute Korrektur der Artefakte sehr nahe an die Referenzdaten herankommt.
Das horizontale Profil verlduft fast exakt entlang des Referenzprofils. Neben einer gu-
ten Ubereinstimmung der Kanten kann hier auch ein deutlich glatterer Verlauf der
Kurve wahrgenommen werden. Begriindet ist dies durch das reduzierte Rauschver-
halten des Bildes (siehe auch Tabelle 5.3). Das vertikale Profil zeigt leichte Abweichun-
gen in Form eines Ortlichen Versatzes der Kanten. Basierend auf dem Differenzbild fiir
ALIR ist im Allgemeinen jedoch eine sehr gute Rekonstruktion der Form des Einsatzes
festzustellen.

Fiir die Evaluierung eines Korrekturalgorithmus ist es wichtig, dass nicht nur die ent-
standenen Artefakte lokal korrigiert werden, sondern auch die Bildqualitdt und Schar-
fe abseits der Artefakte erhalten bleibt. Um diesen Aspekt zu evaluieren, wird ein hori-
zontales Profil durch die Einsdtze Lungengewebe 300 an Position 5 und CaCO3 an Positi-
on 6 betrachtet. Abbildung 5.32 zeigt den analysierten Bereich. Das Profil, welches dem
unkorrigierten Bild entnommen ist, ist an einem Versatz von etwa 300 HU zu erkennen.
Die Artefakte im Bild zeigen sich hier durch eine Vielzahl an Ausschldgen. Zusammen
mit dem vorhandenen Rauschen resultiert dies in eine unstetige Kurve. Die Position
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horizontales Profil

2000 T T T T
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1000 |-
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Artefakte §
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Abbildung 5.31: Horizontales und vertikales Profil durch den gewebeédquivalenten Ein-
satz fiir kortikalen Knochen an der Position Al Das rote Quadrat im Referenzbild zeigt
die untersuchte Region. Die Differenzbilder ergeben sich durch eine Subtraktion des

Referenzbildes mit der jeweiligen Rekonstruktion.
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der Kanten, welche den Ubergang der verschiedenen Einsitze zum Grundkdrper si-
gnalisieren, ist nicht zu erkennen. Diese Kanten sind im LI-Profil hingegen zwar gut zu
erkennen, stellen aber vielmehr einen weichen Ubergang der Abschwichungswerte
dar. Weiter fiihrt die Rekonstruktion durch LI zu einem sehr glatten Profil, welches ein
deutlich reduziertes Rauschen aufweist. Gut zu erkennen ist dies auch im Ausschnitt
des rekonstruierten Bildes, welches im Vergleich zum Referenzbild deutlich weicher in
der allgemeinen Wahrnehmung ist. Das Profil, welches zum ALIR-rekonstruierten Bild
korrespondiert, zeigt einen Verlauf, der dem Referenzprofil sehr nahe kommt. Im Spe-
ziellen sind die Auspriagung und Position der Kanten gut reprasentiert. Zusatzlich kann
auch hier eine im Vergleich zum Referenzbild und insbesondere im Vergleich zum un-
korrigiertem Bild deutliche Reduzierung des Rauschens beobachtet werden. Dies be-
stétigt die Interpretation der reduzierten Standardabweichung fiir Position AL Um die
Schirfe der Kanten im Bild zu evaluieren, wird fiir das betrachtete Profil der Gradient
herangezogen. Da das Profil fiir die Artefakte sehr stark oszilliert, wurde der Gradi-
ent hier nicht betrachtet. Die stiarksten Ausschlédge fiir Referenz-, LI- und ALIR-Profil
visualisieren hingegen sehr gut die Position der jeweiligen Kante. Hierbei ist festzu-
stellen, dass die Auspragungen fiir das Referenzbild am stérksten sind. Mit Ausnahme
der Kante an Position 275 zeigt der Gradient fiir das ALIR-Profil eine sehr dhnliche Ma-
nifestation. Der Gradient fiir das LI-Profil zeigt hingegen fiir alle Kantenpositionen die
niedrigsten Ausschldge, was die allgemeine Wahrnehmung von einer weichen Kanten-
darstellung bestatigt.

5.3 Nicht-lokale Regularisierung

Um die in Abschnitt 5.3 vorgestellte nicht-lokale Regularisierung in Verbindung mit
ALIR zu evaluieren, wird ein Softwarephantom betrachtet, welches mit Hilfe der XCAT-
Software erstellt wurde [148]. Verwendet werden hier zwei verschiedene Transversal-
schnitte, welche sich im Bereich des Beckengiirtels befinden und einen Abstand von
2 cm besitzen. In Abbildung 5.33 sind die beiden Schichten gezeigt. Auf der linken Sei-
te befindet sich das zu rekonstruierende Bild, welchem, angelehnt an die Situation in
Abbildung 5.25, kiinstlich ein Metallobjekt in den linken Femur hinzugefiigt wurde.
Dieses wird im Rahmen der Rekonstruktion mit ALIR als Vorwissen definiert. Der Pri-
or wurde leicht rotiert und translatiert, um eine realistische Situation zu schaffen, wie

185



KAPITEL 5. DURCHGEFUHRTE STUDIEN UND ERGEBNISSE

Profil
1000 T T T T T T T
=)
T Referenz —
~ 500 -
%" Artefakte ——
= i
2 0 b —
§ —500 ALIR —
e}
<
_1000 1 1 1 1 1 1 1
280 300 320 340 360 380 400
Position
Ableitung
300 T T T T T T T
200
ks 100
(¥}
st 0
[
—
S —100
—200
—300
280 300 320 340 360 380 400
Position
Referenz
300 300
250 250
200 200
150 150
250 300 350 400 250 300 350 400

Artefakte ALIR

300 300

250 250
200 200

150 150

i
P

250 300 350 400 250 300 350 400

e

Abbildung 5.32: Horizontales Profil durch Position 5 (Lungengewebe 300) und Position
6 (CaCO3) zusammen mit dem dazugehdrigen Gradienten. Die rekonstruierten Bilder
sind in einer Fensterung mit WL = 0 HU, WW = 2000 HU dargestellt.
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sie etwa bei einer Verlaufskontrolle vorliegt. Das Differenzbild auf der rechten Seite
zeigt die Subtraktion des Priors vom Ground-Truth-Bild. Anatomische Unterschiede
sind insbesondere im Bereich der Hiiftknochen und in der Struktur des Weichteilge-
webes zu erkennen.

Ground Truth Metallobjekt Prior Differenz

o O
.

Abbildung 5.33: Das verwendete XCAT-Phantom. Von links nach rechts: Ground-Truth-
Bild, kiinstlich hinzugefiigtes Metallobjekt, gegebener Prior und die Differenz zwi-
schen Prior und Ground-Truth-Bild. Der Prior befindet sich etwa 2 cm proximal vom
Ground-Truth-Bild.

Fiir die Initialisierung der Rekonstruktionsalgorithmen wurde zunéchst eine Vor-
wirtsprojektion des Ground-Truth-Bildes durchgefiihrt. AnschlieRend wurden alle
Projektionen, welche durch das Metallobjekt verlaufen, aus den Rohdaten entfernt.
Eine Rekonstruktion ohne diese Daten fiihrt zu ausgeprégten Streifenartefakten aus-
gehend von der Postion des Metallobjektes. Die Rekonstruktion durch ALIR mit nicht-
lokaler Regularisierung konvergiert nach 19 Iterationen. In Abbildung 5.34 sind ausge-
wihlte Zwischenergebnisse der Rekonstruktion gezeigt. Die erste Zeile zeigt den Fort-
schritt der Iteration in Form des Bildes f(X), Zu erkennen ist der typische Ubergang von
einem sehr weichen und verschwommen Bild hin zu einem scharfen, gut definierten
Endergebnis. Deutlich zu sehen ist die stetige Reduktion der Artefakte zwischen den
Iterationen. In der zweiten Zeile ist der Prior nach durchgefiihrter Registrierung mit
dem Zwischenergebnis f*) gezeigt. Die aus der Registrierung resultierenden Parame-
ter flir die verwendete affine Registrierung sind in Tabelle 5.4 gegeben. Die Parameter
beziehen sich auf die Gleichung 4.44, wobei fiir A und b aus Gleichung 3.123 gilt, dass

A — (’Yl 73) b= (’)’5) . (5.2)
Y2 Y4 Ye
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71 Y2 Y3 Y4 s Ye

1,00 7,44-102% -7,95-10% 1,00 3,55 -2,22-10'
1,00 7,48-102% -7,89-10% 1,00 3,55 -2,22-10!
1,00 7,49-102% -7,96-10% 1,00 3,55 -2,21-10!
13 1,00 7,54-102% -7,81-10% 1,00 3,52 -2,22-10!

a N = | x5

Tabelle 5.4: Parameter der affinen Registrierung in der nicht-lokalen Regularisierung
fiir verschiedene Iterationen.

Die Werte unterscheiden sich in den fortlaufenden Iterationen nur gering, was auf ein
gutes Konvergenzverhalten mit einem eindeutigen Ergebnis schlieRen ldsst. Bestatigt
wird dies durch die Differenzbilder zwischen dem registrierten Prior und dem Ground-
Truth-Bild. Hier kann eine sehr gute Uberlappung der Anatomie festgestellt werden,
wobei Unterschiede nur in den vorliegenden Variationen der anatomischen Details zu
sehen sind. Wie in Abschnitt 5.3 bereits angemerkt, wiirde eine lokale Bestrafung der
Pixelunterschiede zum Prior nun dazu fiithren, dass die anatomischen Details aus dem
Prior in das zu rekonstruierende Bild iibertragen werden. Dies sollte bei einer sinnvol-
len Regularisierung jedoch vermieden werden. In der vierten Reihe ist das durch die
nicht-lokale Regularisierung neu berechnete, kiinstlich hergestellte Prior-Bild zu se-
hen. Nach und nach werden in jedem Iterationsschritt immer mehr hinreichend grof3e
Ahnlichkeiten zwischen dem Bild £*) und dem registrierten Prior gefunden, sodass
sich ein Bild zusammensetzt, welches sich dazu eignet, die Differenz der Pixelwerte
zu bestrafen (vergleiche Gleichung 4.42 und 4.43). Entscheidend hierbei ist der Unter-
schied zum Ground-Truth-Bild, welcher in der letzten Reihe in Abbildung 5.34 gezeigt
ist. Die berechnete Differenz betrachtet nur Pixelpositionen, fiir welche der neu be-
rechnete Prior nicht Null ist. Dies ist sinnvoll, da ausschlieRlich diese Positionen fiir
die Regularisierung herangezogen werden. Deutlich zu erkennen ist, dass gerade im
Vergleich zum Differenzbild zwischen dem gegebenem Prior und dem Ground-Truth-
Bild, welches in der dritten Reihe gezeigt ist, kaum Unterschiede vorliegen. Die in den
ersten Iterationen vorliegenden Differenzen an den Kanten der anatomischen Struk-
turen, welche durch das noch unscharfe Bild £) hervorgerufen werden, verschwinden
immer mehr. Ab Iteration 13 konnen nur noch vereinzelte Pixelpositionen, welche sich

vom Ground-Truth-Bild unterscheiden, gefunden werden.
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SZNO | G250 | @7N°

Prior nach
Iteration

Registrierung

Differenz zum
Ground Truth

berechneter Prior

Abbildung 5.34: Zwischenergebnisse der Rekonstruktion durch ALIR mit nicht-lokaler
Regularisierung. Erste Reihe: aktuelles Zwischenergebnis der Rekonstruktion. Zweite
Reihe: gegebener Prior nach Registrierung mit dem Bild aus Reihe 1. Dritte Reihe: Diffe-
renz des registrierten Priors mit Ground-Truth-Bild. Vierte Reihe: der neu berechnete
Prior. Letzte Reihe: Differenz des genutzten Priors zum Ground-Truth-Bild.

Differenz zum
Ground Truth

189



KAPITEL 5. DURCHGEFUHRTE STUDIEN UND ERGEBNISSE

In Abbildung 5.35 sind die finalen Rekonstruktionsergebnisse von LI, ALIR und ALIR mit
nicht-lokaler Regularisierung zusammen mit deren Differenzen zum Ground-Truth-
Bild gegeben. Das LI-Ergebnis zeigt eindeutig die stdrkste Ausprdagung der Artefakte.
Deutlich zu sehen ist dies im Differenzbild. Die vom Metallobjekt ausgehenden Strei-
fenartefakte tiberlagern hier das gesamte Bild und haben so einen sehr negativen Ein-
fluss auf die Bildqualitét. Hinzu kommt eine leichte Entschirfung der Kanten im Bild.
Das rekonstruierte Bild von ALIR ohne Regularisierung zeigt ein deutlich verbesser-
tes Korrekturergebnis. Die Anzahl und Auspragung der Streifenartefakte konnte in ei-
nem groflen Umfang reduziert werden. Ein noch besseres Ergebnis kann durch die zu-
satzliche nicht-lokale Regularisierung erzielt werden. Artefakte konnen in der genutz-
ten Fensterung kaum erkannt werden. Einzig das Differenzbild bringt zurtickbleibende
Streifenartefakte zum Vorschein. Ein wichtiger Aspekt bei der Rekonstruktion mit zu-
satzlicher Regularisierung ist, dass die anatomischen Details aus dem gegebenen Prior
nicht in das rekonstruierte Bild ilbernommen wurden. Auch die in Abbildung 5.34 zu
sehenden Pixelwertunterschiede fiir Iteration 13 wurden nicht rekonstruiert. So kann
durch den elaborierten Optimierungsalgorithmus in Verbindung mit den gegebenen
Rohdaten und der gewédhlten Zielfunktion verhindert werden, dass diese in das Bild
ibertragen werden.

Durch das vorliegende Ground-Truth-Bild wird es erméglicht, den hier beschriebenen
visuellen Eindruck quantitativ zu belegen. In Tabelle 5.5 ist die Summe der quadrierten
Abstdnde aus Gleichung 5.1 fiir die drei Algorithmen gegeben. Eindeutig kann hier fest-
gestellt werden, dass LI mit einem Fehlerwert von 1195,9 HU den groRten Abstand zum
Ground-Truth-Bild aufweist. Der fast um ein zehnfaches kleinere Wert von 134,4 HU
fiir ALIR belegt die deutlich verbesserte Artefaktreduktion. Durch die neu entwickelte
Regularisierung kann dieser Wert sogar noch weiter reduziert werden, sodass fiir ALIR
mit nicht-lokaler Regularisierung ein Fehler von nur 32,7 HU entsteht.
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LI ALIR ALIR mit Reg.
S NO SEZANe S .\

LI ALIR ALIR mit Reg.

Abbildung 5.35: Gegentiberstellung der Rekonstruktionergebnisse durch LI, ALIR und
ALIR in Kombination mit der nicht-lokalen Regularisierung.

MAR-Methode SSD / HU
LI 1195,9
ALIR 134,4
ALIR mit Regularisierung 32,7

Tabelle 5.5: Summe der quadrierten Abstdnde fiir die verschiedenen Korrekturalgo-
rithmen im Vergleich zum Ground Truth.
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Kapitel 6

Diskussion und
Schlussfolgerung

In Kapitel 5 wurde gezeigt, dass der ALIR-ALgorithmus Metallartefakte in klinischen
Anwendungsfeldern erfolgreich reduziert. Neben wichtigen Erkenntnissen in Bezug
auf die Fahigkeit, korrekte Abschwichungskoeffizienten wiederherzustellen, und auf
den Nutzen einer nicht-lokalen Regularisierung sind verschiedene Diskussionspunkte
zum Vorschein gekommen. Im Folgenden werden diese Punkte adressiert und es wird
ein Ausblick zu potenziellen Verbesserungen und Weiterentwicklungen gegeben. Er-
ganzend hierzu wird eine Abgrenzung der vorgestellten Methodik zu bereits bekann-
ten Algorithmen gegeben.

6.1 Abgrenzung zu bereits bekannten Verfahren

Der grundlegende Gedanke des vorgestellten ALIR-Algorithmus zeigt Ahnlichkeiten
zu den Algorithmen von Murphy et al., Snyder et al. und Stayman et al. [108], [151]-
[154]. Diese Algorithmen verfolgen ebenfalls einen Modell-basierten Ansatz zur In-
tegration von Vorwissen beziiglich eines Metallobjektes. So wird in dem als Object-
constrained Computerized Tomography (OCCT) bezeichneten Ansatz von Snyder et al.

193



KAPITEL 6. DISKUSSION UND SCHLUSSFOLGERUNG

das Rekonstruktionsproblem als Deblurring-Problem modelliert. Dieses wird durch ei-
ne Entfaltungs-Strategie geldst, in welcher Vorwissen iiber das Metallobjekt miteinbe-
zogen wird. Zusitzlich wird fiir die Rekonstruktion gefordert, dass alle Werte im Bild
positiv sind [151].

Der Ansatz von Murphy et al. befasst sich mit einer alternierenden Minimierung
der negativen Log-Likelihood-Funktion und Bestimmung von Transformationspara-
metern zur korrekten Positionierung eines Metallobjektes. Die Zielfunktion wird durch
einen Lagrange-Strafterm ergédnzt, welcher Werte groRer gleich der bekannten Ab-
schwichungskoeffizienten an der ermittelten Position fordert. Zum Finden der kor-
rekten Positionierung wird eine Optimierung basierend auf dem steilsten Abstieg ver-
wendet [152].

Der Korrekturansatz von Stayman et al. integriert das Vorwissen tiber das Metallobjekt
direkt in das Rekonstruktionsproblem. Die Methode basiert auf der Maximierung der
Log-Likelihood-Funktion und geht davon aus, dass das Maximum angenommen wird,
wenn die korrekte Position des Metallobjektes gefunden ist. Der Ansatz wird durch ei-
ne simultane Registrierung und Rekonstruktion modelliert, wobei die Zielfunktion von
den Bildwerten und den Registrierungsparametern abhéngig ist. Die Optimierung, an
welche keine weiteren Nebenbedingungen gestellt werden, wird alternierend durch-
gefihrt. Hierbei basiert der Registrierungsschritt auf einem Quasi-Newton-Ansatz und
der Rekonstruktionsschritt auf einem paraboloidalen Surrogates-Ansatz [155].

Im Gegensatz zu den zuvor beschriebenen Methoden verwendet der ALIR-Algorithmus
einen Augmented-Lagrangian-Ansatz fiir die Minimierung der negativen Log-
Likelihood-Funktion. Dieser integriert die geforderten Nebenbedingungen durch
einen linearen und quadratischen Strafterm. Hierdurch wird eine Flexibilitdt in der
Optimierung ermoglicht, welche die Konvergenzeigenschaften positiv beeinflusst. Die
Wahrscheinlichkeit einer schlechten Konditionierung wird durch explizite Lagrange-
Multiplikatoren reduziert [65, S. 514]. Im hier vorgestellten Algorithmus werden als
Nebenbedingungen Positivitdt und die bekannten Abschwachungskoeffizienten an der
ermittelten Position gefordert. Anders als bei den anderen Verfahren werden bei der
Rekonstruktion die Projektionswerte, welche durch das Metallobjekt verlaufen, ver-
worfen und in der Rekonstruktion nicht berticksichtigt. Die Nebenbedingungen der
Optimierung sollen dabei dem entstehenden Informationsverlust entgegenwirken.
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Ein weiteres Alleinstellungsmerkmal des ALIR-Algorithmus ist die Kombination eines
Modell-basierten Ansatzes mit einem traditionellen MAR-Ansatz in Form des Ersetzens
von Projektionswerten. So wird das sukzessive Fortschreiten des Algorithmus ausge-
nutzt, um neue Projektionsdaten basierend auf den stdndig verbesserten Zwischener-
gebnissen zu berechnen. Dieser Ansatz realisiert eine neue Strategie zur Korrektur von
Metallartefakten und ist aktuell in dem Patent [E2] festgehalten.

6.2 Einschrinkung durch gefordertes Vorwissen

Der vorgestellte ALIR-Algorithmus verfolgt die Idee, Informationen iiber die Form und
das Abschwichungsverhalten eines Metallobjektes mit in die Rekonstruktion zu inte-
grieren. Um diese Informationen zu gewinnen, ist eine exakte Beschreibung des vor-
handenen Implantates notwendig. Hersteller von medizinischen Instrumenten und
Implantaten arbeiten zumeist mit computergestiitzten Geometriebeschreibungen der
Objekte. Diese knnen genutzt werden, um die notwendigen Informationen zu erhal-
ten. So sind beispielsweise die genauen Malle von bestimmten Instrumenten zum Plat-
zieren von radioaktiven Strahlenquellen in der Brachytherapie bekannt [156], [157]. Ei-
ne exakte Geometriebeschreibung fiir innovative und neuartige Instrumente und Im-
plantate zu erhalten, ist hingegen mitunter kompliziert und kann durch vorhandene
Schutzrechte sogar unmdéglich sein.

Fiir den Fall, dass keine genauen Informationen tiber das Metallobjekt vorliegen, ist
der ALIR-Algorithmus jedoch nicht unbrauchbar. Vielmehr standen in den klinischen
Evaluierungsstudien, welche im Abschnitt 5.1.3 gezeigt sind, auch keine Informatio-
nen beziiglich des Metallobjektes zur Verfligung. Diese Einschrankung fiihrt nicht zu
einem Fehlverhalten des Algorithmus, sondern kann durch eine Neumodellierung des
Rekonstruktionsproblems geldst werden. In den gezeigten Anwendungsfillen wurde
die Methode aus Abschnitt 4.1.2 gewihlt, welche auf einer initialen Rekonstruktion des
Bildes beruht. Das vorab erstellte Bild kann genutzt werden, um eine Segmentierung
des Metallobjektes zu gewinnen. AnschlieBend kénnen fiir den Bereich des Implan-
tates vordefinierte Abschwichungskoeffizienten gefordert werden. Sind diese nicht
aus einer vorhandenen Geometriebeschreibung abgeleitet, kénnen prinzipiell belie-
bige Werte gewidhlt werden. Sind die Werte jedoch so gro gewéhlt, dass der partielle
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Volumeneffekt zu tragen kommt, konnen Artefakte im Bild entstehen. Dementspre-
chend sollten grofRe Unterschiede in den Abschwichungskoeffizienten zwischen dem
Metallobjekt und der umliegenden Anatomie vermieden werden. Die Ergebnisse der
klinischen Anwendungsfille zeigen, dass ein solches Vorgehen auch ohne Vorwissen
tiber das Implantat zu einer erfolgreichen Korrektur der Metallartefakte fiihrt.

Fiir die Rekonstruktion mit dem vorgestellten Regularisierungsterm zur Integration
eines Priors gestaltet sich eine Neuformulierung ohne Vorwissen als schwierig. Liegt
kein Bildmaterial von vorhergehenden Aufnahmen des Patienten vor, konnen Bilder
von Dritten herangezogen werden. Hierbei ist darauf zu achten, dass der zugrundelie-
gende Patient dhnliche Malle, wie der zu untersuchende Patient besitzt. Basierend auf
den durchgefiihrten Evaluierungen ist mit einer Zusammenfiihrung von nicht zuein-
ander passenden anatomischen Details nicht zu rechnen. Werden keine Strukturen im
Prior gefunden, welche ein dhnliches Erscheinungsbild wie die Strukturen im zu rekon-
struierenden Bild aufweisen, berechnet sich der sukzessiv neu berechnete Strafterm zu
Null und es wird keine Regularisierung durchfiihrt. Dies bedeutet jedoch auch, dass ein
schlecht gewahlter Prior gegebenenfalls keinen Einfluss auf die Rekonstruktion hat.
Eine Untersuchung der Mdéglichkeit, Atlanten zur Berechnung des Regularisierungs-
terms heranzuziehen, steht noch aus. Hierbei muss insbesondere das Rauschverhalten
der genutzten Bilddaten berticksichtigt werden, da eine Diskrepanz zwischen rausch-
freien Atlanten und realen Aufnahmen vorliegt. Ist absolut kein Vorwissen in Form
eines Priors vorhanden, so empfiehlt es sich, eine Regularisierung zu verwenden, wie
sie in Abschnitt 3.3.4 beschrieben ist.

6.3 Variabilitdt und Komplexitit durch Parameter

Der vorgestellte ALIR-Algorithmus besitzt eine Reihe von Parametern, welche es er-
lauben, bestimmte Anpassungen vorzunehmen. Diese Variabilitdt zeigt die Machtig-
keit und vielseitige Einsatzfdhigkeit des Algorithmus, sorgt auf der anderen Seite aber
auch fiir Komplexitdt. Dessen ungeachtet ist die Stabilitét des Algorithmus davon nicht
eingeschrankt. So sind die Ergebnisse, welche in Abschnitt 5 préisentiert sind, zumeist
mit den gleichen Einstellungen und Parametern erzeugt. Um jedoch einen Uberblick
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liber die vorhandenen Einstellungsméglichkeiten und deren Einfluss zu geben, werden
im Folgenden die einzelnen Parameter diskutiert.

Die Parameter T, und 7. (siehe Algorithmus 3, Zeile 19) haben den gréten Einfluss
beziiglich der Entscheidung, ob neue Projektionswerte in der nachfolgenden Iteration
berechnet werden sollen oder nicht. Der Wert 7, hilft dabei zu entscheiden, ob die Ne-
benbedingungen hinreichend gut eingehalten sind, um eine Neuberechnung durchzu-
fithren. Entscheidender jedoch noch ist der Wert 7. Dieser dient dazu festzustellen,
ob bereits genug anatomische Informationen im Zwischenergebnis vorhanden sind,
um neue Projektionswerte zu berechnen. Da der Parameter einen Schwellwert beziig-
lich des Gradienten der Zielfunktion darstellt, ergibt sich der folgende Zusammen-
hang. Wird 7, zu hoch gewihlt, kann es vorkommen, dass noch nicht hinreichend
viele Details im Zwischenergebnis enthalten sind und die neu berechneten Projek-
tionswerte Artefakte im Bild erzeugen. Im Verlauf der Iterationen fiihrt ein niedri-
ger Schwellwert 7, zu einer spiteren Berechnung von neuen Projektionswerten. Dies
kann einerseits zu einer kiirzeren Berechnungszeit fithren, da weniger Filterschritte
durchgefiihrt werden. Andererseits konnen jedoch, bedingt durch das lange Verwen-
den der linearen Interpolation fiir die Menge M i1, Artefakte im Bild entstehen.
Wird mit der Berechnung von neuen Projektionsdaten so spit begonnen, dass bereits
stark ausgeprigte Artefakte im Zwischenergebnis vorhanden sind, besteht die Mog-
lichkeit, dass der Filterungsschritt nicht mehr in der Lage ist, diese hinreichend stark
zu unterdriicken. In der Folge werden die Artefakte durch die Iterationen weitergetra-
gen und konnen gegebenenfalls sogar verstdrkt werden. Obwohl dieser Zusammen-
hang eine potenzielle Fehlerquelle darstellt, zeigt der Algorithmus ein robustes Ver-
halten. Fiir alle in Abschnitt 5.1.3 vorgestellten Ergebnisse wurden die gleichen Ein-
stellungen mit 7, = 1077 und 7. = 10~ 2 verwendet. Die Stabilitdt des Algorithmus
lasst darauf schlieRen, dass eine Anpassung dieser Werte fiir eine individuelle Rekon-
struktion nicht notwendig ist.

Die Gesamtanzahl an Iterationen des Algorithmus kann durch den Parameter w* be-
einflusst werden (siehe Algorithmus 3, Zeile 6). Der Wert kennzeichnet die Konver-
genzgrenze beziiglich des Gradienten der Zielfunktion. Wird der Parameter relativ
grol} gewihlt, so verkleinert sich die Anzahl an Iterationsschritte, da das Konvergenz-
kriterium frither erfiillt ist. Wird der Wert deutlich zu groR gewihlt, ist die Rekon-
struktion unter Umstédnden noch nicht weit genug fortgeschritten und das rekonstru-
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ierte Bild erscheint verschwommen. Ist der Wert hingegen zu klein gewahlt, kann es
zu einer hohen Anzahl an Iterationen kommen, in welcher Iterationsschritte durch-
gefiihrt werden, die in der Praxis nicht mehr notwendig sind. Zwar findet noch eine
Optimierung der Losung statt, jedoch werden in spateren Iterationen im Bildbereich
nur noch sehr feine Verbesserung durchgefiihrt. Fiir alle Ergebnisse in dieser Arbeit
wurde der empirisch ermittelte Wert w* = 1071° gewihlt. Eine individuelle Einstel-
lung fiir unterschiedliche Rekonstruktionen ist nicht notwendig. Der Wert kann daher
als konstant fiir alle Rekonstruktionen gesetzt werden.

Einfluss auf die Wichtigkeit der Nebenbedingung beziehungsweise die korrekte Rekon-
struktion von bekannten Abschwichungskoeffizienten kann durch den Wert #* und
durch die Entwicklung der Werte 7% in den Iterationen k genommen werden (siche
Algorithmus 3, Zeile 3, 5, 6, 11 und 16). Der Wert #* hat eine dhnliche Bedeutung, wie
der Wert w*, jedoch mit einem gesonderten Fokus auf die Nebenbedingungen. Ist der
Parameter #* zu groR gewdhlt, so kann es sein, dass die Norm der Nebenbedingungen
noch nicht klein genug ist. In der Konsequenz werden die bekannten Abschwichungs-
koeftizienten nicht genau genug rekonstruiert. Wird der Wert gleich Null gesetzt, so
wird gefordert, dass die bekannten Abschwichungskoeffizienten exakt rekonstruiert
werden. Dies ist in der Regel nicht erforderlich. Vielmehr ist es sinnvoll, eine gewis-
se Variabilitdt fiir die Rekonstruktion zu erlauben, um der Optimierung hinreichend
viele Freiheitsgerade zu geben. Fiir alle gezeigten Ergebnisse wurde der empirisch er-
mittelte Wert * = 107> gewdhlt. Eine Anpassung dieses Wertes ist fiir individuelle
Rekonstruktionen nicht erforderlich.

Bei den festgelegten Schwellwerten 7, 7., w* und #* handelt es sich um Erfahrungs-
werte. Anwendungsfille, bei welchen es notwendig war, diese Werte zu dndern, sind im
Rahmen dieser Arbeit nicht aufgetreten. Um eine konkrete und wissenschaftlich be-
legte Aussage bezliglich der Werte zu machen, miissen jedoch weitere Studien durch-
gefiihrt werden. Hierzu sollte ein Hardwarephantom verwendet werden, fiir welches
die genauen Abschwichungskoeffizienten bekannt sind. Ergidnzend dazu muss eine ex-
akte Beschreibung der Geometrie des Phantoms und die Moglichkeit, ein Metallobjekt
zu integrieren, vorhanden sein. Unter Beriicksichtigung der Auflosung des verwen-
deten Tomographen kann dann entschieden werden, wann eine optimale Bildqualitdt
erzeugt wird. Hierzu kénnen verschiedene Rekonstruktionen erstellt werden, welche
mit den vorhandenen physikalischen Merkmalen des Phantoms verglichen werden.
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Jeder Schwellwert sollte dabei einen Wertebereich durchlaufen, wihrend alle ande-
ren Werte festgesetzt sind. Sinnvolle Wertebereiche fiir die einzelnen Parameter sind
Tw € (1071°,1073), 7. € (0,107 1), w* € (1071°,107) und * € (0,1071).

Die einzigen Werte, fiir welche es sinnvoll ist, einem Anwender Einstellungsmdoglich-
keiten zu bieten, sind die Parameter ¢, 0, und kg, Diese steuern das Verhalten des
bilateralen Filters, welcher zur Reduktion der Streifenartefakte in den Zwischenergeb-
nissen genutzt wird. Die Werte sollten auf die geometrische Ausdehnung der Artefakte
und deren Intensitit (photometrische Ausdehnung) angepasst werden. Ziel der Filte-
rung ist es, in den Zwischenergebnissen die Artefakte zu unterdriicken, wahrend mog-
lichst viele anatomische Details erhalten bleiben. Der Parameter 0; bestimmt dabei die
geometrische Ausdehnung des Filters. Ein zu hoher Wert fiir diesen Parameter wiirde
dafiir sorgen, dass ein sehr groRer Bereich in die Filterung miteinbezogen wird. Dies
erhoht einerseits die Ausfithrungszeit und kann andererseits dazu fiithren, dass das Bild
verschwommen erscheint, da iiber eine zu groRRe Region gemittelt wird. Ist der Wert
04 hingegen zu klein gewdhlt, so kann es vorkommen, dass der Filterkernel nicht ge-
nug Pixel miteinbezieht und eine Tiefpassfilterung ausschlieBlich im Bereich der Ar-
tefakte selbst durchgefiihrt wird. Um jedoch die Artefakte zu unterdriicken, miissen
Nachbarschaftspixel der Anatomie miteinbezogen werden. Ein dhnlicher Zusammen-
hang ist bei dem Parameter o, festzustellen. Wird der Wert zu hoch gewahlt, so werden
Kanten im Bild nicht hinreichend stark berticksichtigt und es findet eine Tiefpassfil-
terung iiber wichtige zu erhaltende Strukturen statt. Wird der Wert hingegen zu klein
gewdhlt, so bleiben die Kanten der Artefakte nach der Filterung erhalten. Dementspre-
chend wird das Artefakt im Bild nach der Filterung nicht unterdriickt, sondern kann
unter Umstédnden sogar hervorgehoben werden. Durch die neu berechneten Projekti-
onsdaten werden diese Strukturen in die ndchste Iteration weitertransportiert, sodass
keine Korrektur stattfinden kann. Neben den Werten o, und oy ist fiir die Filterung
auch die Anzahl an Filteriterationen kg, relevant. Dieser Parameter hat Einfluss auf
die Manifestation der Filterung. Je mehr Filteriterationen durchgefiithrt werden, um
so deutlicher kann der Effekt der Filterung wahrgenommen werden. Fiir einen Ein-
satz des Algorithmus im klinischen Alltag erscheint es sinnvoll, dem Radiologen die
Moglichkeit zu geben, diese Parameter an die vorhandenen Artefakte anzupassen. Um
dem Radiologen eine intuitive Anpassung der Parameter zu gewahrleisten, kann zu-
nichst eine initiale nicht korrigierte Rekonstruktion erstellt werden. Anhand dieser
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kann der Effekt des Filters anschaulich gezeigt werden und der Nutzer kann so die Pa-
rameter an die vorhandenen Artefakte anpassen. Dieses Vorgehen stellt jedoch ledig-
lich einen zusitzlichen optionalen Optimierungsschritt dar, da der Algorithmus auch
mit fest vorgegebenen Werten eine gute Korrekturfihigkeit gezeigt hat. So wurden
fiir die in Abschnitt 5.1.3 vorgestellten Ergebnisse stets die selben Einstellungen mit
04 = 6,0, 0y = 0,01 und kg, = 14 verwendet.

6.4 Initiale Neuberechnung von Metallprojektionen

Der ALIR-Algorithmus wurde in zwei verschiedenen Variationen vorgestellt und eva-
luiert. Zum einen gibt es eine Version des Algorithmus, in welcher nach initialer Be-
stimmung der Menge M .., die Metallprojektionen fiir die Rekonstruktion nicht be-
rlicksichtigt werden und zum anderen gibt es eine Version, in welcher die Projektionen
zundchst durch eine lineare Interpolation ersetzt werden. Die Nichtberiicksichtigung
der Projektionen hat in der Evaluierung zwei potenzielle Probleme zum Vorschein ge-
bracht. So kann es bei groRen Metallobjekten beziehungsweise wenn die Menge M (a1
viele Elemente enthilt schon in frithen Iterationen der Rekonstruktion zu stark aus-
gepragten Artefakten kommen. In Folge dessen besteht die Moglichkeit, dass der Filte-
rungsschritt nicht in der Lage ist, die Artefakte hinreichend stark zu unterdriicken. In
der Konsequenz werden Artefakte durch die Neuberechnung von Projektionen nicht
reduziert, sondern konnen gegebenenfalls verstarkt werden. Dieses Verhalten kann in
den beiden Anwendungsfillen mit den Hiiftimplantaten in Abschnitt 5.1.3 beobachtet
werden. In beiden Fillen haben sich lokal um die Implantate stark ausgeprégte Schat-
tenartefakte manifestiert. Dem gegeniibergestellt sind die Anwendungsfélle mit dem
Hardwarephantom, dem Knieimplantat und insbesondere den Amalgamfiillungen. In
diesen Fillen enthilt die Menge M., im Vergleich zur Gesamtanzahl der Projek-
tionen relativ wenig Elemente und die Auspragung der Artefakte ist in den ersten Ite-
rationen gering. Insbesondere sind sie genau so stark oder weniger stark ausgepragt
wie die Artefakte, welche in den ersten Iterationen durch die lineare Interpolation ver-
ursacht wurden. Fiir den Anwendungsfall mit Amalgamfillungen ist die ALIR-Version
mit initialer Nichtberiicksichtigung der Menge M., dem Interpolationsansatz vor-
zuziehen. Die gesamte Evaluierung zeigt jedoch, dass ALIR mit LI im Allgemeinen sehr
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stabil ist und qualitativ hochwertige Ergebnisse liefert, ohne dabei eine wesentliche
Sensitivitdt beziiglich der Méchtigkeit der Menge M .. zu zeigen.

Der zweite Effekt, welcher bei einer Nichtberticksichtigung der Menge M ., auftritt,
betrifft den Rand des Metallobjektes. Durch die fehlenden Informationen zu Beginn
der Rekonstruktion kénnen die Abschwichungskoeffizienten im Bereich des Metallob-
jektes nicht rekonstruiert werden. Dies macht sich durch einen dunklen verschwom-
menen Punkt in den Anfangsiterationen bemerkbar. Im Verlauf der Rekonstruktion
sorgen die Nebenbedingungen dafiir, dass an der Position des Metallobjektes korrekte
Abschwichungskoeffizienten rekonstruiert werden. In den ersten Iterationen kommt
esjedoch durch das verschwommene Erscheinungsbild in Verbindung mit dem partiel-
len Volumeneffekt an der Kante des Bereichs zu einem Rekonstruktionsfehler in Form
eines schwarzen Randes um das Metallobjekt. Die GréRe des Fehlers von genau einem
Pixel kann mit dem partiellen Volumeneffekt erkldrt werden. Der Kante zwischen den
vorhandenen Projektionen und nicht berticksichtigten Projektionen im Rohdatenbe-
reich kann gegebenenfalls abhédngig von der Gr6Re der Pixel nicht eindeutig eine Posi-
tion im Bildbereich zugewiesen werden (siehe Abschnitt 2.3.4). So kann es dazu kom-
men, dass der Bereich der fehlenden Informationen im Bildbereich einen Pixel groRer
ist als die vorhandenen Informationen in Form des Vektors b. Durch das Filtern des
Bildes und Ersetzen der Metallprojektionen kann sich der entstandene Fehler in die
folgenden Iterationen fortpflanzen. Bei der Rekonstruktion durch ALIR mit LI tritt der
Fehler nicht auf, da der Bereich des Metalls auch in den Anfangsiterationen durch die
Daten der linearen Interpolation gefiillt wird. Ein durch den partiellen Volumeneffekt
verursachter Fehler tritt nicht auf. Dies spricht ebenfalls dafiir, dass im Allgemeinen
die initiale lineare Interpolation fiir die ersten Iterationen bevorzugt werden sollte.

In der Regel kann der beschriebene partielle Volumeneffekt auch immer dann auftre-
ten, wenn die Differenz der Abschwichungskoeffizienten zwischen einem Objekt und
seiner Umgebung sehr groR ist oder wenn ein Objekt so klein ist, dass es an die Grenzen
der Auflsung des tomographischen Systems st6Rt. Genau wie im ALIR-Algorithmus
kénnen im Algorithmus von Stayman et al. unterschiedliche Projektionsoperatoren
fiir das Metallobjekt und die Anatomie benutzt werden [108]. Um das Problem des par-
tiellen Volumeneffektes bei Cochlea-Implanten zu 16sen, wurde hier vorgeschlagen,
verschiedene Auflsungen fiir das Implantat und die Anatomie zu verwenden [158],
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[159]. Dieses Vorgehen kénnte in Zukunft auch fiir den ALIR-Algorithmus adaptiert
werden, sodass die Auflosung im Bereich des Metallobjektes lokal erhht wird.

6.5 Anwendung der nicht-lokalen Regularisierung fiir

klinische Daten

Fiir eine Verwendung des in Abschnitt 5.3 vorgestellten nicht-lokalen Regularisie-
rungsterms bei klinischen Anwendungsfillen miissen einzelne Details beachtet wer-
den. Die Wahl eines sinnvollen Prior-Images nimmt in diesem Zusammenhang eine
wesentliche Rolle ein. Wie bereits erwdhnt, besitzen klinische Verlaufskontrollen hier-
bei ein sehr hohes Potenzial, da sie in der Regel gleiche anatomische Strukturen auf-
weisen. Weil sich die Aufnahmezeitpunkte jedoch unterscheiden, kann nicht von ei-
ner gleichen Lagerung des Patienten ausgegangen werden. Zwar kann das medizini-
sche Personal dafiir sorgen, dass die Patienten stets die selbe Position einnehmen, das
Verschieben von inneren Organen und Strukturen kann dabei jedoch nicht vollstdn-
dig verhindert werden. Die hier vorgestellte nicht-lokale Regularisierung ist genau auf
diese Problemstellung zugeschnitten. Um eine potenzielle klinische Anwendung zu er-
moglichen, miissen jedoch zundchst weitere Studien beziiglich einzelner Parameter
durchgefiihrt werden. Hierzu gehort insbesondere eine Untersuchung hinsichtlich ei-
ner geeigneten GroRe des Suchfensters und der Patches. Sollte sich beispielsweise die
Lage der verschiedenen anatomischen Strukturen stark verdndert haben, liegt es na-
he, ein groRes Suchfenster fiir die Berechnung des Strafterms zu nutzen. Liegt eine
Verformung von Strukturen zwischen den verschiedenen Aufnahmezeitpunkten vor,
so kann die Wahl der PatchgréRe an Bedeutung gewinnen. Ist die GroRe der genutzten
Patches beispielsweise zu grof3, so konnte es vorkommen, dass keine hinreichend dhn-
lichen Strukturen mehr gefunden werden kénnen. Ein Aspekt, welcher bei der Wahl
der verschiedenen GréRen beachtet werden sollte, ist die Berechnungszeit fiir den Re-
gularisierungsterm. Mit gréRer werdendem Suchfenster steigt die Anzahl an Patch-
vergleichen und damit auch die Ausfithrungszeit. Analog verhilt es sich mit der GréRe
der Patches. Die Verwendung eines groReren Patches ist mit einer steigenden Anzahl
an Pixelvergleichen gleichzusetzen, was wiederum zu einer langeren Ausfithrungszeit
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fithrt. Da jedoch die Vergleiche von Patches fiir die Berechnung der Gewichtungsma-
trix unabhingig voneinander sind, kénnen diese parallel durchgefiihrt werden. Dies
wiirde die Rechenzeit signifikant reduzieren.

Neben der Wahl eines geeigneten Priors ist die Beriicksichtigung des Rauschverhaltens
in den klinischen Bilddaten von hoher Bedeutung. Insbesondere bei der Berechnung
der pixelspezifischen Gewichtung ist es notwendig, das Rauschen im gegebenen Pri-
or zu beachten. Der Vergleich von Patches aus dem Zwischenergebnis £*) und dem
Prior-Image kann durch das Rauschen stark beeintréchtigt sein. Daher ist anzuneh-
men, dass vor der Berechnung einer Gewichtungsmatrix eine Rauschunterdriickung
notwendig ist. Diese ist bisher noch nicht mit in den Regularisierungsterm integriert,
jedoch erscheint die bilaterale Filterung fiir diesen Zweck geeignet. Diese Art von
Filterung wird bereits bei der Berechnung neuer Projektionswerte verwendet und
zeichnet sich durch eine gute Kantenerhaltung aus. Alternative kantenerhaltende Fil-
ter wie beispielsweise die Local-Mode-Filterung [160], Guided-Image-Filterung [161],
L0-Gradient-Filterung [162], SURE-Filterung [163], Domain-Transform-Filterung [164]
oder eine Filterung basierend auf gewichteten kleinsten Quadraten [165] sollten je-
doch auf eine potenzielle Anwendung gepriift werden. Neben der Filterung des Prior-
Images muss dariiber hinaus untersucht werden, inwiefern eine Rauschunterdriickung
in den Zwischenergebnissen £¥) notwendig ist. In den ersten Iterationen der iterati-
ven Rekonstruktion haben die Zwischenergebnisse zumeist ein verschwommenes Er-
scheinungsbild, sodass eine Filterung hier nicht erforderlich sein sollte. In spdteren
Iterationen, in welchen mehr Details im Bild hervortreten, wird jedoch auch das Rau-
schen deutlicher. Der Zeitpunkt, ab wann eine Filterung der Zwischenergebnisse not-
wendig ist, konnte durch ein Schwellwertverfahren in Bezug auf den Gradienten er-
mittelt werden. Hier sollte eine dhnliche Vorgehensweise zielfiihrend sein, wie bei der
Bestimmung des Zeitpunktes fiir die Berechnung von neuen Projektionswerten.

6.6 Konvergenzgeschwindigkeit und Ausfiihrungszeit

Der Augmented-Lagrangian-Algorithmus ist bereits ein sehr etabliertes Verfahren im
Gebiet der Optimierung. Das Konvergenzverhalten des Algorithmus ist ausfiihrlich er-
forscht und in verschiedenen Arbeiten verdffentlicht [65], [85], [88], [89]. Bekannte
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Bibliotheken fiir Optimierungsalgorithmen, wie beispielsweise das LANCELOT-Paket,
besitzen fertige Implementierungen, welche frei genutzt werden kénnen [87]. Da das
Grundgeriist des ALIR-Algorithmus aus dem Augmented-Lagrangian-Verfahren be-
steht, sind dhnliche Konvergenzeigenschaften fiir den Rekonstruktionsalgorithmus
anzunehmen. Anschaulich kann ergidnzend dazu beobachtet werden, dass alle hier vor-
gestellten Rekonstruktionsergebnisse des ALIR-Algorithmus mit weniger als 20 dul3e-
ren Iterationen erstellt wurden. Die Terminierung der Rekonstruktionen wurde dabei
stets durch ein Eintreten der Konvergenzbedingungen hervorgerufen. Fiir eine einzel-
ne Schicht betrug die Ausfithrungszeit des Algorithmus auf einem Intel Xeon mit vier
2,53 GHz Kernen und 10 GB RAM in der Regel ca. 30 min. Die Verbesserung der Ausfiih-
rungszeit kann durch eine weitere Parallelisierung der Projektionsalgorithmen erzielt
werden. Zusitzlich kann der vorgestellte nicht-lokale Regularisierungsterm beziiglich
der Berechnung der einzelnen Vergleiche von Patches parallelisiert werden.

Eine interessante Beobachtung ist im Hinblick auf die Berechnung der neuen Projek-
tionswerte zu machen. Auch hier ist eine Konvergenz festzustellen, denn die Projek-
tionswerte stabilisieren sich zunehmend zum Ende der Ausfiihrung. Da dies in Ver-
bindung mit einer Stabilisierung des Bildinhaltes stattfindet, erscheint es moglich, in
Zukunft die Intensitdt der Filterung in den letzten Iterationen abzuschwichen. Dies ist
sinnvoll, da anzunehmen ist, dass zu diesem Zeitpunkt die Streifenartefakte bereits zu
einem gewissen Grad reduziert wurden. Mit einer weniger starken Filterung kénnte es
gelingen, in den letzten Iterationen noch mehr Informationen tiber anatomische De-
tails in die neu berechneten Projektionen mit einzubeziehen. Fiir die Umsetzung kénn-
te dhnlich wie bei der Bestimmung des Zeitpunktes fiir das Ersetzen der Projektionen
ein Schwellwert beziiglich der GréRe der Norm des Gradienten festgelegt werden.

6.7 Weiterentwicklung der Ideen fiir die dreidimen-

sionale Rekonstruktion

Der ALIR-Algorithmus wurde bis zum jetzigen Zeitpunkt lediglich fiir die zweidimen-
sionale Bildgebung vorgestellt. Alle in Abschnitt 5 gezeigten Ergebnisse basieren auf
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sequentiellen Aufnahmen mit einem Ficherstrahl, welche in eine Parallelstrahlgeo-
metrie umgewandelt wurden. Im klinischen Alltag werden aufgrund des Geschwin-
digkeitsvorteiles allerdings zumeist Helix-Aufnahmen mit einem Kegelstrahl durch-
gefiihrt. Eine Weiterentwicklung des Ansatzes fiir eine native dreidimensionale Re-
konstruktion ist direkt umsetzbar. Zu diesem Zweck muss der Algorithmus auf mo-
derne Helix-CTs angepasst werden, wobei insbesondere die Geometrie der neuen To-
mographen beriicksichtigt werden sollte. Katsevich et al. haben 2002 eine exakte
FBP fiir Helix-CTs vorgestellt [166]. Seitdem wurde das Verfahren weiterentwickelt
und findet vermehrt Beachtung [167]-[174]. So wurde im Rahmen einer Dissertation
von Sunnegardh bereits eine iterative FBP fiir helikale Computertomographen mit Ke-
gelstrahl vorgestellt [175], [176]. Fiir die Entwicklung von Projektoren fiir den ALIR-
Algorithmus, welche fiir die dreidimensionale Bildgebung zugeschnitten sind, stellt
die Methodik von Katsevich daher eine geeignete Grundlage dar.

Zusitzlich zu den Projektoren muss die Bildfilterung fiir die dreidimensionale Rekon-
struktion angepasst werden. Den bilateralen Filter schichtweise auf ein Bildvolumen
anzuwenden, stellt hierbei eine einfache Vorgehensweise dar. Dies wiirde allerdings le-
diglich der Approximation einer korrekten dreidimensionalen Filterung entsprechen.
Fiir eine korrekte Filterung ist es jedoch notwendig, alle vorhandenen Informationen
mit einzubeziehen. Die Integration aller drei Dimensionen in die Filterung ist intuitiv
und kann direkt vollzogen werden. Hierfiir ist es notwendig, die Gleichungen (4.25) und
(4.26) um eine Dimension zu erweitern. Fiir die Anwendung bei CT-Aufnahmen muss
zusatzlich berticksichtigt werden, dass die Voxel mitunter nicht isotrop sind. Um der
Anisotropie der Voxel zu entsprechen, kann der Filterungskernel (4.25) an die jeweili-
gen Ausmalle angepasst werden. Der Parameterraum des Filters muss hierzu erweitert
werden.

6.8 Anwendung der entwickelten Methodik auf andere

Problemstellungen

Die hier entwickelte Methodik ist nicht nur fiir die Reduktion von Metallartefakten ge-
eignet, sondern bietet ein weitreichendes Potenzial fiir verschiedene Problemstellun-
gen. Die Gestalt der Nebenbedingungen, welche an die Rekonstruktion gestellt werden,
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kénnen dabei auf viele denkbare Aufgabenstellungen angepasst werden. Hervorzuhe-
ben ist hierbei die Rauschunterdriickung. Sowohl der Rekonstruktionsansatz ALIR als
auch der vorgestellte Regularisierungsterm lassen sich fiir diese Anwendung einset-
zen. Wihrend beim Regularisierungsterm keine weiteren Anderungen vorgenommen
werden miissen, muss der ALIR-Algorithmus auf die Problemstellung angepasst wer-
den. Das Berechnen von neuen Projektionen in fortlaufenden Iterationen muss dabei
unabhéngig von einem vorhandenen Metallobjekt gestaltet werden. Hierzu kénnten
die gemessenen Rohdaten um kiinstliche Projektionen erweitert werden, um so gefil-
terte Vorwiartsprojektionen der Zwischenergebnisse zur Rauschunterdriickung zu in-
tegrieren. Eine geeignete Anzahl an neuen kiinstlichen Projektionen muss in diesem
Zusammenhang noch ermittelt werden. Weiter noch sollte die Frage, wie die neuen
Projektionen und gemessene Projektionen miteinander kombiniert werden kénnen,
Bestandteil neuer Studien sein. Hierzu ist es denkbar, den Detektor kiinstlich um neue
artifizielle Detektorelemente zu erweitern oder die gemessenen und neu berechneten
Projektionen zu mitteln. In Zukunft sollte eine ausfiihrliche Auseinandersetzung mit
der potenziellen Anwendung der entwickelten Methoden auf verschiedene Problem-
stellungen nicht ausbleiben.
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Kapitel 7

Zusammenfassung

Die vorliegende Arbeit befasst sich mit der Reduktion von Metallartefakten in Com-
putertomtographie-Bildern. Metallartefakte konnen unter anderem von Implantaten
oder chirurgischen Instrumenten, welche sich im Inneren eines Patienten befinden,
hervorgerufen werden. Der im Rahmen dieser Arbeit entwickelte Algorithmus Aug-
mented Likelihood Image Reconstruction (ALIR) ist in der Lage, Vorwissen in Bezug
auf ein vorhandenes Metallobjekt in die Rekonstruktion mit einflieBen zu lassen.

Um eine substanzielle Basis fiir die erarbeitete Methodik zu schaffen, wurden in Ka-
pitel 2 zunéchst Grundlagen fiir die Bildgebung mit Hilfe der Computertomographie
gegeben. Hierzu gehort die Erzeugung von Rontgenstrahlung, deren Interaktion mit
Materie und anschlieRende Detektion. Dariiber hinaus wurde eine Beschreibung der
Geometrie von unterschiedlichen computertomographischen Systemen vorgegeben.
Die darin enthaltene Erlduterung von einzelnen Parametern ist notwendig fiir die
Entwicklung von spezifischen Rekonstruktionsalgorithmen. Darauf aufbauend wur-
den erste fundamentale mathematische Beschreibungen von Zusammenhingen erar-
beitet. Diese konnten anschliefend in der Herleitung eines analytischen Rekonstruk-
tionsverfahrens verwendet werden. Dieses Verfahren stellt den im klinischen Alltag
verwendeten Algorithmus dar und wurde im Laufe der Arbeit stets als Vergleichsme-
thodik herangezogen. Der letzte Abschnitt des Kapitels befasst sich mit der Entstehung
von verschiedenen Bildartefakten.
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Das Kapitel 3 widmet sich mathematischen Grundlagen, welche die technische Ba-
sis dieser Arbeit bilden. Dies beinhaltet eine Einfithrung in das Gebiet der inversen
Probleme und einen ausfiihrlichen Einstieg in das mathematische Kernfach der Op-
timierung. Neben der Definition von wichtigen Begrifflichkeiten und Zusammenhén-
gen wurde hier eine Herleitung von Optimierungsalgorithmen gegeben, welche in der
entwickelten Rekonstruktionsmethode Anwendung finden. Abgleitet von einer bereits
bekannten iterativen Rekonstruktion wurde eine Formulierung des Rekonstruktions-
problems als Optimierungsaufgabe gegeben. Das Vorgehen veranschaulicht die Heran-
gehensweise, welche spater auch im ALIR-Algorithmus zur Rekonstruktion des Bildes
verwendet wird. Das Kapitel endet mit einer Einfithrung in die Grundlagen der Bildre-
gistrierung.

Der zentrale Beitrag dieser Arbeit, die Augmented Likelihood Image Reconstruction,
wurde in Kapitel 4 hergeleitet. Die aus Kapitel 3 gewonnenen Erkenntnisse konnten
genutzt werden, um die untersuchte Fragestellung durch ein Optimierungsproblem
zu formulieren. In diesem Rahmen wurde eine Zielfunktion, welche genutzt wird, um
ein Bild aus zuvor aufgenommenen tomographischen Daten zu rekonstruieren, um
Nebenbedingungen erweitert. Diese Nebenbedingungen sorgen einerseits daftir, dass
im Bild nur physikalisch erkldarbare Abschwichungskoeffizienten rekonstruiert wer-
den, und anderseits helfen sie dabei, Vorwissen tiber ein vorhandenes Metallobjekt
zu integrieren. Als Vorwissen wurden in diesem Rahmen bekannte Abschwichungs-
koeffizienten und Geometriebeschreibungen eines spezifischen Objektes betrachtet.
Um die korrekte Position eines solchen Objektes zu ermitteln, wurde die Rekonstruk-
tion durch ein Registrierungsproblem erweitert. Zentraler Baustein des entwickelten
Korrekturansatzes ist das Ersetzen von Projektionen, welche durch Metall verlaufen.
Aufgenommene Messdaten, welche mit einem Metallobjekt assoziiert sind, werden in
jedem Iterationsschritt der Optimierung durch neu berechnete Werte ersetzt. Um tem-
porir entstandene Artefakte in den Zwischenergebnissen zu unterdriicken, wurde ein
bilateraler Bildfilter verwendet.

Das zweite Schwerpunktthema des Kapitels befasst sich mit einem Regularisierungs-
term, welcher genutzt werden kann, um einen Prior in der Rekonstruktion mit zu be-
rlicksichtigen. Ein Ausnutzen der Zwischenergebnisse ermdglicht es, in jeder Iteration
einen angepassten Strafterm zu berechnen. Dieser basiert auf strukturellen Ahnlich-
keiten in dem gegebenen Prior und dem aktuellen Zwischenergebnis. Ein Vergleich
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von Bildausschnitten in einem Suchfenster fithrt dabei zu einer vom Pixelwert abhan-
genden Gewichtung der Regularisierung.

In Kapitel 5 sind Evaluierungen zu verschiedenen Aspekten der vorgestellten Metho-
diken gegeben. Hierzu gehort als wichtigster Faktor eine Untersuchung beziiglich der
Fihigkeit des Rekonstruktionsalgorithmus zur Reduktion von Metallartefakten. Weil
in diesem Zusammenhang nur eine Evaluierung mit klinischen Bilddaten sinnvoll ist,
stellte sich die Herausforderung einer quantitativen Auswertung. Da diese durch das
Fehlen einer Grundwahrheit beeintrichtigt ist, wurde das Expertenwissen von Radio-
logen zur Bewertung der Bildqualitdt heranzogen. Eine Auswertung von 6 klinischen
Datensitzen hat durch die Bewertung von 10 Radiologen ergeben, dass die vorgestellte
Methode im Vergleich zu den Ansidtzen wie lineare Interpolation und Normalized Me-
tal Artefact Reduction die besten Ergebnisse produziert. In einer weiteren Evaluierung
konnte die Fahigkeit zur Wiederherstellung von Abschwéchungskoeffizienten nachge-
wiesen werden. Die Abweichung zu den korrekten Abschwachungskoeffizienten nach
erfolgreicher Metallartefaktkorrektur betrug hierbei zwischen 122 HU fiir Lungenge-
webe und 5 HU fiir kortikalen Knochen. Das Potenzial der vorgestellten nicht-lokalen
Regularisierung konnte durch eine ausfiihrliche Evaluierung mit Hilfe eines Software-
phantoms gezeigt werden.

Trotz der gewonnenen Erkenntnisse gilt es, sich zu vergegenwartigen, dass die ent-
wickelte Methode keines Falls eine endgiiltige Losung des behandelten Problems der
Metallartefaktkorrektur darstellt. Ungeachtet der guten Korrekturergebnisse und des
hervorragenden Abschneidens bei dem Vergleich zu bereits etablierten Verfahren ist
eine kritische Betrachtung unabdinglich. In keinem Anwendungsfall konnte es gelin-
gen, samtliche Artefakte aus den Bildern zu beseitigen. Auch wenn eine korrekte Wie-
derherstellung aller anatomischer Informationen aufgrund des Informationsverlus-
tes, welcher durch die verworfenen Metallprojektionen verursacht wird, nicht zu er-
warten ist, muss es das angestrebte Ziel eines Korrekturalgorithmus sein, auch die ver-
bleibenden Streifenartefakte in den Rekonstruktionen zu entfernen. Sofern jedoch das
Problem in Zukunft nicht durch neue Hardwarelgsungen behoben werden kann, wird
eine Schwierigkeit in diesem Zusammenhang stets verbleiben: die Wiederherstellung
der verlorengegangenen Informationen. Der vorgestellte Rekonstruktionsalgorithmus
und der Regularisierungsterm haben neue Erkenntnisse zu einer méglichen Lésung
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des Problems beigetragen und konnten zeigen, wie es gelingen kann, zusétzliche Infor-
mationen in die Rekonstruktion zu integrieren. Einige Verbesserungsvorschlige wur-
den im Rahmen der Diskussion in Kapitel 6 bereits erwdhnt. Um aber eine Translation
in den klinischen Alltag vollziehen zu kénnen, ist es notwendig, weitere ausfiihrliche
Studien durchzufiihren. Ob es gelingen wird, eine Methode zu entwickeln, welche bei
allen Anwendungsfillen sdmtliche Artefakte erfolgreich behebt, sei es durch neue me-
dizintechnische Lésungsansitze, durch fortschrittliche Algorithmen oder eine Verbin-
dung beider Aspekte, muss eingehend in Zukunft untersucht werden.
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